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Exercice 1 : Résolution systéme triangulaire supérieur

Soient A € M,,(C) une matrice triangulaire inversible et b e C™.

Q.1

R.

Expliquer comment calculer x € C™, solution de Az = b et expliciter les formules permettant de calculer [’ensemble des
composantes de .

1 o
On veut résoudre le systéme linéaire

A171 . . AL,,,, X1 b1
0o . : : :
Arx =b — =
0 .0 Ay, Ty bn,
On remarque que 'on peut calculer successivement x,,,x,_1,...,21, car il est possible de calculer x; si on connait
Titl,...,Ty : c’est la méthode de remontée. En effet, on a

Vie [[Lnﬂv (Ax)t = bi,

et donc, par définition d’'un produit matrice-vecteur,
n
Vi e [[l,nﬂ, Z Aiyjfll‘j = bz
Jj=1
Comme A est une matrice triangulaire supérieure, on a (voir Définition dans [I])

V(i,7) € [1,n]? i >34, A;;=0.

On obtient alors

i—1 n

Vi e [[1777/]]7 b; = ; Ai,j T; + Az,l.%'z + ; Ai_jfl'j
J _ Jj=i+l
j=i+1

Ecrire la fonction ResTriSup permettant de résoudre le systéme triangulaire supérieur Az = b.
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Algorithme 1 | R

Algorithme 1 | R4

Résoudre Az = b en calculant
successivement T, Tn_1, ...,T1.
1: T

1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1)
calculer x; connaissant z;11,...,Ty,

a l'aide de ’équation (R1.1])

3: Fin Pour

Algorithme 1 | R,

Algorithme 1 | R,

1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1)

[ Calculer z; connaissant ;t1,...,ZTn
a l’aide de I’équation (R1.1))
2

3: Fin Pour

1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1)

n
|l 2: S — Z Aiyjfﬂj
— j=it1

3: Ty < (bl — S)/Azﬂ

4: Fin Pour

Algorithme 1 | R,

Algorithme 1 | R3

1: Pour i < n a1 faire(pas de —1)

S« i Ai’jiﬂj

j=it1

2:
4: Fin Pour

1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1)

On obtient alors ’algorithme final

2 S0

L 3:] Pour j < i+ 1 an faire
4: S — S+ A, j) = 2(j)
5:| Fin Pour
6: wi— (b —5)/Ais
7: Fin Pour

Algorithme 1 Fonction ResTriSup permettant de résoudre le systéme linéaire triangulaire supérieur inversible
Az =b.

Données : A
b : wvecteur de R".
Résultat : = vecteur de R™.

1: Fonction < ResTriSup( A,b )

2:  Pour i < n a1 faire(pas de —1)
3 S0

4: Pour j — i+ 1 an faire

5: S — S+ A(i,j) = x(j)

6 Fin Pour

7 z(i) < (b(7) — S)/A(i,1)

8:  Fin Pour

9: Fin Fonction

matrice triangulaire de M,,(R) supérieure inversible.

Exercice 2 : Matrice de permutation

Soit (4,7) € [1,n]?, i # j, on note ng’j] € M,,(R) la matrice identitée dont on a permuté les lignes i et j.

1
Représenter cette matrice et la définir proprement.

1

I On note, dans toute la correction, P = ng’j].



On peut définir cette matrice par ligne,

Vre [[1’ nﬂ\{l?3}7 Pr,s = 6r}s, Vs e [1,’[1]7
P, = 0j, Vsel[l,n],
Py = 4;5, Vse[l,n].
ou par colonne
Vs e [[17 nﬂ\{zaj}a Pr,s = 6@5, Vr e [1, nﬂ,
P.;, = 0.4, Vrel[l,n],
P.; = 0, Vrel[l,n].
[ & Ne pas utiliser les indices i et j qui sont déja fixés dans la définition de la matrice P = Pg’j 1 ]

On peut noter que la matrice P est symétrique. Pour la représentation, on suppose i < j. On effectue une représentation
bloc 5 x 5 avec des blocs diagonaux carrés sachant que tous les blocs non décrits sont nuls:

i—1 ,i j—'i—llj. n—j
| Lo
| | |
I | | ! I i—1

| | | |
| | 1 |

»»»»»»»»» ek A REEEEEEEEES
!0! 1 ;

»»»»»»»»» Rt Rl SERTERCERY b
| | 1 |

P= TR S

| | | |
f -

,,,,,,,,, e B ik Bl BT
|1| IOI

»»»»»»»»» e T .
1 1 i 1
L I -
| | | |
| | 1 |

Soit A e M,,(C).On note A,.. le r-éme vecteur ligne de A et A. ; le s-éme vecteur colonne de A.

a. Déterminer les lignes de la matrice D = ng’j]A en fonction des vecteurs lignes de A.

b. Déterminer les colonnes de la matrice E = APg’j] en fonction des vecteurs colonnes de A.

a. On note D = PA. Par définition du produit matriciel on a

k=1
On obtient, Vs € [1,n],
n
Do = Y bidis = Ane Vre[Lnl\(i,j},
D7’7g = Z 5j7k’Ak,a = Aj,S7
k=1
n
Dj,s = Z §z,kAk,s Az,s
k=1
ce qui donne
Dr,: = Ar,:7 Vr e Hlvnﬂ\{iaj}a
D,. = A,
Dj,: = Ai,:-
Note: La notation D, . correspond au vecteur ligne (D;1,...,D; ) et D. ; correspond au vecteur colonne
Dy
Dy,
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b. On note E = AP. Par définition du produit matriciel et par symétrie de P on a

Er,s = Z Ar,kpk,s = Z Ar,kRs,k~
k=1 k=1

& Ne pas utiliser les indices i et j qui sont déja fixés dans la définition de la matrice P = PE a1,

On obtient en raisonnant par colonne, Vr € [1,n],

E’r',s = Z Ar,k(ss,k = AT',S7 Vs e HL”H\&H]L
k‘zl
Er,i = Z Ar,k(sj,k = Ar,ja
k=1
n
Ej = Z Ark0ik = Ari.
k=1
ce qui donne
E:,s = A:,sa Vs e [[L”d}\{h]}a
E, = A,
E:,j = i
a. Calculer le déterminant de ng’j].
b. Déterminer linverse de Pg’j].
a. det(P) = —1, si i # j et det(P) = 1 sinon.
b. Immédiat par calcul direct on a PP = | et donc la matrice P est inversible et P~* = P.

Exercice 3 : Matrice d’élimination

Soit v € C" avec v; # 0. On note E[*] € M,,(C) la matrice triangulaire inférieure & diagonale unité définie par

R S A T 0
Zonj0r : 1770 0
ElI — . 0 (3.1)
P 0
—Up /1 ; 0 0 1

a. Calculer le déterminant de EM].

b. Déterminer Uinverse de E®].

a. La matrice E[?] est triangulaire : son déterminant est donc le produit de ses éléments diagonaux (Propositionm
de [1]) On a alors det(E[M]) = 1.

b. Pour calculer son inverse qui existe puisque det(E[”]) # 0, on écrit E¥] sous forme bloc :

110 0
R T
gl] — i
€ In—l
|
avec e = (—va /vy, ..., —Un/’Ul)t € C" ! On note X € M, (C) son inverse qui s’écrit avec la méme structure bloc
a b*
X _ I
c ! D
|



aveca€ C,be C" ! ce C" et De M,,_1(C).
La matrice X est donc solution de E?IX = I. Grace a Pécriture bloc des matrices on en déduit rapidement la matrice

X. En effet, en utilisant les produits blocs des matrices, on obtient

L0 Nfal bt N Lxa 4 1xb40,,xD
ElIX = | i = i
e It ¢ D e><a+ln,1><ci exb* +1,_1xD
! | I
a b*
,,,,,,,,, S
= i
ae+c! eb* +D
|
Comme X est Pinverse de E®1, on a E?JX = | et donc en écriture bloc
,,,,?,,,,L ,,,,,, F N\ (. 1! 0 :}:1,,,,.

Ceci revient a résoudre les 4 équations

a=1, b*=0° ae+c¢=0,_1 ct eb*+D=1,_;

n—1»

qui donnent immeédiatement a = 1, b =0,,_1, ¢ = —e et D = |,,_1. On obtient le résultat suivant

Soit A € M,,(C) avec A1 1 # 0. On note A, ; le j-éme vecteur colonne de A et A;. son i-éme vecteur ligne. On pose
A=A .

e a. Calculer A = EM1IA en fonction des vecteurs lignes de A.
b. Montrer que la premiere colonne de A est le vecteur (A11,0,... ,O)t i.e.
EdilAe; = A4 1e; (3.2)
otu ey est le premier vecteur de la base canonique de C™.
R. 2

a. Pour simplifier les notations, on note E = E[41]. Par définition du produit de deux matrices on a
n
Aij = EixArj, V(i j)e[1,n]*
k=1
Quand ¢ = 1, on a par construction E; j, = d; ; et donc
Al,j = Al,ja V] S [[l,n]] = Al-,i = Aly:. (R32)
Pouri>2,ona E;; = —5—1 et E; = 0, k, Yk € [2,n]. On obtient alors pour tout j € [1,n]

n n
~ v; 4
Aij = BinAvg + ) EigAry = == A + ) 0ipAig = ——Aug + Ay
k=2 U k=2 v

ce qui donne pour tout i € [2,n]

fL‘J = Ai,j — %A]«J? VJ € HL’I’LH — Ai,: = _;Al . +Ai7: (R33)

En conclusion, la matrice A s’écrit
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b. De (R3.2)), on tire 1211,1 = Aj1. A partir de (R3.3) on obtient pour tout i € [2,n], fli’l = A1 — %Al,l- Par

construction v; = A;; pour tout j € [1,n], ce qui donne A;; = 0.

La premiére colonne de A est (1,0,...,0)".

Exercice 4 : Méthode de Gauss, écriture algébrique
Soit A € M,,(C) inversible.

Montrer qu’il existe une matrice G € M,,(C) telle que | det(G)| =1 et GAey = aey avec a # 0 et ey premier vecteur de la
base canonique de C™.

D’aprés le Lemme [2.2| de [2], si A11 # 0, le résultat est immeédiat.
Dans I’énoncé rien ne vient corroborer cette hypothése. Toutefois, comme la matrice A est inversible, il existe au moins
un p € [1,n] tel que A, # 0. On peut méme choisir le premier indice p tel que |A, 1| = max;efy ) [Ai1| > 0 (pivot de

lalgorithme de Gauss-Jordan). On note P = PLP! Ja matrice de permutation des lignes 1 et p (voir Lemme [2.1| de [2]).
|detP| =1 et P =P.

Par construction (PA);1 = A,1 # 0, et on peut alors appliquer le Lemme de [2] a la matrice (PA) pour obtenir
Pexistence d’une matrice E € M,,(C) vérifiant det E = 1 et telle que

E(PA)61 = Ap,lel.
En posant G = EP et o = A, 1, on obtient bien GAe; = ae;. De plus, on a

|det G| = | det(EP)| = |det E x det P| = 1.

Remarque. La matrice G étant inversible, on a
Az =b <= GAz =Gb

ce qui correspond a la premiere permutation/élimination de 'algorithme de Gauss-Jordan.

a. Montrer par récurrence sur l'ordre des matrices que pour toute matrice A, € M, (C) inversible, il existe une matrice
S, € M, (C) telle que |det S,,| =1 et S, A, = U, avec U,, matrice triangulaire supérieure inversible.

b. Soit b e C". En supposant connue la décompostion précédente S,A,, = U, expliquer comment résoudre le systéme
A,z =b.

a. On veut démontrer, par récurrence sur n = 2, la propriété suivante
(Pn)

VA, € M, (C) inversible, 3S,, € M, (C), |detS,| = 1, tel que la matrice U, S, A soit une triangulaire
supérieure inversible.

Initialisation : Pour n = 2. Soit Ay € M5 (C) inversible. En utilisant la question précédente il existe Gy € M2 (C)
telle que |det Go| = 1 et GoAge; = ae; avec « # 0 et e; premier vecteur de la base canonique de C2. On note
Uy = GoAs. Cette matrice s’écrit donc sous la forme

a e
et elle est triangulaire supérieure. Les matrices Gy et Ay étant inversible, leur produit Us l'est aussi. La
proposition (Pz) est donc vérifiée avec So = Go.

Hérédité : Soit n > 3. On suppose que (P,—_1) est vraie. Montrons que (P,,) est vérifiée.
Soit A, € M,,(C) inversible. En utilisant la question précédente il existe G,, € M,,(C) telle que |det G, | = 1
et G,A,e1 = aye; avec a,, # 0 et e; premier vecteur de la base canonique de C". On note V,, = G, A,,. Cette



matrice s’écrit donc sous la forme

ozn:o (] Oéni C;:_l
V, = Oi. NEIRE

S © 1 Bn_1

O!o ° ()!

otte, 1 €C" etB, ;€ M, 1(C). Comme G, et A, sont inversibles, V,, I'est aussi. On en déduit donc que
B,,_1 est inversible car 0 # detV,, = a,, x detB,,_1 et «, # 0.

On peut donc utiliser la propriété (P,—1) (hyp. de récurrence) sur la matrice B, : il existe donc S,,_1 €
M, —1(C), avec |det S,,_1| = 1, tel que la matrice U,,_; = S,,_1B,,_1 soit une triangulaire supérieure inversible.
Soit Q,, € M,,(C) la matrice définie par

110 ... 0
0
Qn = !
S S,
0!
On a alors
A0 0\ /ani iy
0 oy T
QnGnAn = QnVn = . | !
: : Snfl : Bn—l
0 0
,,Of’lj ,,,,,, ,C;II, ,,,,,,,,, @ ?,15,,,,0,;;11 ,,,,,
= O i = O E = U,
Do Snlenfl . : Unfl
0 ! 0

La matrice U,, est triangulaire supérieure inversible car U,,_; 'est aussi et «;, # 0.

On pose S,, = Q,,G,,. On a donc
SnAn = Un~

De plus, comme on a detS,, = detQ,, x detG,,, et detQ,, = detS,,_;, on obtient, en utilisant |det G,,| = 1 et
I'hypothése de récurrence |det S,,_1]| = 1, que

|detS,| = 1.
Ceci prouve la véracité de la proposition (P,,).
b. Comme S,, est inversible, on a en multipliant a gauche le systéme par S,

Abx=b < S,A,x=S,b < U,z=S,b

Pour déterminer le vecteur , on peut alors résoudre le dernier systéme par ’algorithme de remontée.

Q.3

R

Que peut-on dire si A est non inversible?

Si A est non inversible, alors dans la premiére question nous ne sommes pas assurés d’avoir « # 0. Cependant 'existence
de la matrice G reste avérée.
Pour la deuxiéme question, le seul changement vient du fait que la matrice U,, n’est plus inversible.

Exercice 5 : Vers la factorisation LU

Soit A € M,,(C) une matrice dont les sous-matrices principales d’ordre 4, notées A;, i € [1, n].
Montrer par récurrence sur 'ordre n de la matrice A qu’il existe une matrice E € M,,(C), triangulaire inférieure a diagonale
unité telle que la matrice U définie par
U=EA

soit triangulaire supérieure avec U; ; = det A; /(U1 % -+ x Uj—1,i—1), Vi € [1,n].
A VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA



Correction Soit n > 2, on va démontrer par récurrence sur n la proposition suivante

(Pn)

Soit A € M,,(C). Si, pour tout i € [1,n], les sous-matrices principales d’ordre i de A, notées A;, sont inversibles, alors
il existe une matrice E € M,,(C), triangulaire inférieure a diagonale unité telle que la matrice U = EA soit triangulaire
supérieure avec U; ; = det A;/(Uy 1 x -+ x Uj_1 1), Vi € [1,n].

Initialisation: n =2 Soit A e M3(C). Si Ay = A1 1 # 0 et Ay = A inversible. On va construire une matrice E € M5 (C),
triangulaire inférieure a diagonale unité telle que U = EA soit triangulaire supérieure.

1 0 Al 1 Al 2 Ul 1 Ul 2
EA = 1o anz) (Ui Uhe)
(E2,1 1) (Az,l A2,2> ( 0 U2,2)

On a donc Uz 1 =0 = FEy145 1 + Az 1. Comme par hypothése, Ay 1 # 0, on a Ea1 = —As1/A11, ce qui donne

1 0 A A 2> A Ao
EA = ’ )= 7 [ =U.
<_ fxfi 1) (Az,l Az o 0 Ago— %Alz

On a alors
Uip = A =det(Aq),
AQ 1 A2 2A1 1 — A2 1A1 2 det A det AQ
U = A — : A = ’ : ” = = = .
2 22 A, A Ui Ui

)

Heérédité: Soit n > 3, on suppose que (P,_1) est vérifice. Soit A € M,,(C). dont toutes les sous-matrices principales
d’ordre ¢ de A, notées A;, i € [1,n] sont inversibles. On décompose la matrice A sous la forme bloc

An_q i
A= <f*1'Ag>

avec A,_1 € M,,_1(C), fe C" ! et g e C" 1. Comme les n — 1 premiéres sous-matrices principales de A sont les n — 1
sous-matrices principales de A, _1, ces derniéres sont, par hypothése, inversibles. Par hypothése de récurrence sur A,,_1,
il existe une matrice E,,_; € M,,_1(C), triangulaire inférieure a diagonale unité telle que la matrice U,,_1 = E,,_1A,,_4
soit triangulaire supérieure.

On va construire (si possible) une matrice E € M,,(C), triangulaire inférieure a diagonale unité telle que U = EA soit
triangulaire supérieure. La matrice E s’écrit sous forme bloc

avec X,,_1 € M,,_1(C) triangulaire inférieure & diagonale unité et h € C"~ 1.

EA — Koo 10 ,,A,ttzl,,i,,,g,,,. _ ,,,?(ﬁ:l,A,@:l,,,j,,,,x,wt,lﬂ,,,.
| 5 A h*A,_1 + f* I h g+ Any

Pour que la matrice EA soit triangulaire supérieure, il faut que X, _1A,_1 soit triangulaire supérieure et h*A,,_1 + f *=0.
En choisissant X,,_1 = E,,_1, on a U,,_1 = X,,_1A,_1 triangulaire supérieure. La matrice A,,_; étant inversible, on a

R* = —f*AL,
E,_1 E 0 A1 ! 9 Un_1 | En—lg
EA_( h* 1)( A | 0 ?An,n_h*g a

On obtient donc
On a donc construit une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité, E, telle que U = EA soit triangulaire
supérieure. Par construction, on a

On a alors

Uij = (Un_1)ij, Y(i,7) € [1,n —1]?

et donc, par hypothése de récurrence sur U,,_1, on obtient
Ui =detA;/(Uiq x -+ x Ui—1,,-1), Vie[l,n—1].

De plus on a,

det(EA) = det(E) det(A)
= det(A) car E tri. inf. a diag. unité
= det(A,). car A, = A.



et

det(U) = 1_[ Uk k car U tri. sup.
k=1

n—1
= Un,n 1_[ Uk,k
k=1

Comme U = EA, on en déduit que la matrice U est inversible (car E et A le sont), que ses coefficients sont non nuls et,
en prenant le déterminant:

n—1
det(An) = Unn | [ Uk
k=1

et donc det(A
Un,n = :,(1 TL) .
Hk:l Uk,kr

La proposition (P,) est donc vraie.

Conclusion: On a démontré par récurrence que la proposition (P,,) est vraie pour tout n = 2.

.1
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Exercice 6 : factorisation LDL*
Soit A e M,,(C).

Montrer que s’il existe L € M,,(C), matrice triangulaire inférieure a diagonale unité, et, D € M, (R), matrice diagonale
a coefficients diagonaux strictement positifs, telle que A = LDL* alors A est hermitienne définie positive.

Soit A € M,,(C) admettant une factorisation LDL* avec L € M,,(C), matrice triangulaire inférieure a diagonale unité, et,
D € M,,(R), matrice diagonale a coeffcients diagonaux strictement positifs.
La matrice A est alors hermitienne car

A* = (LDL*)* = (L*)*D*L* = LDL*.

De plus Yz € C"\{0} on a
(Az,z) = (LDL*z,z) = (DL*z,L*z)

On pose y = L*z # 0 car  # 0 et L* inversible. On obtient alors

(Az,z) = (Dy,y) = Z D, ilyil* >0

i=1

car D diagonale, D, ; > 0, Vi € [1,n] et y # 0.
La matrice hermitienne A est donc bien définie positive.

Montrer que si A est hermitienne définie positive alors il existe L € M,,(C), matrice triangulaire inférieure a diagonale
unité, et, D € M, (R), matrice diagonale a coefficients diagonauz strictement positifs, telle que A = LDL*.

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive.

D’apreés le Corollaire de [2], la matrice A admet une unique factorisation LU.

D’aprés le Théoréme m la matrice hermitienne A peut alors s’écrire sous la forme A = LDL* ou D est diagonale a
coeflicients réels et L triangulaire inférieure a diagonale unité.

Il reste a démontrer que D, ; > 0, Vi € [1,n].

Comme A est définie positive, on a Y& € C"\{0}, (Az,z) > 0. Or on a

(Az,z) = (LDL*z,z) = (DL*z, L*z)

On note {e1,- - ,e,}, la base canonique de C™ et on rappelle que Vi € [1,n], (De;,e;» = D, ;. Soit i € [1,n]. En choisissant
x = (L*)"e; # 0, on obtient alors
<DL*$, L*x> = <Dei,ei> = Di,i > 0.
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Q.3

Exercice 7 : factorisation de Cholesky
Soit A e M,,(C).

Montrer que si A admet une factorisation factorisation réguliere de Cholesky alors A est hermitienne définie positive.

Soit A € M,,(C) admettant une factorisation réguliére de Cholesky A = BB* avec B est une matrice triangulaire inférieure
inversible.

La matrice A est hermitienne car
A* = (BB*)* = (B*)*B* = BB* = A.

Soit & € C™\{0}, on a
(Az,z) = (BB*z,z) = (B*z,B*z) = |B*z|” > 0

car B*z # 0 (B* inversible et  # 0). Donc la matrice A est bien hermitienne définie positive.

Montrer que si A est hermitienne définie positive alors elle admet une factorisation factorisation réguliére de Cholesky.

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive.
D’aprés le Corollaire il existe alors une matrice L € M,,(C) triangulaire inférieure a diagonale unité et une matrice
D € M, (R) diagonale & coefficient strictement positifs telles que

A = LDL*.
On note H € M,,(R) une matrice diagonale inversible vérifiant H> = D (i.e. H;; = £+/D;; # 0, Vi € [1,n]). On a alors
A = LHHL* = (LH)(LH)*

En posant B = LH, la matrice B est bien triangulaire inférieure inversible car produit d’une matrice triangulaire inférieure
inversible par une matrice diagonale inversible et on a A = BB*.

On suppose que A est hermitienne définie positive.
a. Montrer que A admet une factorisation positive de Cholesky.

b. Montrer que cette factorisation est unique.

a. En choisissant, dans la question précédente,
Vi e [[l,nﬂ, Hi,i = W/Di,i > 07
la matrice B = LH triangulaire inférieure a alors pour éléments diagonaux

Vi e [[l,nﬂ, Biﬂ' = Hiﬂ' > 0.

b. Montrons qu’une factorisation positive de Cholesky est unique.
Soient B; et By deux factorisations positives de la matrice A, on a donc

A = B;Bf = ByB3.
En multipliant & gauche par B3! et a droite par (B’l“)_1 cette équation on obtient
B;'Bi = B3(B})" = B}(Bi')" = (Bi'Bo)"
En notant G £ B;'B, on tire de I'équation précédente
G=(GH)". (R7.4)
Or, on a

e Proposition 2:35} I'inverse d’une matrice triangulaire inférieure a coefficients diagonaux réels strictement posi-
tifs est aussi une matrice triangulaire inférieure & coeflicients diagonaux réels strictement positifs.

e Proposition 2:34 le produit de matrices triangulaires inférieures a coefficients diagonaux réels strictement
positifs reste triangulaire inférieure a coefficients diagonaux réels strictement positifs.
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On en déduit que les matrices G = B3'B; et G™* = B;'B; sont triangulaires inférieures a coefficients diagonaux réels
strictement positifs.

De plus équation (R7.4) identifie la matrice triangulaire inférieure G a la matrice triangulaire supérieure (G™1)* :
ce sont donc des matrices diagonales a coefficients diagonaux réels strictement positifs et on en déduit

(6*)" =G

et 1
. -1 _

Vie[1,n], (G )M = 6. > 0.
De I'équation (R7.4]), on obtient alors G = G et donc
1
Vie[1,n],Gii = — > 0.
ie[1,n],G;, 5. >

On en déduit alors que G = | et donc
B5'B; = |

c’est a dire B3! est I'inverse de By qui est unique, donc By = Bs.

Exercice 8 : Propriété de la matrice élémentaire de Householder

Soit u € C” tel que |Ju|, = 1. On note H € M,,(C) la matrice définie par

.1

H=1—-2uu®*.
a. Montrer que H est hermitienne.
b. Montrer que H est unitaire.
a. Cette matrice est hermitienne car
H* = (I — 2uu®)™ = | — 2(uu®)* = | — 2uu™ = H.

b. La matrice H est unitaire si H*H = 1. On a

H*H = HH = (I — 2uu™)(l — 2uu™)
= | — duu™ + duu*uu®.

Or, par hypothése, on a u*u = [fuf, = 1 et donc
H*H = | — duu™ + du(u*u)u™ = 1.

Soit x € IK™. On note x| = proj,, () Y u,rHu etz =x — z.

Q. 2

Montrer que
H(:IIL +$||) =T —I).

et
Hr =z, si {x,u)=0.

.2

On note que par construction (u,z ) = 0. En effet, on a

w,z1) = {u,xz —x))
= (u,z)y — (u,z)))
= <u7$> - <u7 <u,.'):>u>
= (u,x) — (u,z) {u,u)

=0 car (w,u) = [ul) =1.

11



On a alors

Hu)(x, +2)) = (I - 2uu™) (L +2)) =21 +2) —2u u’ 'z, —2uu™z)
——
=0
=z, +z— 2wt ((u,z)u) =z, +z — 2, z)u uu
-1
=T +2I) —2$H

:.'L'J_—.’L'H.

Si(x,uy=0alorsz =0etx =2x,.

Exercice 9

Soient a et b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C™ avec ||b||, = 1. On va chercher a € C et u € C", |ul, = 1,
vérifiant

H(u)a = ab. (9.1)
Q.1
Montrer que si a et u vérifient (9.1) alors
a. on a
laf = |al, (9.2)
b. on a
a—2{u,a)u = ab (9.3)

c. on en déduit que

{a,ay — ala,b)

(e = EY (94)
R. 1
Par la suite, on pose H = H(u) pour alléger les notations.
a. On a
la|2 = (a,a) = (H*Ha,a) car H unitaire
= (Ha,Ha) par définition du produit scalaire
2 2 2
= |Hal; = [abl; = |of* |b]; = |of*.
b. Pour établir (9.3]), on écrit
Hu)a = ab < (I — 2uu*)a = ab
<« a—2u(u*a) = ab
— a—2{u,a)u = ab
c. En effectuant le produit scalaire (& gauche) avec a de (9.3]), on obtient
<a'7 a’> -2 <’U,, a‘> <a'7 ’U,> =a <a’7 b>
ce qui prouve ((9.4).
Nous allons maintenant établir une condition pour que (9.4) ait un sens.
Q. 2
On suppose que arg o = — arg(<a, b)) [7]
a. Montrer que a{a,b) € R.
b. Montrer que {a,a) — a{a,by € R**.
R. 2
a. On a par définition de Pargument o = |ale’®&® et (a,b) = |{a,b)|e**&(ab) ce qui donne
ala,b)y = |a| (a, by |e'(araatars(Caby) (R9.5)
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et donc «{a,b) est réel si arga + arg({a, b)) =0 [r].
b. On vient de demontrer que a{a,b) € R et donc {a,a)— a{a,b) € R. Il reste donc & montrer que {(a,a)—a{a,b) > 0.

o Siarga = —arg({a,b)) + m [2n], alors de (R9.5) on obtient a{a,b) < 0 et donc (a,a) —a{a,b) > |all, > 0 car
a #0.

e Siarga = —arg({a,b)) [27], alors de (R9.5|) on obtient «{a,b) > 0.
Comme les vecteurs a et b ne sont pas colinéaires, on a inégalité stricte dans Cauchy-Schwarz :

[<a,b)| < |all; [b], = [al, -

On obtient donc
2
0 < ada,b) <laf[<a,b)| < |a|a], = [als

Attention, dans ce cas {a,a) — a{a,b) peut-étre trés petit.

Q.3
Soient o et w vérifiant (9.1). En déduire que si arga = —arg({a, b)) [7] alors w est donné par

1

u = m(a —ab). (9.5)

et [ul, = 1.

R. 3
On peut noter que (u,a) # 0 car sinon, d’aprés (9.3]), @ = ab or par hypothése a et b sont non colinéaires. On obtient

alors immeédiatement (9.5 & partir de (9.3
Veérifions que |u|, = 1. On a

Jul? = Cuyu) = m (a—ab,a — ab)
En utilisant , on obtient
4 (u,a)|* = 2({a,a) — a{a,b))
= 2 af; — 20 (a,b)
De plus, on a

{a —ab,a — ab) = (a,a) — a(b,a) — ala,b) + |a|>(b,b) = ||a| — @b,a) — ala,b) + |af?
= 2|a|; —a,a)—alab)
= 2|al> — 2a{a,b) car ala,b) = (ala,by) = alb,a)e R

On en déduit donc que |uf, = 1.

Exercice 10
Soient @ et b deux vecteurs de C™ avec [b], = 1.

Q.1
Soit o € C tel que |a| = |a|, et arg(a) = —arg({a, b)) + o7 avec 6 € [0,1].
a. On suppose que a = \b, A € C*, (i.e. a et b colinéaires). Exprimer a — ab en fonction de X\ et b.

b. Que peut-on dire si a est nul?

a. On a
laly = [A][IB]y = [A|

et
(b,a) = (b, \b) = \(b,b) = \.

On rappelle que <b,a) = {(a,b) et, Vz € C, arg(z) = —arg(z). On a alors
—arg({a, b)) + o7

= arg((b,a)) + om
= arg(\) + om.

arg(a)
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.2

On a alors

e avec § =0,
o = |a|ezarg(a) _ ‘)\|ezarg()\) =\

ce qui donne

a—ab=0,
e avec § =1,
o = ‘a|ezarg(a) _ |)\|ez(arg()\)+7r) - )\
a—ab=2\b.

b. Siaest nul,onaa=0eta—ab=0.

Ecrire la fonction algorithmique Householder de paramétres a, b et 6 € [0, 1] retournant une matrice S € M,,(C) unitaire
et a € C telles que

o sia—<{b,a)b=0 (i.e. @ nul ou colinéaire G b) alors S est la matrice identitée et « = 0,

e sinon « est le nombre complexe défini en Q. 1 (dépendant de &) et S est la matrice élémentaire de Householder
S_H ( a—ab >
la — abl,

Des fonctions comme dot(a,b) (produit scalaire de deuz vecteurs), norm(a) (norme 2 d’un vecteur), arg(z) (argument d’un
nombre complexe), eye(n) (matrice identitée de M,,(C)), matprod(A,B) (produit de deux matrices), ctranspose(A) (adjoint
d’une matrice), ... pourront étre utilisées

telle que Sa = ab.

Algorithme 2 fonction [S, «] < Householder(a, b, §).

Retourne une matrice S € M,,(C) unitaire et o € C telles que
e sia—(b,a)b =0 (i.e. a nul ou colinéaire a b) alors S est la matrice identitée et o = 0,
e sinon « est le nombre complexe défini par
ol = al, et arg(a) = —arg((a, b)) + o,
et, S est la matrice élémentaire de Householder
a—ab
la — abl,

telle que Sa = ab.

Données : a,b : deux vecteurs de C™ non nuls et non colinéaires.
1) 0 ou 1, permet de déterminer .
Résultat : S : matrice de Householder ou indentité dans M,,(C),
a nombre complexe , de module |a|, et d’argument — arg(<a,b)) + o7.

1. Fonction [S, o] < Householder( a,b,d )

2:  ba < dot(b,a) = dot(b,a) : b*a
3:  Sinorm(a —ba=xb) < le — 15 alors

4 S —eye(n), a0

5. Sinon

6 a < norm(a) * exp(i = (0 = m + arg(ba)))

7 U—a—axb

3 U < u/norm(u)

9: S « eye(n) — 2 * matprod(u, ctranspose(u) )
10:  Fin Si

11: Fin Fonction
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Q.3
Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On pourra utiliser la fonction vecrand(n) retournant un
vecteur aléatoire de C™, les parties réelles et imaginaires de chacune de ses composantes étant dans |0, 1[ (loi uniforme).

n < 100

a < vecrand(n)

b — vecrand(n)

b — b/norm(b, 2)

[H, o] < Householder(a, b, 0)
error < norm(H xa — a b, 2)

Q. 4
Proposer un programme permettant de vérifier que § = 1 est le "meilleur” choix.

R. 4
Ici, Vobjectif est d’illustrer le fait qu’avec a presque colinéaire a b, on a (voir Q. 1)

e sid=1,alorsa—ab~ 2{,a)b
e si 0 =0, alors @ — ab ~ 0 et ceci est source d’ennuis numériques (précision machine) lors du calcul du vecteur

a— ab
la — ab\|2'

: n <« 100

: b <« vecrand(n)

: b «— b/norm(b, 2)

a — a + tol * vecrand(n)

: [H1, 1] < Householder(a, b, 1)

[Ho, ag] < Householder(a, b, 0)

error0) « norm(Hp *a — ag # b,2)/(1 + abs(a))
errorl « norm(H; *a — ay #b,2)/(1 + abs(ay))

R B A o

Dans la figure qui suit, on représente en échelle logarithmique, et, en fonction de 'ordre des matrices, ’erreur obtenue
avec 0 = 1, 6 = 0 et tol = le — 12 lors de 'utilisation de la fonction Householder avec un vecteur a presque colinéaire a b.
En Figure [2] la représentation est faite avec tol = le — 6.

104

T
108 £ 3

N ., * \ NN
108k N\’ W ‘A"l_

“0710_ =

‘ Ha — u])‘ g/(l + ‘(}.D

“0714 L =

“0716, R

10718 :
102 10° 10*
n

Figure 1: Choix de « dans Householder : erreur relative en norme Ly avec tol = le — 12
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Exercice 11
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J
107 ‘
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n
Figure 2: Choix de o dans Householder : erreur relative en norme Ly avec tol = le — 6

Soit @ € C™ non nul et non colinéaire & ey, premier vecteur de la base canonique de C™.

Montrer qu’il existe u € C"

H(u)a = — [af, e & “Ve,. (11.1)
Correction Avec b = ey, on est sous les conditions du théoréme On défini alors « € C tel que
la| = |a|, et arga = —arg{a,b)+ dm, avec d € [0,1].
On a donc
arga = —arg(ay) + om = arg(ay) + om.
le choix § = 1 étant numériquement préférable (voir Exercice ...) Le théoréme permet alors d’affirmer que
—ab
i )a=ab
la — abl,
Or,on a
a—ab = a-—|afer™8( e
= a-— HaHQ ez(arg(a1)+67r)el
Avec le choix § = 1, on obtient
a—ab=a-+|a|,e™e@e,.
On obtient alors
a+|af,esl@e
la|y e L la=_ lal, etaralan)g,
o + laf, e 2&(+ey ],
S

Soit n = 2.

Exercice 12
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(Pn)

Soit A, € M, (C) une matrice. Il existe une matrice unitaire U, € M, (C) et une matrice triangulaire supérieure
R, € M,,(C) telles que
U,A, =R,,. (12.1)

Q.1
Démontrer par récurrence que ¥n € N, n = 2, (P,,) est vraie.

e Initialisation : on va montrer que (Ps) est vraie
Soit A e My(C). On note a = A. ; (premiére colonne de A) et b = (1,0)°".

— Sia # 0 et si a non colinéaire a b, on est sous les conditions du théoréme On défini alors a € C |af = [a],
et arga = —arg{a,by + o7 (choix § = 1 préférable) Dans ce cas on a

" <a—ab> 0 — ob.
Ha, - ab”g

On pose U =H (ﬁ) qui est une matrice unitaire.
2
— Sia =0 ousia est colinéaire a b, alors as = Ay 1 = 0 et on pose U = I, qui est unitaire, et a« = +a1(= +A; 7).

Dans les 2 cas, on obtient

UA=U( A1 |A2)=(UA ;1 |UA, )= (ab|UA, )= ( ‘8‘

UA. 5 ) ~R

ou R est triangulaire supérieure et la matrice U est soit I'indentité, soit une matrice élémentaire de Housholder.

e Hérédité : soit n = 2, on suppose que (P,_1) est vérifiée, on va alors montrer que (P,,) est vraie.
Soit A € M, (C). On note @ = A.; € C" (premiére colonne de A) et b = eq, premier vecteur de la base canonique
(VZ € [1,71], bz = 5112').

— Sia # 0 et si @ non colinéaire & b, on est sous les conditions du théoréme On défini alors a € C || = |a],
et argow = —arg{a,by + dm (choix § = 1 préférable) Dans ce cas on a

On pose H=H <ﬁ) qui est une matrice unitaire.
2

— Sia = 0 ou si a est colinéaire a b, alors Vi € [2,n], @i = A;; = 0. On pose H = |, qui est unitaire, et
o = ial(z iAl,l)-

Dans les 2 cas, on obtient

HA = H( A1 |Az2|...|A.)=(HAL1|HA,|...|HA, )
= (el |HAL | ... [HA, )

On en déduit que HA s’écrit aussi sous la forme

HA =
. An—l
0
ou A,_1 € M, _1(C). On peut donc appliquer & A,,_; 'hypothése de récurrence: 3U,,_; € M,,_1(C) unitaire et
IR, —1 € M,,_1(C) triangulaire supérieure telles que

Un—lAn—l = R'n—1~

On défini alors
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On a
1 \ 0 0 1 \ 0 0 1 \ 0 0
. 0 0 0
Uu* = | : :
. Un 1 : :,_1 Un—lufz,—l
0 0 0
Comme U,, 1 est unitaire, on en déduit que U est aussi unitaire. On a alors
1 ‘ 0 0 o ‘ ° ° o ‘ ° °
0 0 0
U(HA) = : : = :
( ) . Un—1 . An_1 . Upn—1An—1
0 0 0
« ‘ ° °
(.) def
= R 1 = R" € MW(C)
. n—
0
Comme R,,_; est triangulaire supérieure, on en déduit que R,, est aussi triangulaire supérieure. On pose U,, = UH.
Cette matrice est unitaire, car produit de deux matrices unitaires, et on a
U,A=R,.
La proposition (P,) est donc vérifiée.
e Conclusion : on vient de démontrer par récurrence que, ¥Yn € N, n > 2, (P,,) est vraie.

.2
Soit A e M, (C). Montrer qu’il existe une matrice unitaire Q € M,,(C) et une matrice triangulaire supérieure R € M,,(C)

telles que
A = QR.
R. 2
D’aprés la proposition (P,,), Il existe une matrice unitaire U € M,,(C) et une matrice triangulaire supérieure R € M,,(C)
telles que
UA =R.
Comme U est unitaire, on a U* = U™t et donc
A= U*R.
En posant Q = U*, qui est unitaire, on obtient le résultat demandé.
(Qn)
Soit A, € M, (R) une matrice. Il existe une matrice orthogonale U,, € M, (R) et une matrice triangulaire supérieure
R, € M, (R) telles que
U,A, =R,. (12.2)
Q.3
La proposition (Qy,) est-elle vérifiée pour tout n = 2?7 Justifier.
R. 3

La proposition (Q,,) est toujours vérifice. En effet, en reprenant la démonstration par récurrence dans le cas complexe,
on peut noter que toutes les matrices sont réelles y compris les matrices de Householder utilisées car les coefficients «
sont nécessairement réels (arg a« = —arg{a,by + 0w = d7), et Les matrices unitaires réelles sont orthogonales.

Q. 4
Soit A e M, (R).

a. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale Q € M,,(R) et une matrice triangulaire supérieure R € M,,(R) telles
que
A=QR.

b. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale Q € M, (R) et une matrice triangulaire supérieure R € M, (R) a
coefficient diagonauz positifs ou nuls telles que

A = QR.

c. On suppose A inversible. Montrer qu’il existe une unique matrice orthogonale Q € M,,(R) et une unique matrice
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triangulaire supérieure R € M, (R) & coefficient diagonauzx strictement positifs telles que

A = QR.

. D’aprés la proposition (Q,,), Il existe une matrice orthogonale U € M, (RR) et une matrice triangulaire supérieure
R e M, (R) telles que
UA =R.

Comme U est orthogonale, on a U* = U™! et donc
A = U'R.
En posant Q = U*, qui est orthogonale, on obtient le résultat demandé.

. D’aprés la proposition (Q,,), Il existe une matrice orthogonale Ue M, (R) et une matrice triangulaire supérieure
R e M, (R) telles que
UA =R.
Soit S l'application telle que S(z) = —1, si z < 0 et S(x) = +1, si > 0. Soit D € M,,(R), la matrice diagonale
telle que Vi € [1,n], D;; = S(R;;). Cette matrice est orthogonale.
On a alors N N
DUA = DR.

On pose U = DU et R = DR. Comme le produit de deux matrices orthogonales est une matrice orthogonale, la
matrice U est orthogonale. La matrice R est triangulaire supérieure car le produit d’une matrice diagonale par une
matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire supérieure. De plus, pour tout i € [1,n], on a

R;: = D;iRii = S(Rii)Ri; = |Rii| = 0.
En posant Q = U*, on obtient le résultat souhaiteé.

. On vient de démontrer, en Q. [4][b], qu’il 1 existe une matrice orthogonale Q € M,,(R) et une matrice triangulaire
supérieure R € M,,(R) a coefficient diagonaux positifs ou nuls telles que A = QR.

Comme A inversible, on a
det(A) = det(Q) det(R) # 0.

On en déduit que det(R) # 0. De plus, R étant triangulaire supérieure, on obtient

det(R) = HRlﬂ #0 <= Vie [[1,nﬂ, Ri,i # 0.

i=1
et donc, tous les coefficient diagonaux de R sont strictement positifs.

Pour montrer I'unicité d’une telle factorisation, on note Q1, Q2, deux matrices orthogonales et Ry, Ry, deux matrices
triangulaires & coefficients diagonaux strictements positifs telles que

A = QiR = Q2Rs.

On a alors )
I = AA™ = QiR (Q2R2) " = Q1RIR;" Q5

et donc
Q'Qz =RiR}' = T.

Comme Q; est orthogonale on a T = Q%Q, et
T°T = (Q1Q2)"QEQs = Q5Q:1Q5Q2 = I.

La matrice T est donc orthogonal. De plus T = R;R3" est une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux
strictement positifs puisque produit de triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs. La
matrice | étant symétrique définie positive, d’aprés le Théoréme 3.15(factorisation positive de Cholesky) il existe
une unique matrice L triangulaire inférieure a coefficients diagonaux strictement positifs telle que LL* = I. Cette
matrice L est évidemment la matrice identité. On en déduit que T = L* = | et donc Q; = Qy et Ry = R,.

Exercice 13
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Soit A € M4, (C) la matrice bloc

On note v = V. ; € C" le premier vecteur colonne de V et on suppose que v est non nul et non colinéaire & e} (premier
vecteur de la base canonique de C™).

Q.1
Expliciter, en fonction de v, le vecteur w € C", |[u|, = 1, tel que
Hu)v = ae?, avec H(u) £ | — 2uu®.
R. 1
On a N
v — ae n
u=——"_ avec a = [v], e T AEwLED) 5 e (0,1},
lv — ey
Comme (v,e}) = 77 et arg(z) = —arg(z), on obtient

o= ”'UHQ 6z(arg(v1)+57r)

ce qui donne avec le choix § = 1

a=— ||, e ),

Q. 2

z
Soient £ € C™ ety € C". On pose w = (T) e C™*". Déterminer H(w) en fonction de H(z) et de H(y).

R. 2

On a
Hw) = Ly, — 2ww®
I O, T
SR (N <22 Y ( ¥ * )
( On,m In ) ( Yy > |y
B Im | Omn 5 zz* | zy*
-\ Oum | )T\ oyt |yt
B H(z) | —2zy*
-\ -2 | H(y)
Q.3
0.,
On pose w = u e ¢mtn,
a. Déterminer H(w)A en fonction de H(u).
b. Que peut-on dire de particulier sur le bloc (2,2) de H(w)A?
R. 3

a. De la question précédente, on déduit

On obtient alors

Es
S
>
I
7N
L
3|3
IO
QE
~_—
VR
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b. le bloc (2,2) de H(w)A correspond a la matrice H(u)V € M,,(C) dont la premiére colonne vaut ael. On a alors

le% @ e °

0 @ - e °
HuV = |

(-) @ e °

Exercice 14

Soit A e My (C).

Q.1

Expliquer comment construire une matrice H € M,,(C) unitaire, produit d’auw plus n — 1 matrices élémentaires de House-
holder, et, R € M,,(C), triangulaire supérieure telles HA = R.

Remarque. Soient A € M, (C) et j € Mi(n). On dit que la colonne j de A est colonne supérieure si, Vi €
[j+1,n], Ai,j =0, c’est a dire
A:,j = Vect (eq,...,e;).

En notant Al%) = A, I'idée générale est la suivante:
Pour j allant successivement de 1 & n — 1, on va déterminer HU! e M,,(C) unitaire, pour que la colonne j de Al
HUIAL =1 s0it colonne supérieure sans modifier les colonnes 1 & j de A—11,

j] &

Etape 1: il faut déterminer H' e M, (C) unitaire, pour que la colonne 1 de AT £ HIAL 5ot colonne supérieure .

o Si A[Ol] est nulle ou colinéaire a e; alors on prend H! = 1, qui est unitaire.

e Sinon, A[Ol] est non nulle et non colinéaire & e; : on est sous les hypothése du Corollaire de [2] aveca = A[Ol]
On en déduit alors qu’avec le vecteur u; € C" donné par

a— |af, e e,

U1 =
" Ja—Talyere@e],
on a
H(u)a = — laf, e 5@ e,
En posant Hy = H(uy) et ay = —||a/|, €*®#(@1) | on obtient
%} @ oo e °
0 P °
AL & al0l :
0 @ -t )

Etape 2: il faut déterminer H2! e M., (C) unitaire, pour que la colonne 2 de A2l = HE2IAT 50t colonne supérieure sans
modifier la colonne 1 de AlY. Pour cela on va utiliser le Lemme de [2] en posant

1 n—1
1/ U| F
A[l] Tl ( E v )a avec U=a, E= Onfl,lv F= Agl,]2n7 V= Aglﬂzn

e SiV.; € C"1 est nulle ou colindaire & e{‘_l, premier vecteur de la base canonique de C"~!, alors on pose
H[2l = 1,, qui est unitaire.

e Sinon, V.3 € C"!, est non nulle et non colinéaire a e?_l, et le Lemme peut s’appliquer. On en déduit alors
quavec le vecteur us € C*~1 donné par

n—1
Vl,: — Q2€

Uy = o — avec ag = — ||V |, €’ arg(Vi,1)
i V1, — azel™!| 2 V1.,
on a H(up)Vy. = aze? ! et donc
(%) @ - °
0 | @ccvvnn. °
0 | el .

21



De plus, en posant

0 1 | () P 0
(2] o
wo = Uy eC et H = H(’wg) = H(UQ) € ./\/ln(C)
0

on a

Etape j: il faut déterminer HUI e M., (C) unitaire, pour que la colonne j de ALl & HITTAL =11 soit colonne supérieure

tout en ayant les (j — 1) premiéres colonnes identiques a celles A1,
Pour cela on utilise le Lemme de [2] en posant, p=j—1,g=n—pet

(o751 ... °

P q . . :
- p U F 0 . 1 i1
AL~ =q<T’T>, avec U= .0 |, BE=0qp, F =AY V=AL
. . .. )
0 ...... O "O‘j—l

e SiV.; € €Y, est nulle ou colinéaire a e, premier vecteur de la base canonique de C?, alors on prend HUI =1,
qui est unitaire.

e Sinon, V. € C%, est non nulle et non colinéaire a e, et le Lemme peut s’appliquer. On en déduit alors qu’avec
le vecteur u; € C? donné par

pd
V17; - e

U; = ————— avec oj = — HVL:” erarg(Vi)
T Vi — agef] / 2
on a H(u;)V;, = ajei et donc
Oz] | @ oo °
O @t oo )
0 @ o °
De plus, en posant
0,
; | 0]
= | — n 4] _ _ j4 D,q
= [ |20 o b =) = (g2l ) €M ©
Uj
on a alors
U | F
. P U | =
AUD & JUlAl-1 ( > _
H(u;)E | H(u;)V O,p | H(u,)V

En récrivant la matrice AUl sous forme de 2 x 2 blocs de dimensions j et n — j, on obtient
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o .: ....... . @ « t e e Y
0 : .
o i J
) °
) Ocvvvnnss 0 Qi | @ coveeennnnn °
L] — J
AY Ocvvvvnnnnnnnns 0 | @covvvnnn... .
n—j
[0 P, 0 @ e o)

Etape n — 1: faire 'Etape j avec j = n — 1.

Au final, on a donc
H=1 L HEIA =R

ol R est triangulaire supérieure, et, les matrices HU!, j € [1,n — 1] sont, soit la matrice identité, soit une matrice
¢lémentaire de Householder: elles sont donc unitaires.

On note H = HI*=11 _ HIY cette matrice est donc le produit d’au plus (n — 1) matrices élémentaires de Householder.
Comme le produit de matrices unitaires reste une matrice unitaire, on a H unitaire et

A = H*R.
On pose Q = H*. La matrice Q est alors unitaire et on a
Q= (HI* .. (HI-1*,
Les matrices élémentaires de Householer étant hermitiennes, on obtient
Q=Hi Rt

et donc Q est aussi le produit d’au plus (n — 1) matrices élémentaires de Householder.

Q.2

Ecrire une fonction FactQR permettant de calculer la factorisation QR d’une matrice A € M,,(C).
On pourra utiliser la fonction Householder Ezercice 77.

Algorithme 3 | Ry Algorithme 3 | R,
L lCalculer Q et R]—' 1. Calculer HII & HIn—1]
’ 2: H «— H[”_l] X oo X H[l]
33 R—H=xA
40 Q « H* ou HIY x ... x HI»—1
Algorithme 3 | R, Algorithme 3 | R,
.. (calculer HIY & HIn-1 Q|
20 H— HI=1 % ... » HIL 2 Al0) — A
33 R—H=A 3: Pour j < 1 an—1 faire
4 Q — H* ou HI x ... x HIn—1] —~—4 4:  Calculer HUI & partir de A=
: 5. AUl — R & AlT-1]
6: Q< QuxHLI
7: Fin Pour
8: R« Aln—1l

Etape j: On suppose les j — 1 premiéres colonnes de AU~ sous forme triangulaire supérieure.
On pose p=j — 1, ¢ = n — p et on décompose la matrice A= e M, (C) en 2 x 2 blocs:

p q

. UlF
-1 _ P
AP = < E[V >q
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avec, par hypothése, U triangulaire supérieure et E matrice nulle.

Pour calculer HU=1 € M,,(C) a partir de AU~ e M,,(C), on défini le vecteur v = V. ; € C? comme étant le premier
vecteur colonne de V. On note e; € C4, le premier vecteur de la base canonique de C9.

e Siv—{e;,v)e; =0, i.e. v est nul ou colinéaire a ey, alors HY=1 = 1,,. On a alors
Al — HlIal—1] — Ali—1]
et les j premiéres colonnes de Al/l sont alors sous forme triangulaire supérieure.
e Sinon, en utilisant le Lemme de [2], on défini le vecteur u € C? par

v — e varg(vy)

u avec a = — |[v[, e

o —ael
et, la matrice élémentaire de Householder H(u) vérifie alors

H(u)v = aje;.
En posant

0 .
w= (Tp) eC" et HU = H(w) e M,(C),

ou la matrice élémentaire de Householder H(w) est donnée par

I o)
H(w) £ 1, — 2ww* = ( O:p —quf) )

On a alors

. R u F
AUl = HUIAD-1T = I —
O4p | Hu)V

et les j premiéres colonnes de AL/l sont alors sous forme triangulaire supérieure.

Pour déterminer la matrice HUI € M,,(C), il suffit donc de connaitre v € €2, On va donc utiliser une fonction réalisant
cette opération dans l'algorithme de factorisation QR

Algorithme 3 | R, Algorithme 3 | R3
1: Q<1 1: Q|
2: AlOT — A 2. AlOT — A

3: Pour j < 1 an—1 faire

w

: Pour j «— 1 an—1 faire

[i-1]

[Calculer HUT 3 partir de Ali-1]
4: 0] 0l 1] N 4 v — Aj:n,j
A e 5. [HU] a] < MatHouseholder4QRstep (v, n)
6: Q «— Q * H[J]
7: Fin Pour o AU HU 5 Al—1]
8: R «— A[nfl] o)
7: Q «— QxHU
8: Fin Pour
9: R « Aln—1]

La fonction MatHouseholder4QRstep étant donnée par:
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Algorithme 4 fonction [S, a] < MatHouseholder4QRstep(v, n).

A partir d’un vecteur v € C%, g € |2, n], retourne une matrice S € M,,(C) unitaire et « € C telles que
e siv—(ej,vye; =0 (i.e. v nul ou colinéaire a e;) alors S est la matrice identitée et o = 0,

e sinon, en définissant u € C? par
v—aa varg(vi)

u avec a = — |[vf|y e

v —ae

on prend S comme étant la matrice élémentaire de Householder:

0
S = H(w) avecw—( J)E(D“.

Données : v vecteur de C?, g € [2,n],

n dimension de

Résultat : S : matrice de Householder ou identité dans M,,(C),
o

nombre complexe.

1: Fonction [S, a] < MatHouseholder4QRstep( v,n )
22 e<—0g4 €e(1) <1

3:  [H,a] < Householder(v,e, 1)

4: S «—eye(n)

5. Sia # 0 alors

6 p—n-—q

7 I—p+1:n

8 S(I,I)—H

9:  Fin Si

10: Fin Fonction

Bien évidemment, on peut simplifier /améliorer 1’écriture de I’Algorithme 3 en ne stockant pas les suites de matrices:

Algorithme 3 W Algorithme 3 W
1: Q1 1: Q1
2: A0l A 2: R A
3: Pour j < 1 an—1 faire 3: Pour j «— 1 an—1 faire
4: vV — AEJ,;;] 4: UV — Rj:n,j
5: [H[j], a] < MatHouseholder4QRstep(v, n) 5: [H, a] < MatHouseholderdQRstep(v, )
6. AUl Rl 4 Ali-1] 6: Sia#0 alors > Sinon H = 1!
7. Q< QxHUI 7: R<—H=R
8: Fin Pour 8  Fin Si
9: R« Aln=1] 99 Q<Q=H
10: Fin Pour
Voici (enfin) Pagorithme final:
Algorithme 3 Fonction FactQR
Données : A : matrice de M, (C).
Résultat : Q : matrice unitaire de M,,(C).
R : matrice triangulaire supérieure de M., (C).
1: Fonction [Q,R] < FactQR( A )
2 Q<1
3 R—A
4. Pour j < 1an—1 faire
5: v—R(j:n,j)
6 [H, o] « MatHouseholder4QRstep(v,n)
7 Si a # 0 alors > Sinon H = 1!
8 R—H=R
9: Fin Si
10: Q<—0Q=H

11: Fin Pour
12: Fin Fonction
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Q.3

Ecrire un programme permettant de tester cette fonction. On dispose des fonctions:

e MatRand(m,n) retournant une matrice aléatoire de My, (C) chacune des parties imaginaires et réelles de ses
éléments étant une variable aléatoire suivant la loi uniforme [0, 1].

e NormlInf(A) retournant la norme infinie d’une matrice carrée A.

1: A < MatRand(50, 50)
2: [Q,R] < FactQR(A)
3: err < NormInf(A — Q # R) = doit étre trés petit!
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