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Méthodes directes
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Exercice 1 : Résolution système triangulaire supérieur

Soient A P MnpCq une matrice triangulaire inversible et bbb P Cn.

Q. 1
Expliquer comment calculer xxx P Cn, solution de Axxx “ bbb et expliciter les formules permettant de calculer l’ensemble
des composantes de xxx.

R. 1
On veut résoudre le système linéaire

Axxx “ bbb ðñ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

A1,1 . . . . . . A1,n

0
. . .

...
...

. . . . . .
...

0 . . . 0 An,n

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˝

x1

...

...
xn

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

b1
...
...
bn

˛

‹

‹

‹

‹

‚

On remarque que l’on peut calculer successivement xn, xn´1, . . . , x1, car il est possible de calculer xi si on connait
xi`1, . . . , xn : c’est la méthode de remontée. En effet, on a

@i P v1, nw, pAxxxqi “ bi,

et donc, par définition d’un produit matrice-vecteur,

@i P v1, nw,
n

ÿ

j“1

Ai,jxj “ bi.

Comme A est une matrice triangulaire supérieure, on a (voir Définition 2.33 dans [1])

@pi, jq P v1, nw2, i ą j, Ai,j “ 0.

On obtient alors

@i P v1, nw, bi “

i´1
ÿ

j“1

Ai,j
loomoon

“0

xj ` Ai,ixi `

n
ÿ

j“i`1

Ai,jxj

“ Ai,ixi `

n
ÿ

j“i`1

Ai,jxj . (R1.1)

Q. 2
Ecrire la fonction ResTriSup permettant de résoudre le système triangulaire supérieur Axxx “ bbb.
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R. 2

Algorithme 1 R0

1:

Résoudre Axxx “ bbb en calculant
successivement xn, xn´1, . . . , x1.

Algorithme 1 R1

1: Pour i Ð n à 1 faire(pas de ´1)

2:
calculer xi connaissant xi`1, . . . , xn

à l’aide de l’équation (R1.1)
3: Fin Pour

Algorithme 1 R1

1: Pour i Ð n à 1 faire(pas de ´1)

2:

Calculer xi connaissant xi`1, . . . , xn

à l’aide de l’équation (R1.1)

3: Fin Pour

Algorithme 1 R2

1: Pour i Ð n à 1 faire(pas de ´1)

2: S Ð

n
ÿ

j“i`1

Ai,jxj

3: xi Ð pbi ´ Sq{Ai,i

4: Fin Pour

Algorithme 1 R2

1: Pour i Ð n à 1 faire(pas de ´1)

2:

S Ð

n
ÿ

j“i`1

Ai,jxj

3: xi Ð pbi ´ Sq{Ai,i

4: Fin Pour

Algorithme 1 R3

1: Pour i Ð n à 1 faire(pas de ´1)

2: S Ð 0
3: Pour j Ð i ` 1 à n faire
4: S Ð S ` Api, jq ˚ xpjq

5: Fin Pour

6: xi Ð pbi ´ Sq{Ai,i

7: Fin Pour

On obtient alors l’algorithme final

Algorithme 1 Fonction ResTriSup permettant de résoudre le système linéaire triangulaire supérieur inversible
Axxx “ bbb.

Données : A : matrice triangulaire de MnpRq supérieure inversible.
bbb : vecteur de Rn.

Résultat : xxx : vecteur de Rn.

1: Fonction xxx Ð ResTriSup( A, bbb )
2: Pour i Ð n à 1 faire(pas de ´1)
3: S Ð 0
4: Pour j Ð i ` 1 à n faire
5: S Ð S ` Api, jq ˚ xpjq

6: Fin Pour
7: xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api, iq
8: Fin Pour
9: Fin Fonction

Exercice 2 : Matrice de permutation

Soit pi, jq P v1, nw2, i ‰ j, on note Pri,js
n P MnpRq la matrice identitée dont on a permuté les lignes i et j.

Q. 1
Représenter cette matrice et la définir proprement.

R. 1
On note, dans toute la correction, P “ Pri,js

n .
On peut définir cette matrice par ligne,

$

&

%

@r P v1, nwzti, ju, Pr,s “ δr,s, @s P v1, nw,
Pi,s “ δj,s, @s P v1, nw,
Pj,s “ δi,s, @s P v1, nw.
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ou par colonne
$

&

%

@s P v1, nwzti, ju, Pr,s “ δr,s, @r P v1, nw,
Pr,i “ δr,j , @r P v1, nw,
Pr,j “ δr,i, @r P v1, nw.

Ne pas utiliser les indices i et j qui sont déjà fixés dans la définition de la matrice P “ Pri,js
n .

On peut noter que la matrice P est symétrique. Pour la représentation, on suppose i ă j. On effectue une
représentation bloc 5 ˆ 5 avec des blocs diagonaux carrés sachant que tous les blocs non décrits sont nuls:

P “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

I

0 1

I

1 0

I

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

i ´ 1 j ´ i ´ 1 n ´ j
i j

i ´ 1

j ´ i ´ 1

n ´ j

i

j

Soit A P MnpCq.On note AAAr,: le r-ème vecteur ligne de A et AAA:,s le s-ème vecteur colonne de A.

Q. 2

a. Déterminer les lignes de la matrice D “ Pri,js
n A en fonction des vecteurs lignes de A.

b. Déterminer les colonnes de la matrice E “ APri,js
n en fonction des vecteurs colonnes de A.

R. 2
a. On note D “ PA. Par définition du produit matriciel on a

Dr,s “

n
ÿ

k“1

Pr,kAk,s.

On obtient, @s P v1, nw,
$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Dr,s “

n
ÿ

k“1

δr,kAk,s “ Ar,s, @r P v1, nwzti, ju,

Di,s “

n
ÿ

k“1

δj,kAk,s “ Aj,s,

Dj,s “

n
ÿ

k“1

δi,kAk,s “ Ai,s.

ce qui donne
$

&

%

DDDr,: “ AAAr,:, @r P v1, nwzti, ju,
DDDi,: “ AAAj,:,
DDDj,: “ AAAi,:.

Note: La notation DDDi,: correspond au vecteur ligne pDi,1, . . . , Di,nq et DDD:,j correspond au vecteur

colonne

¨

˚

˝

D1,j

...
Dn,j

˛

‹

‚

b. On note E “ AP. Par définition du produit matriciel et par symétrie de P on a

Er,s “

n
ÿ

k“1

Ar,kPk,s “

n
ÿ

k“1

Ar,kPs,k.

Ne pas utiliser les indices i et j qui sont déjà fixés dans la définition de la matrice P “ Pri,js
n .
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On obtient en raisonnant par colonne, @r P v1, nw,

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Er,s “

n
ÿ

k“1

Ar,kδs,k “ Ar,s, @s P v1, nwzti, ju,

Er,i “

n
ÿ

k“1

Ar,kδj,k “ Ar,j ,

Er,j “

n
ÿ

k“1

Ar,kδi,k “ Ar,i.

ce qui donne
$

&

%

EEE:,s “ AAA:,s, @s P v1, nwzti, ju,
EEE:,i “ AAA:,j ,
EEE:,j “ AAA:,i.

Q. 3

a. Calculer le déterminant de Pri,js
n .

b. Déterminer l’inverse de Pri,js
n .

R. 3
a. detpPq “ ´1, si i ‰ j et detpPq “ 1 sinon.

b. Immédiat par calcul direct on a PP “ I et donc la matrice P est inversible et P-1 “ P.

Exercice 3 : Matrice d’élimination

Soit vvv P Cn avec v1 ‰ 0. On note Ervvvs P MnpCq la matrice triangulaire inférieure à diagonale unité définie par

Ervvvs “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . . . . 0

´v2{v1 1 0 . . . 0
... 0

. . . . . .
...

...
...

. . . . . . 0

´vn{v1 0 . . . 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(3.1)

Q. 1
a. Calculer le déterminant de Ervvvs.

b. Déterminer l’inverse de Ervvvs.

R. 1
a. La matrice Ervvvs est triangulaire : son déterminant est donc le produit de ses éléments diagonaux (Proposi-

tion 2.35 de [1]) On a alors detpErvvvsq “ 1.

b. Pour calculer son inverse qui existe puisque detpErvvvsq ‰ 0, on écrit Ervvvs sous forme bloc :

Ervvvs “

¨

˚

˚

˝

1 0 . . . 0

eee In´1

˛

‹

‹

‚

avec eee “ p´v2{v1, . . . ,´vn{v1q
t

P Cn´1 On note X P MnpCq son inverse qui s’écrit avec la même structure
bloc

X “

¨

˚

˚

˝

a bbb˚

ccc D

˛

‹

‹

‚

avec a P C, bbb P Cn´1, ccc P Cn´1 et D P Mn´1pCq.
La matrice X est donc solution de ErvvvsX “ I. Grace à l’écriture bloc des matrices on en déduit rapidement la
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matrice X. En effet, en utilisant les produits blocs des matrices, on obtient

ErvvvsX “

¨

˚

˚

˝

1 000tn´1

eee In´1

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

a bbb˚

ccc D

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

1 ˆ a 1 ˆ bbb˚
` 000tn´1 ˆ D

eee ˆ a ` In´1 ˆ ccc eee ˆ bbb˚
` In´1 ˆ D

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

a bbb˚

aeee ` ccc eeebbb˚
` D

˛

‹

‹

‚

Comme X est l’inverse de Ervvvs, on a ErvvvsX “ I et donc en écriture bloc
¨

˚

˚

˝

a bbb˚

aeee ` ccc eeebbb˚
` D

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

1 000tn´1

000n´1 In´1

˛

‹

‹

‚

.

Ceci revient à résoudre les 4 équations

a “ 1, bbb˚
“ 000tn´1, aeee ` ccc “ 000n´1 et eeebbb˚

` D “ In´1

qui donnent immédiatement a “ 1, bbb “ 000n´1, ccc “ ´eee et D “ In´1. On obtient le résultat suivant
¨

˚

˚

˝

1 0 . . . 0

´eee In´1

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

1 0 . . . 0

eee In´1

˛

‹

‹

‚

“ In.

Soit A P MnpCq avec A1,1 ‰ 0. On note AAA:,j le j-ème vecteur colonne de A et AAAi,: son i-ème vecteur ligne. On pose
AAA1 “ AAA:,1.

Q. 2
a. Calculer Ã “ ErAAA1sA en fonction des vecteurs lignes de A.

b. Montrer que la première colonne de Ã est le vecteur pA1,1, 0, . . . , 0q
t i.e.

ErAAA1sAeee1 “ A1,1eee1 (3.2)

où eee1 est le premier vecteur de la base canonique de Cn.

R. 2
a. Pour simplifier les notations, on note E “ ErAAA1s. Par définition du produit de deux matrices on a

Ãi,j “

n
ÿ

k“1

Ei,kAk,j , @pi, jq P v1, nw2.

Quand i “ 1, on a par construction E1,k “ δ1,k et donc

Ã1,j “ A1,j , @j P v1, nw ðñ Ã̃ÃA1,: “ AAA1,:. (R3.2)

Pour i ě 2, on a Ei,1 “ ´ vi
v1

et Ei,k “ δi,k, @k P v2, nw. On obtient alors pour tout j P v1, nw

Ãi,j “ Ei,1A1,j `

n
ÿ

k“2

Ei,kAk,j “ ´
vi
v1

A1,j `

n
ÿ

k“2

δi,kAk,j “ ´
vi
v1

A1,j ` Ai,j

ce qui donne pour tout i P v2, nw

Ãi,j “ Ai,j ´
vi
v1

A1,j , @j P v1, nw ðñ Ã̃ÃAi,: “ ´
vi
v1

AAA1,: `AAAi,: (R3.3)

En conclusion, la matrice Ã s’écrit

Ã “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

AAA1,:

AAA2,: ´ pv2{v1qAAA1,:

...
AAAn,: ´ pvn{v1qAAA1,:

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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b. De (R3.2), on tire Ã1,1 “ A1,1. A partir de (R3.3) on obtient pour tout i P v2, nw, Ãi,1 “ Ai,1 ´ vi
v1
A1,1. Par

construction vj “ Aj,1 pour tout j P v1, nw, ce qui donne Ãi,1 “ 0.

La première colonne de Ã est p1, 0, . . . , 0q
t
.

Exercice 4 : Méthode de Gauss, écriture algébrique

Soit A P MnpCq inversible.

Q. 1
Montrer qu’il existe une matrice G P MnpCq telle que |detpGq| “ 1 et GAeee1 “ αeee1 avec α ‰ 0 et eee1 premier vecteur
de la base canonique de Cn.

R. 1
D’après le Lemme 2.2 de [2], si A1,1 ‰ 0, le résultat est immédiat.
Dans l’énoncé rien ne vient corroborer cette hypothèse. Toutefois, comme la matrice A est inversible, il existe au
moins un p P v1, nw tel que Ap,1 ‰ 0. On peut même choisir le premier indice p tel que |Ap,1| “ maxiPv1,nw |Ai,1| ą 0

(pivot de l’algorithme de Gauss-Jordan). On note P “ Pr1,ps
n la matrice de permutation des lignes 1 et p (voir

Lemme 2.1 de [2]).
|detP| “ 1 et P-1 “ P.

Par construction pPAq1,1 “ Ap,1 ‰ 0, et on peut alors appliquer le Lemme 2.2 de [2] à la matrice pPAq pour obtenir
l’existence d’une matrice E P MnpCq vérifiant detE “ 1 et telle que

EpPAqeee1 “ Ap,1eee1.

En posant G “ EP et α “ Ap,1, on obtient bien GAeee1 “ αeee1. De plus, on a

|detG| “ |detpEPq| “ |detE ˆ detP| “ 1.

Remarque. La matrice G étant inversible, on a

Axxx “ bbb ðñ GAxxx “ Gbbb

ce qui correspond à la première permutation/élimination de l’algorithme de Gauss-Jordan.

Q. 2
a. Montrer par récurrence sur l’ordre des matrices que pour toute matrice An P MnpCq inversible, il existe une

matrice Sn P MnpCq telle que |detSn| “ 1 et SnAn “ Un avec Un matrice triangulaire supérieure inversible.

b. Soit bbb P Cn. En supposant connue la décompostion précédente SnAn “ Un, expliquer comment résoudre le
système Anxxx “ bbb.

R. 2
a. On veut démontrer, par récurrence sur n ě 2, la propriété suivante

pPnq

@An P MnpCq inversible, DSn P MnpCq, |detSn| “ 1, tel que la matrice Un
def
“ SnA soit une triangulaire

supérieure inversible.

Initialisation : Pour n “ 2. Soit A2 P M2pCq inversible. En utilisant la question précédente il existe
G2 P M2pCq telle que |detG2| “ 1 et G2A2eee1 “ αeee1 avec α ‰ 0 et eee1 premier vecteur de la base
canonique de C2. On note U2 “ G2A2. Cette matrice s’écrit donc sous la forme

U2 “

ˆ

α ‚

0 ‚

˙

et elle est triangulaire supérieure. Les matrices G2 et A2 étant inversible, leur produit U2 l’est aussi. La
proposition pP2q est donc vérifiée avec S2 “ G2.

Hérédité : Soit n ě 3. On suppose que pPn´1q est vraie. Montrons que pPnq est vérifiée.
Soit An P MnpCq inversible. En utilisant la question précédente il existe Gn P MnpCq telle que
|detGn| “ 1 et GnAneee1 “ αneee1 avec αn ‰ 0 et eee1 premier vecteur de la base canonique de Cn. On
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note Vn “ GnAn. Cette matrice s’écrit donc sous la forme

Vn “

¨

˚

˚

˚

˝

αn ‚ . . . ‚

0 ‚ . . . ‚

...
...

...
0 ‚ . . . ‚

˛

‹

‹

‹

‚

def
“

¨

˚

˚

˚

˝

αn ccc˚
n´1

0
... Bn´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

où cccn´1 P Cn´1 et Bn´1 P Mn´1pCq. Comme Gn et An sont inversibles, Vn l’est aussi. On en déduit
donc que Bn´1 est inversible car 0 ‰ detVn “ αn ˆ detBn´1 et αn ‰ 0.

On peut donc utiliser la propriété pPn´1q (hyp. de récurrence) sur la matrice Bn´1 : il existe donc
Sn´1 P Mn´1pCq, avec |detSn´1| “ 1, tel que la matrice Un´1 “ Sn´1Bn´1 soit une triangulaire
supérieure inversible.
Soit Qn P MnpCq la matrice définie par

Qn “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... Sn´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

On a alors

QnGnAn “ QnVn “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... Sn´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

αn ccc˚
n´1

0
... Bn´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

αn ccc˚
n´1

0
... Sn´1Bn´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

αn ccc˚
n´1

0
... Un´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

def
“ Un

La matrice Un est triangulaire supérieure inversible car Un´1 l’est aussi et αn ‰ 0.

On pose Sn “ QnGn. On a donc
SnAn “ Un.

De plus, comme on a detSn “ detQnˆdetGn, et detQn “ detSn´1, on obtient, en utilisant |detGn| “ 1
et l’hypothèse de récurrence | detSn´1| “ 1, que

|detSn| “ 1.

Ceci prouve la véracité de la proposition pPnq.

b. Comme Sn est inversible, on a en multipliant à gauche le système par Sn

Anxxx “ bbb ðñ SnAnxxx “ Snbbb ðñ Unxxx “ Snbbb

Pour déterminer le vecteur xxx, on peut alors résoudre le dernier système par l’algorithme de remontée.

Q. 3
Que peut-on dire si A est non inversible?

R. 3
Si A est non inversible, alors dans la première question nous ne sommes pas assurés d’avoir α ‰ 0. Cependant
l’existence de la matrice G reste avérée.
Pour la deuxième question, le seul changement vient du fait que la matrice Un n’est plus inversible.

Exercice 5 : Vers la factorisation LU

Soit A P MnpCq une matrice dont les sous-matrices principales d’ordre i, notées ∆i, i P v1, nw.
Montrer par récurrence sur l’ordre n de la matrice A qu’il existe une matrice E P MnpCq, triangulaire inférieure à
diagonale unité telle que la matrice U définie par

U “ EA

soit triangulaire supérieure avec Ui,i “ det∆i{pU1,1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ui´1,i´1q, @i P v1, nw.
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Correction Soit n ě 2, on va démontrer par récurrence sur n la proposition suivante

pPnq

Soit A P MnpCq. Si, pour tout i P v1, nw, les sous-matrices principales d’ordre i de A, notées ∆i, sont inversibles,
alors il existe une matrice E P MnpCq, triangulaire inférieure à diagonale unité telle que la matrice U “ EA soit
triangulaire supérieure avec Ui,i “ det∆i{pU1,1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ui´1,i´1q, @i P v1, nw.

Initialisation: n “ 2 Soit A P M2pCq. Si ∆1 “ A1,1 ‰ 0 et ∆2 “ A inversible. On va construire une matrice
E P M2pCq, triangulaire inférieure à diagonale unité telle que U “ EA soit triangulaire supérieure.

EA “

ˆ

1 0
E2,1 1

˙ ˆ

A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

˙

“

ˆ

U1,1 U1,2

0 U2,2

˙

“ U

On a donc U2,1 “ 0 “ E2,1A1, 1 ` A2,1. Comme par hypothèse, A1,1 ‰ 0, on a E2,1 “ ´A2,1{A1,1, ce qui donne

EA “

˜

1 0

´
A2,1

A1,1
1

¸

ˆ

A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

˙

“

˜

A1,1 A1,2

0 A2,2 ´
A2,1

A1,1
A1,2

¸

“ U.

On a alors

U1,1 “ A1,1 “ detp∆1q,

U2,2 “ A2,2 ´
A2,1

A1,1
A1,2 “

A2,2A1,1 ´ A2,1A1,2

A1,1
“

detA
U1,1

“
det∆2

U1,1
.

Hérédité: Soit n ě 3, on suppose que pPn´1q est vérifiée. Soit A P MnpCq. dont toutes les sous-matrices principales
d’ordre i de A, notées ∆i, i P v1, nw sont inversibles. On décompose la matrice A sous la forme bloc

A “

˜

An´1 ggg

fff˚ An,n

¸

avec An´1 P Mn´1pCq, fff P Cn´1 et ggg P Cn´1. Comme les n ´ 1 premières sous-matrices principales de A sont
les n ´ 1 sous-matrices principales de An´1, ces dernières sont, par hypothèse, inversibles. Par hypothèse de
récurrence sur An´1, il existe une matrice En´1 P Mn´1pCq, triangulaire inférieure à diagonale unité telle que la
matrice Un´1 “ En´1An´1 soit triangulaire supérieure.

On va construire (si possible) une matrice E P MnpCq, triangulaire inférieure à diagonale unité telle que U “ EA
soit triangulaire supérieure. La matrice E s’écrit sous forme bloc

E “

ˆ

Xn´1 000

hhh˚ 1

˙

avec Xn´1 P Mn´1pCq triangulaire inférieure à diagonale unité et hhh P Cn´1.

On a alors

EA “

ˆ

Xn´1 000

hhh˚ 1

˙

˜

An´1 ggg

fff˚ An,n

¸

“

˜

Xn´1An´1 Xn´1ggg

hhh˚An´1 ` fff˚ hhh˚ggg ` An,n

¸

Pour que la matrice EA soit triangulaire supérieure, il faut que Xn´1An´1 soit triangulaire supérieure et hhh˚An´1`

fff˚
“ 0. En choisissant Xn´1 “ En´1, on a Un´1 “ Xn´1An´1 triangulaire supérieure. La matrice An´1 étant

inversible, on a hhh˚
“ ´fff˚A´1

n´1

On obtient donc

EA “

ˆ

En´1 000

hhh˚ 1

˙

˜

An´1 ggg

fff˚ An,n

¸

“

˜

Un´1 En´1ggg

0 An,n ´ hhh˚ggg

¸

“ U.

On a donc construit une matrice triangulaire inférieure à diagonale unité, E, telle que U “ EA soit triangulaire
supérieure. Par construction, on a

Ui,j “ pUn´1qi,j , @pi, jq P v1, n ´ 1w2

et donc, par hypothèse de récurrence sur Un´1, on obtient

Ui,i “ det∆i{pU1,1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ui´1,i´1q, @i P v1, n ´ 1w.
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De plus on a,

detpEAq “ detpEqdetpAq

“ detpAq car E tri. inf. à diag. unité
“ detp∆nq. car ∆n “ A.

et

detpUq “

n
ź

k“1

Uk,k car U tri. sup.

“ Un,n

n´1
ź

k“1

Uk,k

Comme U “ EA, on en déduit que la matrice U est inversible (car E et A le sont), que ses coefficients sont non
nuls et, en prenant le déterminant:

detp∆nq “ Un,n

n´1
ź

k“1

Uk,k

et donc
Un,n “

detp∆nq
śn´1

k“1 Uk,k

.

La proposition pPnq est donc vraie.

Conclusion: On a démontré par récurrence que la proposition pPnq est vraie pour tout n ě 2.

˛

Exercice 6 : factorisation LDL˚

Soit A P MnpCq.

Q. 1
Montrer que s’il existe L P MnpCq, matrice triangulaire inférieure à diagonale unité, et, D P MnpRq, matrice
diagonale à coefficients diagonaux strictement positifs, telle que A “ LDL˚ alors A est hermitienne définie positive.

R. 1
Soit A P MnpCq admettant une factorisation LDL˚ avec L P MnpCq, matrice triangulaire inférieure à diagonale
unité, et, D P MnpRq, matrice diagonale à coeffcients diagonaux strictement positifs.
La matrice A est alors hermitienne car

A˚ “ pLDL˚q
˚

“ pL˚q
˚D˚L˚ “ LDL˚.

De plus @xxx P Cnzt0u on a
xAxxx,xxxy “ xLDL˚xxx,xxxy “ xDL˚xxx,L˚xxxy

On pose yyy “ L˚xxx ‰ 0 car xxx ‰ 0 et L˚ inversible. On obtient alors

xAxxx,xxxy “ xDyyy,yyyy “

n
ÿ

i“1

Di,i|yi|
2 ą 0

car D diagonale, Di,i ą 0, @i P v1, nw et yyy ‰ 0.
La matrice hermitienne A est donc bien définie positive.

Q. 2
Montrer que si A est hermitienne définie positive alors il existe L P MnpCq, matrice triangulaire inférieure à
diagonale unité, et, D P MnpRq, matrice diagonale à coefficients diagonaux strictement positifs, telle que A “ LDL˚.

R. 2
Soit A P MnpCq une matrice hermitienne définie positive.
D’après le Corollaire 2.6 de [2], la matrice A admet une unique factorisation LU.
D’après le Théorème 2.8, la matrice hermitienne A peut alors s’écrire sous la forme A “ LDL˚ où D est diagonale
à coefficients réels et L triangulaire inférieure à diagonale unité.
Il reste à démontrer que Di,i ą 0, @i P v1, nw.

9



Comme A est définie positive, on a @xxx P Cnzt0u, xAxxx,xxxy ą 0. Or on a

xAxxx,xxxy “ xLDL˚xxx,xxxy “ xDL˚xxx,L˚xxxy

On note teee1, ¨ ¨ ¨ , eeenu, la base canonique de Cn et on rappelle que @i P v1, nw, xDeeei, eeeiy “ Di,i. Soit i P v1, nw. En
choisissant xxx “ pL˚q

-1
eeei ‰ 0, on obtient alors

xDL˚xxx,L˚xxxy “ xDeeei, eeeiy “ Di,i ą 0.

Exercice 7 : factorisation de Cholesky

Soit A P MnpCq.

Q. 1
Montrer que si A admet une factorisation factorisation régulière de Cholesky alors A est hermitienne définie positive.

R. 1
Soit A P MnpCq admettant une factorisation régulière de Cholesky A “ BB˚ avec B est une matrice triangulaire
inférieure inversible.
La matrice A est hermitienne car

A˚ “ pBB˚q
˚

“ pB˚q
˚B˚ “ BB˚ “ A.

Soit xxx P Cnzt0u, on a
xAxxx,xxxy “ xBB˚xxx,xxxy “ xB˚xxx,B˚xxxy “ }B˚xxx}

2
ą 0

car B˚xxx ‰ 0 (B˚ inversible et xxx ‰ 0). Donc la matrice A est bien hermitienne définie positive.

Q. 2
Montrer que si A est hermitienne définie positive alors elle admet une factorisation factorisation régulière de
Cholesky.

R. 2
Soit A P MnpCq une matrice hermitienne définie positive.
D’après le Corollaire 2.9, il existe alors une matrice L P MnpCq triangulaire inférieure à diagonale unité et une
matrice D P MnpRq diagonale à coefficient strictement positifs telles que

A “ LDL˚.

On note H P MnpRq une matrice diagonale inversible vérifiant H2 “ D (i.e. Hi,i “ ˘
a

Di,i ‰ 0, @i P v1, nw). On a
alors

A “ LHHL˚ “ pLHqpLHq
˚

En posant B “ LH, la matrice B est bien triangulaire inférieure inversible car produit d’une matrice triangulaire
inférieure inversible par une matrice diagonale inversible et on a A “ BB˚.

Q. 3
On suppose que A est hermitienne définie positive.

a. Montrer que A admet une factorisation positive de Cholesky.

b. Montrer que cette factorisation est unique.

R. 3
a. En choisissant, dans la question précédente,

@i P v1, nw, Hi,i “
a

Di,i ą 0,

la matrice B “ LH triangulaire inférieure a alors pour éléments diagonaux

@i P v1, nw, Bi,i “ Hi,i ą 0.

b. Montrons qu’une factorisation positive de Cholesky est unique.
Soient B1 et B2 deux factorisations positives de la matrice A, on a donc

A “ B1B˚
1 “ B2B˚

2 .

En multipliant à gauche par B-1
2 et à droite par pB˚

1 q
-1 cette équation on obtient

B-1
2 B1 “ B˚

2 pB˚
1 q

-1
“ B˚

2 pB-1
1 q

˚
“ pB-1

1 B2q
˚
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En notant G def
“ B-1

2 B1, on tire de l’équation précédente

G “ pG-1q
˚
. (R7.4)

Or, on a

‚ Proposition 2.35: l’inverse d’une matrice triangulaire inférieure à coefficients diagonaux réels strictement
positifs est aussi une matrice triangulaire inférieure à coefficients diagonaux réels strictement positifs.

‚ Proposition 2.34: le produit de matrices triangulaires inférieures à coefficients diagonaux réels stricte-
ment positifs reste triangulaire inférieure à coefficients diagonaux réels strictement positifs.

On en déduit que les matrices G “ B-1
2 B1 et G-1 “ B-1

1 B2 sont triangulaires inférieures à coefficients diagonaux
réels strictement positifs.

De plus l’équation (R7.4) identifie la matrice triangulaire inférieure G à la matrice triangulaire supérieure
pG-1q

˚ : ce sont donc des matrices diagonales à coefficients diagonaux réels strictement positifs et on en
déduit

pG-1q
˚

“ G-1

et
@i Pf cset1n,

`

G-1˘

i,i
“

1

Gi,i
ą 0.

De l’équation (R7.4), on obtient alors G “ G-1 et donc

@i Pf cset1n,Gi,i “
1

Gi,i
ą 0.

On en déduit alors que G “ I et donc
B-1
2 B1 “ I

c’est à dire B-1
2 est l’inverse de B1 qui est unique, donc B1 “ B2.

Exercice 8 : Propriété de la matrice élémentaire de Householder

Soit uuu P Cn tel que }uuu}2 “ 1. On note H P MnpCq la matrice définie par

H “ I ´ 2uuuuuu˚.

Q. 1
a. Montrer que H est hermitienne.

b. Montrer que H est unitaire.

R. 1
a. Cette matrice est hermitienne car

H˚ “ pI ´ 2uuuuuu˚q
˚

“ I ´ 2puuuuuu˚q
˚

“ I ´ 2uuuuuu˚ “ H.

b. La matrice H est unitaire si H˚H “ I. On a

H˚H “ HH “ pI ´ 2uuuuuu˚qpI ´ 2uuuuuu˚q

“ I ´ 4uuuuuu˚ ` 4uuuuuu˚uuuuuu˚.

Or, par hypothèse, on a uuu˚uuu “ }uuu}2 “ 1 et donc

H˚H “ I ´ 4uuuuuu˚ ` 4uuupuuu˚uuuquuu˚ “ I.

Soit xxx P Kn. On note xxx∥ “ projuuu pxxxq
def
“ xuuu,xxxyuuu et xxxK “ xxx ´ xxx∥.

Q. 2
Montrer que

HpxxxK ` xxx∥q “ xxxK ´ xxx∥.

et
Hxxx “ xxx, si xxxx,uuuy “ 0.
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R. 2
On note que par construction xuuu,xxxKy “ 0. En effet, on a

xuuu,xxxKy “
@

uuu,xxx ´ xxx∥
D

“ xuuu,xxxy ´
@

uuu,xxx∥
D

“ xuuu,xxxy ´ xuuu, xuuu,xxxyuuuy

“ xuuu,xxxy ´ xuuu,xxxy xuuu,uuuy

“ 0 car xuuu,uuuy “ }uuu}
2
2 “ 1.

On a alors

HpuuuqpxxxK ` xxx∥q “ pI ´ 2uuuuuu˚q pxxxK ` xxx∥q “ xxxK ` xxx∥ ´ 2uuu uuu˚xxxK
loomoon

“0

´2uuuuuu˚xxx∥

“ xxxK ` xxx∥ ´ 2uuuuuu˚
`

xuuu,xxxyuuu
˘

“ xxxK ` xxx∥ ´ 2 xuuu,xxxyuuu uuu˚uuu
loomoon

“1

“ xxxK ` xxx∥ ´ 2xxx∥

“ xxxK ´ xxx∥.

Si xxxx,uuuy “ 0 alors xxx∥ “ 0 et xxx “ xxxK.

Exercice 9

Soient aaa et bbb deux vecteurs non colinéaires de Cn avec }bbb}2 “ 1. On va chercher α P C et uuu P Cn, }uuu}2 “ 1, vérifiant

Hpuuuqaaa “ αbbb. (9.1)

Q. 1
Montrer que si α et uuu vérifient (9.1) alors

a. on a
|α| “ }aaa}2 (9.2)

b. on a
aaa ´ 2 xuuu,aaayuuu “ αbbb (9.3)

c. on en déduit que

| xuuu,aaay |2 “
xaaa,aaay ´ α xaaa,bbby

2
(9.4)

R. 1
Par la suite, on pose H “ Hpuuuq pour alléger les notations.

a. On a

}aaa}
2
2 “ xaaa,aaay “ xH˚Haaa,aaay car H unitaire

“ xHaaa,Haaay par définition du produit scalaire

“ }Haaa}
2
2 “ }αbbb}

2
2 “ |α|2 }bbb}

2
2 “ |α|2.

b. Pour établir (9.3), on écrit

Hpuuuqaaa “ αbbb ðñ pI ´ 2uuuuuu˚qaaa “ αbbb

ðñ aaa ´ 2uuupuuu˚aaaq “ αbbb

ðñ aaa ´ 2 xuuu,aaayuuu “ αbbb

c. En effectuant le produit scalaire (à gauche) avec aaa de (9.3), on obtient

xaaa,aaay ´ 2 xuuu,aaay xaaa,uuuy “ α xaaa,bbby

ce qui prouve (9.4).

Nous allons maintenant établir une condition pour que (9.4) ait un sens.
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Q. 2
On suppose que argα “ ´ argpxaaa,bbbyq rπs

a. Montrer que α xaaa,bbby P R.

b. Montrer que xaaa,aaay ´ α xaaa,bbby P R˚`.

R. 2
a. On a par définition de l’argument α “ |α|eı argα et xaaa,bbby “ | xaaa,bbby |eı argpxaaa,bbbyq ce qui donne

α xaaa,bbby “ |α|| xaaa,bbby |eıpargα`argpxaaa,bbbyqq (R9.5)

et donc α xaaa,bbby est réel si argα ` argpxaaa,bbbyq “ 0 rπs.

b. On vient de demontrer que α xaaa,bbby P R et donc xaaa,aaay ´ α xaaa,bbby P R. Il reste donc à montrer que xaaa,aaay ´

α xaaa,bbby ą 0.

‚ Si argα “ ´ argpxaaa,bbbyq`π r2πs, alors de (R9.5) on obtient α xaaa,bbby ď 0 et donc xaaa,aaay´α xaaa,bbby ě }aaa}2 ą 0
car aaa ‰ 0.

‚ Si argα “ ´ argpxaaa,bbbyq r2πs, alors de (R9.5) on obtient α xaaa,bbby ě 0.
Comme les vecteurs aaa et bbb ne sont pas colinéaires, on a inégalité stricte dans Cauchy-Schwarz :

| xaaa,bbby | ă }aaa}2 }bbb}2 “ }aaa}2 .

On obtient donc
0 ď α xaaa,bbby ď |α|| xaaa,bbby | ă |α| }aaa}2 “ }aaa}

2
2

Attention, dans ce cas xaaa,aaay ´ α xaaa,bbby peut-être très petit.

Q. 3
Soient α et uuu vérifiant (9.1). En déduire que si argα “ ´ argpxaaa,bbbyq rπs alors uuu est donné par

uuu “
1

2 xuuu,aaay
paaa ´ αbbbq. (9.5)

et }u}2 “ 1.

R. 3
On peut noter que xuuu,aaay ‰ 0 car sinon, d’après (9.3), aaa “ αbbb or par hypothèse aaa et bbb sont non colinéaires. On
obtient alors immédiatement (9.5) à partir de (9.3)
Vérifions que }uuu}2 “ 1. On a

}uuu}
2
2 “ xuuu,uuuy “

1

4| xuuu,aaay |2
xaaa ´ αbbb,aaa ´ αbbby

En utilisant (9.4), on obtient

4| xuuu,aaay |2 “ 2pxaaa,aaay ´ α xaaa,bbbyq

“ 2 }aaa}
2
2 ´ 2α xaaa,bbby

De plus, on a

xaaa ´ αbbb,aaa ´ αbbby “ xaaa,aaay ´ α xbbb,aaay ´ α xaaa,bbby ` |α|2 xbbb, bbby “ }aaa}
2
2 ´ α xbbb,aaay ´ α xaaa,bbby ` |α|2

“ 2 }aaa}
2
2 ´ α xbbb,aaay ´ α xaaa,bbby

“ 2 }aaa}
2
2 ´ 2α xaaa,bbby car α xaaa,bbby “ pα xaaa,bbbyq “ α xbbb,aaay P R

On en déduit donc que }uuu}2 “ 1.

Exercice 10

Soient aaa et bbb deux vecteurs non nuls et non colinéaires de Cn avec }bbb}2 “ 1.

Q. 1
Ecrire la fonction algorithmique Householder permettant de retourner une matrice de Householder H et α P C tels
que Hpuuuqaaa “ αbbb. Le choix du α est fait par le paramètre δ (0 ou 1) de telle sorte que argα “ ´ argpxaaa,bbbyq ` δπ
avec |α| “ }aaa}2 .
Des fonctions comme dotpaaa,bbbq (produit scalaire de deux vecteurs), normpaaaq (norme 2 d’un vecteur), argpzq (argu-
ment d’un nombre complexe), matprodpA,Bq (produit de deux matrices), ctransposepAq (adjoint d’une matrice), ...
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pourront être utilisées

R. 1
Soient aaa et bbb deux vecteurs non nuls et non colinéaires de Cn.

Les données du problème sont aaa, bbb et δ. On veut calculer α et la matrice Hpuuuq.

Algorithme 2 Calcul du α et de la matrice de Householder Hpuuuq telle que Hpuuuqaaa “ αbbb.

Données : aaa, bbb : deux vecteurs de Cn non nuls et non colinéaires.
δ : 0 ou 1, permet de déterminer α.

Résultat : H : matrice de Householder dans MnpCq,
α : nombre complexe, de module }aaa}2 et d’argument ´ argpxaaa,bbbyq ` δπ.

1: Fonction rH, αs Ð Householder( aaa,bbb, δ )
2: ab Ð dotpaaa,bbbq Ź dotpaaa,bbbq “

řn
i“1 aibi

3: α Ð normpaaaq ˚ exppi ˚ pδ ˚ π ´ argpabqqq

4: uuu Ð aaa ´ α ˚ bbb
5: uuu Ð uuu{normpuuuq

6: H Ð eyepnq ´ 2 ˚ matprodpuuu, ctransposepuuuqq

7: Fin Fonction

Q. 2
Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On pourra utiliser la fonction vecrandpnq retournant
un vecteur aléatoire de Cn, les parties réelles et imaginaires de chacune de ses composantes étant dans s0, 1r (loi
uniforme).

R. 2

1: n Ð 100
2: aaa Ð vecrandpnq

3: bbb Ð vecrandpnq

4: bbb Ð bbb{normpbbb, 2q

5: rH, αs Ð Householderpaaa,bbb, 0q

6: error Ð normpH ˚ aaa ´ α ˚ bbb, 2q

Q. 3
Proposer un programme permettant de vérifier que δ “ 1 est le "meilleur" choix.

R. 3

1: n Ð 100
2: aaa Ð vecrandpnq

3: bbb Ð aaa ` 1e ´ 6 ˚ vecrandpnq

4: bbb Ð bbb{normpbbb, 2q

5: rH1, α1s Ð Householderpaaa,bbb, 1q

6: rH0, α0s Ð Householderpaaa,bbb, 0q

7: error0 Ð normpH0 ˚ aaa ´ α0 ˚ bbb, 2q{p1 ` abspα0qq

8: error1 Ð normpH1 ˚ aaa ´ α1 ˚ bbb, 2q{p1 ` abspα1qq
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Figure 1: Choix de α dans Householder : erreur relative en norme L2

Exercice 11

Soit n ě 2.

pPnq

Soit An P MnpCq une matrice. Il existe une matrice unitaire Un P MnpCq et une matrice triangulaire supérieure
Rn P MnpCq telles que

UnAn “ Rn. (11.1)

Q. 1
Démontrer par récurrence que @n P N, n ě 2, pPnq est vraie.

R. 1
• Initialisation : on va montrer que pP2q est vraie

Soit A P M2pCq. On note aaa “ A:,1 (première colonne de Aq et b “ p1, 0q
t
.

– Si aaa ‰ 0 et si aaa non colinéaire à bbb, on est sous les conditions du théorème ??. On défini alors α P C

|α| “ }aaa}2 et argα “ ´ arg xaaa,bbby ` δπ (choix δ “ 1 préférable) Dans ce cas on a

H

ˆ

aaa ´ αbbb

}aaa ´ αbbb}2

˙

aaa “ αbbb.

On pose U “ H
´

aaa´αbbb
}aaa´αbbb}2

¯

qui est une matrice unitaire.

– Si aaa “ 0 ou si aaa est colinéaire à bbb, alors aaa2 “ A2,1 “ 0 et on pose U “ I, qui est unitaire, et α “ ˘aaa1p“

˘A1,1q.

Dans les 2 cas, on obtient

UA “ U
`

A:,1 A:,2

˘

“
`

UA:,1 UA:,2

˘

“
`

αbbb UA:,2

˘

“

ˆ

α
0

UA:,2

˙

“ R

où R est triangulaire supérieure.

• Hérédité : soit n ě 2, on suppose que pPn´1q est vérifiée, on va alors montrer que pPnq est vraie.
Soit A P MnpCq. On note aaa “ A:,1 P Cn (première colonne de Aq et b “ eee1, premier vecteur de la base
canonique (@i P v1, nw, bi “ δ1,i).

– Si aaa ‰ 0 et si aaa non colinéaire à bbb, on est sous les conditions du théorème ??. On défini alors α P C

|α| “ }aaa}2 et argα “ ´ arg xaaa,bbby ` δπ (choix δ “ 1 préférable) Dans ce cas on a

H

ˆ

aaa ´ αbbb

}aaa ´ αbbb}2

˙

aaa “ αbbb.
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On pose H “ H
´

aaa´αbbb
}aaa´αbbb}2

¯

qui est une matrice unitaire.

– Si aaa “ 0 ou si aaa est colinéaire à bbb, alors @i P v2, nw, aaai “ Ai,1 “ 0. On pose H “ I, qui est unitaire, et
α “ ˘aaa1p“ ˘A1,1q.

Dans les 2 cas, on obtient

HA “ H
`

A:,1 A:,2 . . . A:,n

˘

“
`

HA:,1 HA:,2 . . . HA:,n

˘

“
`

αeee1 HA:,2 . . . HA:,n

˘

On en déduit que HA s’écrit aussi sous la forme

HA “

¨

˚

˚

˚

˝

α ‚ . . . ‚

0

0

An´1

˛

‹

‹

‹

‚

où An´1 P Mn´1pCq. On peut donc appliquer à An´1 l’hypothèse de récurrence: DUn´1 P Mn´1pCq unitaire,
produit d’au plus pn ´ 2q matrices de Householder, et, DRn´1 P Mn´1pCq triangulaire supérieure telles que

Un´1An´1 “ Rn´1.

On défini alors

U “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0

0

Un´1

˛

‹

‹

‹

‚

.

On a

UU˚ “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0

0

Un´1

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0

0

U˚
n´1

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0

0

Un´1U˚
n´1

˛

‹

‹

‹

‚

Comme Un´1 est unitaire, on en déduit que U est aussi unitaire. On a alors

U
`

HA
˘

“

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0

0

Un´1

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

α ‚ . . . ‚

0

0

An´1

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

α ‚ . . . ‚

0

0

Un´1An´1

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

α ‚ . . . ‚

0

0

Rn´1

˛

‹

‹

‹

‚

def
“ Rn P MnpCq.

Comme Rn´1 est triangulaire supérieure, on en déduit que Rn est aussi triangulaire supérieure. On pose
Un “ UH. Cette matrice est unitaire, car produit de deux matrices unitaires, et on a

UnA “ Rn.

La proposition pPnq est donc vérifiée.

• Conclusion : on vient de démontrer par récurrence que, @n P N, n ě 2, pPnq est vraie.

Q. 2
Soit A P MnpRq. Montrer qu’il existe une matrice unitaire Q P MnpCq et une matrice triangulaire supérieure
R P MnpCq telles que

A “ QR.

R. 2
D’après la proposition pPnq, Il existe une matrice unitaire U P MnpCq et une matrice triangulaire supérieure
R P MnpCq telles que

UA “ R.
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Comme U est unitaire, on a U˚ “ U-1 et donc
A “ U˚R.

En posant Q “ U˚, qui est unitaire, on obtient le résultat demandé.

pQnq

Soit An P MnpRq une matrice. Il existe une matrice orthogonale Un P MnpRq et une matrice triangulaire
supérieure Rn P MnpRq telles que

UnAn “ Rn. (11.2)

Q. 3
La proposition pQnq est-elle vérifiée pour tout n ě 2? Justifier.

R. 3
La proposition pQnq est toujours vérifiée. En effet, en reprenant la démonstration par récurrence dans le cas
complexe, on peut noter que toutes les matrices sont réelles y compris les matrices de Householder utilisées car les
coefficients α sont nécessairement réels, et Les matrices unitaires réelles sont orthogonales.

Q. 4
Soit A P MnpRq.

a. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale Q P MnpRq et une matrice triangulaire supérieure R P MnpRq

telles que
A “ QR.

b. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale Q P MnpRq et une matrice triangulaire supérieure R P MnpRq

à coefficient diagonaux positifs ou nuls telles que

A “ QR.

c. On suppose A inversible. Montrer qu’il existe une unique matrice orthogonale Q P MnpRq et une unique
matrice triangulaire supérieure R P MnpRq à coefficient diagonaux strictement positifs telles que

A “ QR.

R. 4
a. D’après la proposition pQnq, Il existe une matrice orthogonale U P MnpRq et une matrice triangulaire

supérieure R P MnpRq telles que
UA “ R.

Comme U est orthogonale, on a Ut “ U-1 et donc

A “ UtR.

En posant Q “ Ut, qui est orthogonale, on obtient le résultat demandé.

b. D’après la proposition pQnq, Il existe une matrice orthogonale rU P MnpRq et une matrice triangulaire
supérieure rR P MnpRq telles que

rUA “ rR.

Soit S l’application telle que Spxq “ ´1, si x ă 0 et Spxq “ `1, si x ě 0. Soit D P MnpRq, la matrice
diagonale telle que @i P v1, nw, Di,i “ SprRi,iq. Cette matrice est orthogonale.

On a alors
DrUA “ DrR.

On pose U “ DrU et R “ DrR. Comme le produit de deux matrices orthogonales est une matrice orthogonale,
la matrice U est orthogonale. La matrice R est triangulaire supérieure car le produit d’une matrice diagonale
par une matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire supérieure. De plus, pour tout i P v1, nw,
on a

Ri,i “ Di,i
rRi,i “ SprRi,iqrRi,i “ |rRi,i| ě 0.

En posant Q “ Ut, on obtient le résultat souhaité.

c. On vient de démontrer, en Q. 4 b., qu’il l existe une matrice orthogonale Q P MnpRq et une matrice
triangulaire supérieure R P MnpRq à coefficient diagonaux positifs ou nuls telles que A “ QR.
Comme A inversible, on a

detpAq “ detpQqdetpRq ‰ 0.
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On en déduit que detpRq ‰ 0. De plus, R étant triangulaire supérieure, on obtient

detpRq “

n
ź

i“1

Ri,i ‰ 0 ðñ @i P v1, nw, Ri,i ‰ 0.

et donc, tous les coefficient diagonaux de R sont strictement positifs.

Pour montrer l’unicité d’une telle factorisation, on note Q1, Q2, deux matrices orthogonales et R1, R2, deux
matrices triangulaires à coefficients diagonaux strictements positifs telles que

A “ Q1R1 “ Q2R2.

On a alors
I “ AA-1 “ Q1R1

`

Q2R2

˘-1
“ Q1R1R-1

2 Q-1
2

et donc
Q-1
1 Q2 “ R1R-1

2
def
“ T.

Comme Q1 est orthogonale on a T “ Qt
1Q2 et

TtT “ pQt
1Q2q

tQt
1Q2 “ Qt

2Q1Qt
1Q2 “ I.

La matrice T est donc orthogonal. De plus T “ R1R-1
2 est une matrice triangulaire supérieure à coefficients

diagonaux strictement positifs puisque produit de triangulaire supérieure à coefficients diagonaux strictement
positifs. La matrice I étant symétrique définie positive, d’après le Théorème 3.15(factorisation positive de
Cholesky) il existe une unique matrice L triangulaire inférieure à coefficients diagonaux strictement positifs
telle que LLt “ I. Cette matrice L est évidemment la matrice identité. On en déduit que T “ Lt “ I et donc
Q1 “ Q2 et R1 “ R2.

Exercice 12

Soit A P Mm`npCq la matrice bloc

A “

˜

m n

m U F
n E V

¸

.

On note vvv “ V:,1 P Cn le premier vecteur colonne de V et on suppose que vvv est non nul et non colinéaire à eeen1 (premier
vecteur de la base canonique de Cn).

Q. 1
Expliciter, en fonction de vvv, le vecteur uuu P Cn tel que

Hpuuuqvvv “ αeeen1 , avec Hpuuuq
def
“ I ´ 2uuuuuu˚.

R. 1
On a

uuu “
vvv ´ αeeen1

}vvv ´ αeeen1 }
avec α “ }vvv}2 e

ıpδπ´argxvvv,eeen1 yq, δ P t0, 1u.

Comme xvvv,eeen1 y “ v1 et argpzq “ ´ argpzq, on obtient

α “ }vvv}2 e
ıpargpv1q`δπq

ce qui donne avec le choix δ “ 1
α “ ´ }vvv}2 e

ı argpv1q.

Q. 2

Soient xxx P Cm et yyy P Cn. On pose www “

˜

xxx

yyy

¸

P Cm`n. Déterminer Hpwwwq en fonction de Hpxxxq et de Hpyyyq.
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R. 2
On a

Hpwwwq “ Im`n ´ 2wwwwww˚

“

˜

Im Om,n

On,m In

¸

´ 2

˜

xxx

yyy

¸

´

xxx˚ yyy˚
¯

“

˜

Im Om,n

On,m In

¸

´ 2

˜

xxxxxx˚ xxxyyy˚

yyyxxx˚ yyyyyy˚

¸

“

˜

Hpxxxq ´2xxxyyy˚

´2yyyxxx˚ Hpyyyq

¸

Q. 3

On pose www “

˜

000m
uuu

¸

P Cm`n.

a. Déterminer HpwwwqA en fonction de Hpuuuq.

b. Que peut-on dire de particulier sur le bloc p2, 2q de HpwwwqA?

R. 3
a. De la question précédente, on déduit

Hpwwwq “

˜

Im,m Om,n

On,m Hpuuuq.

¸

On obtient alors

HpwwwqA “

˜

Im,m Om,n

On,m Hpuuuq.

¸˜

U F
E V

¸

“

˜

U F
E HpuuuqV

¸

.

b. le bloc p2, 2q de HpwwwqA correspond à la matrice HpuuuqV P MnpCq dont la première colonne vaut αeeen1 . On a
alors

HpuuuqV “

»

—

—

—

—

–

α ‚ ‚

0 ‚ ‚

0 ‚ ‚

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Exercice 13

Q. 1
Ecrire une fonction FactQR permettant de calculer la factorisation QR d’une matrice A P MnpCq.
On pourra utiliser la fonction Householder Exercice 10.

R. 1
L’objectif est de déterminer les matrices Q, matrice unitaire, et R matrice triangulaire supérieure telle que A “ QR.

Données : A : matrice de MnpKq.
Résultat : Q : matrice unitaire de MnpKq.

R : matrice triangulaire supérieure de MnpKq.

On rappelle la technique utilisée dans la correction de l’exercice ?? pour déterminer l’ensemble des matrices de
Householder permettant de transformer la matrice A en une matrice triangulaire supérieure. On pose

Ar0s “ A, Ark`1s “ Hrk`1sArks, @k P v0, n ´ 2w

où Hrk`1s est soit une matrice de Householder soit la matrice identité. Plus précisement, on note sss P Kn´k le

vecteur composé des n ´ k dernières composantes de la k ` 1-ème colonne de Arks et aaa “

ˆ

000k
sss

˙

.
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‚ Si s1 “ 0 ou sss colinéaire à eeen´k
1 premier vecteur de la base canonique de Kn´k alors

Hrk`1s “ I.

En notant eeenk`1 le k ` 1-ème vecteur de la base canonique de Kn, cette matrice peut-être calculée avec la
fonction Householder par

rHrk`1s, αs Ð Householderpaaa,eeenk`1, 1q

‚ sinon Hrk`1s “ I.

On a vu que dans ce cas Arn´1s est triangulaire supérieure. On pose H “ Hrn´1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Hr1s qui est une matrice
unitaire. On a alors R “ Arn´1s “ HA et Q “ H˚.

Algorithme 3 R0

1:
Calculer Q et R

Algorithme 3 R1

1: H Ð Hrn´1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Hr1s

2: R Ð H ˚ A
3: Q Ð H˚

Algorithme 3 R1

1: H Ð Hrn´1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Hr1s

2: R Ð H ˚ A
3: Q Ð H˚

Algorithme 3 R2

1: H Ð I
2: Ar0s Ð A
3: Pour k Ð 0 à n ´ 2 faire
4: Calculer Hrk`1s à partir de Arks

5: Ark`1s Ð Hrk`1s ˚ Arks

6: H Ð Hrk`1s ˚ H
7: Fin Pour

8: R Ð H ˚ A Ź ou R Ð Arn´1s

9: Q Ð H˚

Il est inutile de stocker les matrices Arks et Hrk`1s:
Algorithme 3 R2

1: H Ð I, Ar0s Ð A
2: Pour k Ð 0 à n ´ 2 faire
3: Calculer Hrk`1s à partir de Arks

4: Ark`1s Ð Hrk`1s ˚ Arks

5: H Ð Hrk`1s ˚ H
6: Fin Pour
7: R Ð Arn´1s

8: Q Ð H˚

Algorithme 3 R3

1: H Ð I, R Ð A
2: Pour k Ð 0 à n ´ 2 faire
3: Calculer S

`

“ Hrk`1s
˘

à partir de R
`

“ Arks
˘

4: R Ð S ˚ R Ź compute Ark`1s

5: H Ð S ˚ H
6: Fin Pour
7: Q Ð H˚

Algorithme 3 R3

1: H Ð I, R Ð A
2: Pour k Ð 0 à n ´ 2 faire

3:
Calculer S

`

“ Hrk`1s
˘

à partir de R

4: R Ð S ˚ R
5: H Ð S ˚ H
6: Fin Pour
7: Q Ð H˚

Algorithme 3 R4

1: H Ð I, R Ð A
2: Pour k Ð 0 à n ´ 2 faire

3: aaa Ð r000k;Rpk ` 1 : n, k ` 1qs

4: eeenk`1 P Cn, enk`1piq “ δk`1,i, @i P v1, nw.
5: rR, αs Ð Householderpaaa,eeenk`1, 1q

6: R Ð S ˚ R
7: H Ð SH
8: Fin Pour
9: Q Ð H˚
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Algorithme 3 Fonction FactQR

Données : A : matrice de MnpKq.
Résultat : Q : matrice unitaire de MnpKq.

R : matrice triangulaire supérieure de MnpKq.

1: Fonction rQ,Rs Ð FactQR( A )
2: H Ð I
3: R Ð A
4: Pour k Ð 0 à n ´ 2 faire
5: aaa Ð 000n
6: Pour i Ð k ` 1 à n faire
7: aaapiq Ð Rpi, k ` 1q

8: Fin Pour
9: eee Ð 000n, eeepk ` 1q Ð 1

10: rS, αs Ð Householderpaaa,eee, 1q

11: R Ð S ˚ R
12: H Ð S ˚ H
13: Fin Pour
14: Q Ð H˚

15: Fin Fonction

Q. 2
Ecrire un programme permettant de tester cette fonction.

R. 2
A faire!
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