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1 Exercices du cours

Exercice 1
Soit A une matrice inversible décomposée sous la forme A “ M ´ N avec M inversible. On pose

B “ M-1N et ccc “ M-1bbb.

Montrer que la suite définie par
xxxr0s P Kn et xxxrk`1s “ Bxxxrks ` ccc

converge vers x̄xx “ A-1bbb quelque soit xxxr0s si et seulement si ρpBq ă 1.

Correction On rappelle tout d’abord le Théorème 2.60, page 17 de [1]:

Théorème. Soit B une matrice carrée. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a. limkÑ8 Bk “ 0,

b. limkÑ8 Bkvvv “ 0 pour tout vecteur vvv,

c. ρpBq ă 1,

d. }B} ă 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée }‚} .

Comme x̄xx “ A-1bbb (sans présupposer de la convergence) on a

Ax̄xx “ bbb ðñ Mx̄xx “ Nx̄xx ` bbb

et, comme M est inversible
x̄xx “ M-1Nx̄xx ` M-1bbb “ Bx̄xx ` ccc

On obtient donc
x̄xx ´ xxxrk`1s “ Bpx̄xx ´ xxxrksq

Or la suite xxxrks converge vers x̄xx si et seulement si la suite eeerks def
“ x̄xx ´ xxxrks converge vers 000. On a

@k P N, eeerks “ Bkeeer0s.

D’après le théorème cité, on a limkÑ`8 Bkeeer0s “ 0, @eeer0s P Kn si et seulement si ρpBq ă 1. ˛

Exercice 2
Soit A P Mn,npCq une matrice hermitienne inversible décomposée en A “ M ´ N où M est inversible. On note
B “ I ´ M-1A.

Q. 1
Montrer que la matrice M˚ ` N est hermitienne.
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On suppose maintenant que M˚ ` N est définie positive.

Q. 2
Soit xxx un vecteur quelconque de Cn et yyy “ Bxxx.

a. Montrer que
xxxx,Axxxy ´ xyyy,Ayyyy “

@

xxx,AM-1Axxx
D

`
@

M-1Axxx,Axxx
D

´
@

M-1Axxx,AM-1Axxx
D

(2.1)

et
xxx ´ yyy “ M-1Axxx. (2.2)

b. En déduire que
xxxx,Axxxy ´ xyyy,Ayyyy “ xpxxx ´ yyyq, pM˚ ` Nqpxxx ´ yyyqy . (2.3)

Q. 3
Montrer que si A est définie positive alors ρpBq ă 1.

On suppose ρpBq ă 1 et on va démontrer, par l’absurde, que A est définie positive.

Q. 4
On suppose qu’il existe xxxr0s P Cnzt0u tel que α0

def
“

@

xxxr0s,Axxxr0s
D

P Czs0,`8r. On défini alors les suites

@k P N˚, xxxrks “ Bxxxrk´1s et αk “

A

xxxrks,Axxxrks
E

.

a. Montrer que
lim

kÑ`8
xxxrks “ 0 et lim

kÑ`8
αk “ 0.

b. Montrer que α0 Ps ´ 8, 0s.

c. Démontrer par récurrence sur k P N˚ que

pPkq : xxxrks ‰ 000, xxxrks ´ xxxrk´1s ‰ 000, et 0 ě αk´1 ą αk.

d. Conclure.

Correction

R. 1
On a

`

M˚ ` N
˘˚

“ M ` N˚

“ A ` N ` N˚ “ A˚ ` N ` N˚ car A est hermitienne
“ M˚ ` N.

La matrice M˚ ` N est donc hermitienne.

R. 2
a. On a yyy “ Bxxx avec B “ I ´ M-1A ce qui donne

xxx ´ yyy “ xxx ´ Bxxx “
`

I ´ B
˘

xxx “ M-1Axxx.

L’équation (2.2) est donc démontrée. Pour prouver (2.1), on note que

yyy “ xxx ´ M-1Axxx

et donc

xyyy,Ayyyy “
@

xxx ´ M-1Axxx,A
`

xxx ´ M-1Axxx
˘D

“ xxxx,Axxxy ´
@

M-1Axxx,Axxx
D

´
@

xxx,AM-1Axxx
D

`
@

M-1Axxx,AM-1Axxx
D

.

On en déduit immédiatement (2.1).

b. En utilisant (2.2), on obtient
@

xxx ´ yyy,
`

M˚ ` N
˘

pxxx ´ yyyq
D

“
@

M-1Axxx,
`

M˚ ` N
˘

M-1Axxx
D

“
@

M-1Axxx,
`

M ` N˚
˘

M-1Axxx
D

car M˚ ` N hermitienne

“
@

M-1Axxx,
`

M ` M˚ ´ A˚
˘

M-1Axxx
D

car N “ M ´ A

“
@

M-1Axxx,Axxx
D

`
@

M-1Axxx,M˚M-1Axxx
D

´
@

M-1Axxx,AM-1Axxx
D

car A hermitienne
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Or, par propriété du produit scalaire, on a
@

M-1Axxx,M˚M-1Axxx
D

“
@

MM-1Axxx,M-1Axxx
D

“
@

Axxx,M-1Axxx
D

“
@

xxx,A˚M-1Axxx
D

.

Comme A est hermitienne, on obtient
@

M-1Axxx,M˚M-1Axxx
D

“
@

xxx,AM-1Axxx
D

.

On abouti alors à
@

xxx ´ yyy,
`

M˚ ` N
˘

pxxx ´ yyyq
D

“
@

M-1Axxx,Axxx
D

`
@

xxx,AM-1Axxx
D

´
@

M-1Axxx,AM-1Axxx
D

.

L’équation (2.3) est obtenue en utilisant (2.1).

R. 3
On veut démontrer que sous les hypothèses A hermitienne définie positive et M˚ ` N (hermitienne) définie positive on a
ρpBq ă 1, c’est à dire que pour tout élément propre pλ,uuuq de B alors |λ| ă 1.
Soit pλ,uuuq P Cˆ Cnzt0u un élément propre de B. On a Buuu “ λuuu. En prenant xxx “ uuu dans Q.2, on a yyy “ Buuu “ λuuu et donc
xxx ´ yyy “ p1 ´ λquuu. De (2.3) on obtient

xuuu,Auuuy ´ xλuuu, λAuuuy “ xp1 ´ λquuu, pM˚ ` Nqpp1 ´ λquuuqy

c’est à dire
p1 ´ |λ|2q xuuu,Auuuy “ |1 ´ λ|2 xuuu, pM˚ ` Nquuuy . (R2.1)

On va montrer que |1 ´ λ| ą 0, c’est à dire λ ‰ 1. Pour celà on effectue une démonstration par l’absurde.

Par l’absurde on suppose λ “ 1. Dans ce cas, comme Buuu “ uuu, on a xxx “ yyy. De (2.2), on déduit alors M-1Axxx “ 000 et
comme A et M-1 sont inversibles xxx “ 000. Or xxx “ uuu est un vecteur propre de B, il ne peut donc être nul! On a une
contradiction et donc, l’hypothèse de départ est fausse: on a démontré que λ ‰ 1.

Comme par hypothèse, la matrice M˚ ` N (hermitienne) est définie positive et uuu ‰ 0, on obtient

|1 ´ λ|2 xuuu, pM˚ ` Nquuuy ą 0.

On déduit alors de (R2.1) que
p1 ´ |λ|2q xuuu,Auuuy ą 0.

Comme A est hermitienne définie positive et uuu ‰ 0, on a

xuuu,Auuuy ą 0

et donc 1 ´ |λ|2 ą 0, c’est à dire |λ| ă 1.

R. 4
a. On a alors

xxxrks “ Bkxxxr0s, @k P N.

D’après le Théorème 2.60, page 17 de [1],

ρpBq ă 1 ðñ lim
kÑ`8

Bkvvv “ 000, @vvv P Cn.

On a donc
lim

kÑ`8
xxxrks “ 000.

Comme l’application xxx ÞÑ xxxx,Axxxy est continue, on en déduit

lim
kÑ`8

αk “ lim
kÑ`8

A

xxxrks,Axxxrks
E

“ 0.

b. Pour une matrice quelconque xxxx,Axxxy P C, or A étant hermitienne, on a xxxx,Axxxy P R. En effet, par propriété du
produit scalaire on a

xxxx,Axxxy “ xA˚xxx,xxxy “ xAxxx,xxxy “ xxxx,Axxxy.

Comme par hypothèse α0 P Czs0,`8r, on en déduit α0 Ps ´ 8, 0s.

c. Tout d’abord de l’égalité (2.3) avec xxx “ xxxrk´1s et yyy “ Bxxx “ xxxrks on obtient
A

xxxrk´1s,Axxxrk´1s
E

´

A

xxxrks,Axxxrks
E

“

A

pxxxrk´1s ´ xxxrksq, pM˚ ` Nqpxxxrk´1s ´ xxxrksq

E
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‚ Initialisation : montrons que pP0q est vérifiée.
On a xxxr0s ‰ 0 et xxxr1s “ Bxxxr0s.
On montre par l’absurde que xxxr1s ‰ 0. Supposons xxxr1s “ 0, alors α1 “ 0 et xxxr0s ´ xxxr1s “ xxxr0s ‰ 0. Comme
M˚ ` N est hermitienne définie positive on obtient

α0 ´ α1 “

A

pxxxr0s ´ xxxr1sq, pM˚ ` Nqpxxxr0s ´ xxxr1sq

E

ą 0

et contradiction avec α0 ď 0.
On montre ensuite par l’absurde que xxxr0s ‰ xxxr1s. Supposons xxxr1s “ xxxr0s. Par construction xxxr1s “ Bxxxr0s, et dans
ce cas, comme xxxr0s ‰ 0, p1,xxxr0sq serait un élément propre de B: contradiction avec ρpBq ă 1.
Comme xxxr0s ´ xxxr1s ‰ 0, on a

α0 ´ α1 “

A

pxxxr0s ´ xxxr1sq, pM˚ ` Nqpxxxr0s ´ xxxr1sq

E

ą 0

et donc 0 ě α0 ą α1.

‚ Hérédité : soit k P N˚. On suppose pPkq vérifiée. On a alors xxxrks ‰ 0, xxxrk`1s “ Bxxxrks et αk ď 0.
On montre par l’absurde que xxxrk`1s ‰ 0. Supposons xxxrk`1s “ 0, alors αk`1 “ 0 et xxxrks ´ xxxrk`1s “ xxxrks ‰ 0.
Comme M˚ ` N est hermitienne définie positive on obtient

αk ´ αk`1 “

A

pxxxrks ´ xxxrk`1sq, pM˚ ` Nqpxxxrks ´ xxxrk`1sq

E

ą 0

et contradiction avec αk ď 0.
On montre ensuite par l’absurde que xxxrks ‰ xxxrk`1s. Supposons xxxrk`1s “ xxxrks. Par construction xxxrk`1s “ Bxxxrks,
et dans ce cas, comme xxxrks ‰ 0, p1,xxxrksq serait un élément propre de B: contradiction avec ρpBq ă 1.
Comme xxxrks ´ xxxrk`1s ‰ 0, on a

αk ´ αk`1 “

A

pxxxrks ´ xxxrk`1sq, pM˚ ` Nqpxxxrks ´ xxxrk`1sq

E

ą 0

et donc 0 ě αk ą αk`1.

‚ Conclusion : la proposition est vérifiée pour tout k P N˚.

d. La suite pαkqkPN est donc strictement décroissante de premier terme α0 ď 0: elle ne peut converger vers 0. On a
donc une contradiction avec l’hypothèse initiale, A hermitienne non définie positive

˛

Exercice 3
Soit A P MnpRq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note ai,j la composante pi, jq

de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D représente la diagonale de A, ´E la
partie triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.
La méthode S.O.R. (successive over relaxation) est donnée par

x
rk`1s

i “
w

aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j

¸

` p1 ´ wqx
rks

i , @i P v1, nw

Q. 1
Déterminer la matrice d’itération B et le vecteur ccc tels que

xxxrk`1s “ Bxxxrks ` ccc

en fonction de D, E, F, et bbb.

Correction

R. 1
Pour la méthode S.O.R. on a , @i P v1, nw,

x
rk`1s

i “
w

aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j

¸

` p1 ´ wqx
rks

i
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ce qui s’écrit aussi
aii

w
x

rk`1s

i `

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j “ bi ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j `
1 ´ w

w
aiix

rks

i

et matriciellement on obtient
ˆ

D
w

´ E

˙

xxxrk`1s “

ˆ

1 ´ w

w
D ` F

˙

xxxrks ` bbb.

Comme la matrice
`

D
w ´ E

˘

est inversible (car triangulaire inférieure à éléments diagonaux non nuls), on a

xxxrk`1s “

ˆ

D
w

´ E

˙-1 ˆ

1 ´ w

w
D ` F

˙

xxxrks `

ˆ

D
w

´ E

˙-1

bbb

La matrice d’itération de S.O.R. est B “
`

D
w ´ E

˘-1 `

1´w
w D ` F

˘

et le vecteur ccc “
`

D
w ´ E

˘-1
bbb.

˛

Exercice 4
Soit A P MnpRq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note ai,j la composante pi, jq

de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D représente la diagonale de A, ´E la
partie triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.
La matrice d’itération de la méthode S.O.R., notée Lw, est donnée par

Lw “

ˆ

D
w

´ E

˙-1 ˆ

1 ´ w

w
D ` F

˙

. (4.1)

On pose L “ D-1E et U “ D-1F.

Q. 1
Montrer que

Lw “ pI ´ wLq
-1

pp1 ´ wqI ` wUq .

Q. 2
En déduire que

ρpLwq ě |w ´ 1|. (4.2)

Correction

R. 1
Comme E “ DL et F “ DU on obtient

Lw “

ˆ

D
w

´ DL

˙-1 ˆ

1 ´ w

w
D ` DU

˙

“

ˆ

1

w
DrI ´ wLs

˙-1 ˆ

1

w
Drp1 ´ wqI ` wUs

˙

“ pI ´ wLq
-1

ˆ

1

w
D

˙-1 ˆ

1

w
D

˙

pp1 ´ wqI ` wUq

“ pI ´ wLq
-1

pp1 ´ wqI ` wUq .

R. 2
La matrice L est triangulaire inférieure à diagonale nulle car elle est le produit d’une matrice diagonale (et donc triangulaire
inférieure) D-1 et d’une matrice triangulaire inférieure E à diagonale nulle. De même la matrice U est triangulaire
supérieure à diagonale nulle.
On sait que le déterminant d’une matrice est égale aux produits de ses valeurs propres comptées avec leurs multiplicités.
En notant n la dimension de la matrice Lw, et en notant λipLwq ses n valeurs propres, on a donc

detpLwq “

n
ź

i“1

λipLwq.
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Le rayon spectral de Lw, noté ρpLwq, correspond au plus grand des modules des valeurs propres. On a alors

ρpLwq “ max
iPv1,nw

|λipLwq| ě |detpLwq|1{n

De plus on a
detpLwq “ det

´

pI ´ wLq
-1

pp1 ´ wqI ` wUq

¯

“ det
´

pI ´ wLq
-1

¯

det ppp1 ´ wqI ` wUqq

La matrice I ´wL est triangulaire inférieure à diagonale unité donc son inverse aussi. On en déduit det
´

pI ´ wLq
-1

¯

“ 1.

La matrice p1 ´ wqI ` wU est triangulaire supérieure avec tous ses éléments diagonaux valant 1 ´ w et donc
det ppp1 ´ wqI ` wUqq “ p1 ´ wqn. On a alors |detpLwq| “ |1 ´ w|n et

ρpLwq ě |detpLwq|1{n “ |1 ´ w|.

˛

Exercice 5
On note T P MnpCq la matrice tridiagonale

T “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 c1 0 . . . 0

b2 a2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . cn´1

0 . . . 0 bn an

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (5.1)

Q. 1
Soit µ P C˚. On note Qpµq P MnpCq la matrice diagonale de diagonale pµ, µ2, . . . , µnq.

a. Expliciter la matrice Tpµq
def
“ QpµqTQ-1pµq en fonction des coefficients tridiagonaux de la matrice T et de µ.

b. Déterminer detpTpµqq en fonction de detpTq.

Soit A P MnpRq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note ai,j la composante pi, jq

de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D représente la diagonale de A, ´E la
partie triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.
On note respectivement J def

“ D-1pE ` Fq et L1
def
“ pD ´ Eq

-1F les matrices d’itérations des méthodes de Jacobi et de
Gauss-Seidel.
Soit yyy P Rn. On souhaite résoudre le système Axxx “ yyy par la méthode de Gauss-Seidel ou par la méthode de Jacobi.
On suppose dans la suite que la matrice inversible A P MnpRq s’écrit sous la forme

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

α1 ν1 0 . . . 0

β2 α2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . νn´1

0 . . . 0 βn αn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.2)

et que ses éléments diagonaux sont non nuls.

Q. 2
a. Montrer que les valeurs propres de J sont les racines du polynôme

qJpλq
def
“ detpλD ´ E ´ Fq.

b. En utilisant la question 1, montrer que qJpλq “ detpλD ´ λE ´ 1
λFq.

c. En déduire que si λ P C est valeur propre de J alors ´λ l’est aussi.

Q. 3
a. Montrer que les valeurs propres de L1 sont les racines du polynôme

qL1
pλq

def
“ detpλD ´ λE ´ Fq.

b. En déduire que
@λ P C˚, qL1

pλ2q “ λnqJpλq. (5.3)
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Q. 4
a. Comparer les valeurs propres de J à celles de L1.

b. Une des deux méthodes est-elle à privilégier dans ce cas?

Correction

R. 1
a. On peut noter que la matrice Qpµq est inversible car elle est diagonale et µ P C˚. Son inverse est la matrice diagonale

de diagonale pµ´1, µ´2, . . . , µ´nq.
1ère démonstration. On a

Tpµq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

µ 0 . . . 0

0 µ2 . . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . 0 µn

˛

‹

‹

‹

‹

‚

T

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
µ 0 . . . 0

0 1
µ2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . 0 1
µn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

µa1 µc1 0 . . . 0

µ2b2 µ2a2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . µn´1cn´1

0 . . . 0 µnbn µnan

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
µ 0 . . . 0

0 1
µ2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . 0 1
µn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 µ´1c1 0 . . . 0

µb2 a2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . µ´1cn´1

0 . . . 0 µbn an

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

2ème démonstration. Pour simplifier l’écriture, on pose Q def
“ Qpµq. Soit pi, jq P v1, nw2, on a

`

Tpµq
˘

i,j
“

`

QTQ-1˘

i,j
“

n
ÿ

k“1

`

QT
˘

i,k

`

Q-1˘

k,j

Or Q-1 est diagonale, donc
`

Q-1
˘

k,j
“ 0, si k ‰ j. Ceci donne

`

Tpµq
˘

i,j
“

`

QT
˘

i,j

`

Q-1˘

j,j
“ µ´j

`

QT
˘

i,j

“ µ´j
n

ÿ

k“1

Qi,kTk,j .

De même, Q est diagonale, donc Qi,k “ 0, si k ‰ i. Ceci donne
`

Tpµq
˘

i,j
“ µ´jQi,iTi,j “ µi´jTi,j .

La matrice T étant tridiagonale, Tpµq l’est aussi et on a
`

Tpµq
˘

i,i
“ Ti,i “ ai, @i P v1, nw (diagonale)

`

Tpµq
˘

i,i`1
“ µ´1Ti,i`1 “ µ´1ci, @i P v1, n ´ 1w (sur-diagonale)

`

Tpµq
˘

i´1,i
“ µTi´1,i “ µ´1bi, @i P v2, nw (sous-diagonale)

b. On a
detpTpµqq “ det

`

QpµqTQ-1pµq
˘

“ detpQpµqqdetpTqdetpQ-1pµqq “ detpTq,

car detpQpµqqdetpQ-1pµqq “ 1.
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R. 2
a. Les valeurs propres de J sont les racines de son polynôme caractéristique

PJpλq
def
“ detpλI ´ Jq.

Or on a

PJpλq “ det
`

λI ´ D-1pE ` Fq
˘

“ det
`

D-1pλD ´ pE ` Fqq
˘

“ detpD-1qdet
`

λD ´ pE ` Fq
˘

“ detpD-1qqJpλq.

Comme detpD-1q ‰ 0, les valeurs propres de J sont aussi les racines de qJpλq.

b. En reprenant les notations de la question 1, et en notant T la matrice

T “ λD ´ E ´ F “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λα1 ν1 0 . . . 0

β2 λα2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . νn´1

0 . . . 0 βn λαn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

la matrice Tpλq
def
“ QpλqTQ-1pλq correspond alors à

Tpλq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λα1
1
λν1 0 . . . 0

λβ2 λα2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 1

λνn´1

0 . . . 0 λβn λαn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ λD ´ λE ´
1

λ
F.

D’après la question 1, on a detpTpλqq “ detpTq ce qui donne

det
`

λD ´ λE ´
1

λ
F

˘

“ det
`

λD ´ E ´ F
˘

“ qJpλq.

c. Soit λ P C une valeur propre de J. On a donc PJpλq “ 0. Or on a

PJpλq “ detpD-1qqJpλq “ detpD-1qdet
`

λD ´ λE ´
1

λ
F

˘

et donc

PJp´λq “ detpD-1qdet
`

´ λD ` λE `
1

λ
F

˘

“ p´1qn detpD-1qdet
`

λD ´ λE ´
1

λ
F

˘

“ p´1qnPJpλq

“ 0

c’est à dire ´λ est aussi une valeur propre de J.

R. 3
a. Les valeurs propres de L1 sont les racines de son polynôme caractéristique

PL1
pλq

def
“ detpλI ´ L1q.

Or on a

PL1
pλq “ det

`

λI ´ pD ´ Eq
-1F

˘

“ det
`

pD ´ Eq
-1

pλpD ´ Eq ´ Fq
˘

“ detppD ´ Eq
-1

qdet
`

λpD ´ Eq ´ F
˘

“ detppD ´ Eq
-1

qqL1
pλq.

Comme detppD ´ Eq
-1

q “ detpD-1q ‰ 0, les valeurs propres de L1 sont aussi les racines de qL1pλq.
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b. Soit λ P C˚. On a

qL1pλ2q “ det
`

λ2pD ´ Eq ´ F
˘

“ det
`

λpλD ´ λE ´
1

λ
Fq

˘

“ λn det
`

λD ´ λE ´
1

λ
F

˘

.

Et donc on obtient bien (5.3).

R. 4
a. Si λ est une valeur propre de J alors λ2 est une valeur propre de L1. Si µ ‰ 0 est une valeur propre de L1 alors ses

racines carrées complexes ?
µ et ´

?
µ sont valeurs propres de J.

b. On a ρpL1q “ ρpJq2, et donc ρpL1q ă 1 ô ρpJq ă 1. Les deux méthodes convergent donc simultanément. Toutefois,
lorsqu’il y a convergence, on a

ρpL1q “ ρpJq2 ă ρpJq ă 1

et donc, Il faut privilégier la méthode de Gauss-Seidel car une méthode itérative converge d’autant plus vite que le
rayon spectral de sa matrice d’itération est petit.

˛

2 Exercice supplémentaire

Exercice 6
Soit A P MnpCq une matrice hermitienne définie positive et bbb P Cn.

Q. 1
Montrer les résultats suivant:

a. tous les éléments diagonaux de A sont dans R˚
`.

b. toutes les valeurs propres de A sont dans R˚
`.

c. A est inversible.

On note xxx la solution de Axxx “ bbb et on décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F où D “ diagpAq est la
matrice diagonale telle que, @i P v1, nw, Di,i “ Ai,i, E est triangulaire inférieure d’éléments diagonaux nuls, et, F est
triangulaire supérieure d’éléments diagonaux nuls.
On va étudier une méthode itérative pour la résolution du système linéaire Axxx “ bbb.
Soit xxx0 P Cn donné. On définit la suite pxxxkqkPN par, @k P N,

pD ´ Eqxxxk`1{2 “ Fxxxk ` bbb (6.1)
pD ´ Fqxxxk`1 “ Exxxk`1{2 ` bbb (6.2)

Q. 2
a. Démontrer, en justifiant toutes les opérations utilisées, que le vecteur xxxk`1 peut s’écrire sous la forme

xxxk`1 “ Bxxxk ` ccc (6.3)

en déterminant le vecteur ccc et en montrant que

B “ pD ´ Fq
-1EpD ´ Eq

-1F.

b. Montrer que
xxxk`1 ´ xxx “ Bpxxxk ´ xxxq.

c. Montrer que
D-1 “ pD ´ Eq´1 ´ D-1EpD ´ Eq´1. (6.4)

Soit pλ,pppq un élément propre de la matrice B.
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Q. 3
a. Montrer que

λAppp ` pλ ´ 1qED-1Fppp “ 0. (6.5)

b. En déduire que

λ “
xFppp,D-1Fpppy

xppp,Apppy ` xFppp,D-1Fpppy
P r0, 1r. (6.6)

c. En déduire la convergence xxxk vers xxx.

Q. 4
a. Ecrire une fonction algorithmique rD,E,Fs Ð DecomppAq retournant la décomposition de la matrice A en

A “ D ´ E ´ F.

b. Ecrire une fonction algorithmique RSLiter utilisant (6.1)-(6.2) pour approcher la solution du système linéaire
Axxx “ bbb. Pour celà on pourra utiliser les fonctions

‚ xxx Ð RSLtriinfpA, bbbq retourne la solution du système Axxx “ bbb où A est une matrice triangulaire inférieure
inversible,

‚ xxx Ð RSLtrisuppA, bbbq retourne la solution du système Axxx “ bbb où A est une matrice triangulaire supérieure
inversible.

En aucun cas, il ne faudra utiliser les matrices inverses...

Correction

R. 1
a. Soit i P v1, nw et eeei P Cn, le i-ème vecteur de la base canonique de Cn. On a

xeeei,Aeeeiy “ Ai,i.

Or, on a

xeeei,Aeeeiy “ xA˚eeei, eeeiy par propriété du produit scalaire
“ xAeeei, eeeiy car A est hermitienne

“ xeeei,Aeeeiy par propriété du produit scalaire

et donc Ai,i “ Ai,i, c’est à dire Ai,i P R.

Comme A est hemitienne définie positive, et, comme eeei ‰ 000, on a

xAeeei, eeeiy ą 0

et donc Ai,i ą 0.

b. Soit pλ,uuuq P Cˆ Cnzt000u un élément propre de A. On a

xAuuu,uuuy “ xλuuu,uuuy “ λ xuuu,uuuy

et
xuuu,Auuuy “ xuuu, λuuuy “ λ xuuu,uuuy .

Or A est hermitienne, donc on a
xAuuu,uuuy “ xuuu,A˚uuuy “ xuuu,Auuuy .

On en déduit que
λ xuuu,uuuy “ λ xuuu,uuuy .

le vecteur uuu étant non nul, on a xuuu,uuuy “ }u}
2
2 ‰ 0 et donc λ “ λ, c’est à dire λ P R.

De plus, A est définie positive entraine que

λ }u}
2
2 “ xAuuu,uuuy ą 0

et donc λ ą 0.

c. Comme toutes les valeurs propres de A sont non nulles (puique strictement positives), A est inversible.
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R. 2
a. La matrice diagonale D est inversible car, pour tout i P v1, nw, Di,i “ Ai,i ą 0.

On en déduit que les matrices D ´ E (triangulaire inférieure de diagonale la diagonale de D) et D ´ F (triangulaire
supérieure de diagonale la diagonale de D) sont inversibles.

De (6.1), on obtient en multipliant à gauche par pD ´ Eq
-1

xxxk`1{2 “ pD ´ Eq
-1Fxxxk ` pD ´ Eq

-1
bbb.

En remplaçant cette expression de xxxk`1{2 dans (6.2), on a

pD ´ Fqxxxk`1 “ E
´

pD ´ Eq
-1Fxxxk ` pD ´ Eq

-1
bbb
¯

` bbb

“ EpD ´ Eq
-1Fxxxk `

´

EpD ´ Eq
-1

` I
¯

bbb

En multipliant à gauche cette équation par pD ´ Fq
-1, on abouti a

xxxk`1 “ pD ´ Fq
-1EpD ´ Eq

-1FxxxkpD ´ Fq
-1

´

EpD ´ Eq
-1

` I
¯

bbb

En posant

B “ pD ´ Fq
-1EpD ´ Eq

-1F

ccc “ pD ´ Fq
-1

´

EpD ´ Eq
-1

` I
¯

bbb

on obtient (6.3).

b. La matrice A est inversible et donc xxx est bien définie. De l’équation (6.1), on déduit

pD ´ Eqxxxk`1{2 “ Fxxxk ` Axxx “ Fxxxk ` pD ´ E ´ Fqxxx

et donc
pD ´ Eqpxxxk`1{2 ´ xxxq “ Fpxxxk ´ xxxq (R6.2)

De la même manière à partir de l’équation (6.2), on déduit

pD ´ Fqpxxxk`1 ´ xxxq “ Epxxxk`1{2 ´ xxxq (R6.3)

En utilisant (R6.2), l’équation (R6.4) devient

pD ´ Fqpxxxk`1 ´ xxxq “ EpD ´ Eq
-1Fpxxxk ´ xxxq

c’est à dire
xxxk`1 ´ xxx “ Bpxxxk ´ xxxq.

c. L’expression à démontrer est bien définie car D et D ´ E inversibles. De plus on a

I “ pD ´ EqpD ´ Eq
-1

En multipliant à gauche cette équation par D-1 on obtient

D-1 “ D-1pD ´ EqpD ´ Eq
-1

“ pD ´ Eq
-1

´ D-1EpD ´ Eq
-1
.

R. 3
a. On a

Bppp “ λppp ô pD ´ Fq
-1EpD ´ Eq

-1Fppp “ λppp

ô EpD ´ Eq
-1Fppp “ λpD ´ Fqppp

ô D-1EpD ´ Eq
-1Fppp “ λD-1pD ´ Fqppp

De (6.4), on a
D-1EpD ´ Eq

-1
“ pD ´ Eq

-1
´ D-1
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et donc

Bppp “ λppp ô

´

pD ´ Eq
-1

´ D-1
¯

Fppp “ λD-1pD ´ Fqppp

ô pD ´ Eq

´

pD ´ Eq
-1

´ D-1
¯

Fppp “ λpD ´ EqD-1pD ´ Fqppp

ô
`

I ´ I ` ED-1˘

Fppp “ λpI ´ ED-1qpD ´ Fqppp

ô ED-1Fppp “ λpD ´ E ´ F ` ED-1Fqppp

ô ED-1Fppp “ λpA ` ED-1Fqppp

On en déduit alors
λAppp ` pλ ´ 1qED-1Fppp “ 0.

b. On déduit de l’équation (6.5)

0 “
@

ppp, λAppp ` pλ ´ 1qED-1Fppp
D

“ λ xppp,Apppy ` pλ ´ 1q
@

ppp,ED-1Fppp
D

et donc
λ

`

xppp,Apppy `
@

ppp,ED-1Fppp
D ˘

“
@

ppp,ED-1Fppp
D

(R6.4)

Comme la matrice A est définie positive, on a xAppp,pppy ą 0 car ppp ‰ 000 (vecteur propre) et donc

xppp,Apppy “ xAppp,pppy “ xAppp,pppy ą 0.

De plus on a
@

ppp,ED-1Fppp
D

“
@

E˚ppp,D-1Fppp
D

.

La matrice A étant hermitienne, on a E˚ “ F et donc
@

ppp,ED-1Fppp
D

“
@

Fppp,D-1Fppp
D

.

La matrice A étant définie positive, la matrice diagonale D est définie positive car di,i ą 0, @i P v1, nw, et donc D-1

aussi. Comme Fppp n’est pas nécessairement non nul, on a
@

D-1Fppp,Fppp
D

P R`.

On en déduit
@

Fppp,D-1Fppp
D

“ xD-1Fppp,Fpppy “
@

D-1Fppp,Fppp
D

ě 0.

De l’équation (R6.4), on obtient
λpxppp,Apppy `

@

Fppp,D-1Fppp
D

q “
@

Fppp,D-1Fppp
D

.

Or
xppp,Apppy `

@

Fppp,D-1Fppp
D

ą 0 donc ‰ 0

ce qui donne

λ “
xFppp,D-1Fpppy

xppp,Apppy ` xFppp,D-1Fpppy
.

On a alors λ P r0, 1r.

c. En posant eeek “ xxxk ´ xxx on a alors
eeek “ Bkeee0, @k ě 0.

Or la suite xxxk converge vers xxx si et seulement si la suite eeek converge vers 000. Pour celà, d’après le Théorème 2.60,
page 17 de [1], il est nécessaire et suffisant d’avoir ρpBq ă 1. Comme toutes les valeurs propres de B sont dans r0, 1r,
on a ρpBq ă 1 et donc la convergence est assurée.

R. 4
a. Voici une correction possible:
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Algorithme 1 Décomposition d’une matrice A en D ´ E ´ F
Données :

A : matrice de MnpKq

Résultat :
D : matrice de MnpKq diagonale,
E : matrice de MnpKq triangulaire inférieure à diagonale nulle,
F : matrice de MnpKq triangulaire supérieure à diagonale nulle.

1: Fonction rD,E,Fs Ð Decomp( A )
2: D Ð OOOn,n, E Ð OOOn,n, F Ð OOOn,n

3: Pour i Ð 1 à n faire
4: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire
5: Epi, jq Ð ´Api, jq

6: Fin Pour
7: Dpi, iq Ð Api, iq
8: Pour j Ð i ` 1 à n faire
9: Fpi, jq Ð ´Api, jq

10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Fonction

b. Connaissant les vecteurs xxxk et bbb, ainsi que les matrices D, E et F, il est possible de déterminer xxxk`1 en effectuant
les opérations suivantes:

xxxk`1{2 Ð RSLtriinfpD ´ E,Fxxxk ` bbbq
xxxk`1 Ð RSLtrisuppD ´ F,Exxxk`1{2 ` bbbq

car les matrices D ´ E et D ´ F sont respectivement triangulaire inférieure et triangulaire supérieure.
Voici une correction possible:

Algorithme 2 Méthode itérative de l’exercice pour la résolution d’un système linéaire Axxx “ bbb

Données :
A : matrice de MnpKq d’éléments diagonaux non nuls
bbb : vecteur de Kn,
xxx0 : vecteur initial de Kn,
ε : la tolérence, ε P R`,
kmax : nombre maximum d’itérations, kmax P N˚

Résultat :
XXX : un vecteur de Kn

1: Fonction XXX Ð RSLiter( A, bbb,xxx0, ε, kmax )
2: k Ð 0, XXX Ð H

3: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx,
4: tol Ð εp}bbb} ` 1q

5: rD,E,Fs Ð DecomppAq

6: L Ð D ´ E, U Ð D ´ F
7: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
8: k Ð k ` 1
9: xxx Ð RSLtriinfpL,F ˚ xxx ` bbbq

10: xxx Ð RSLtrisuppU,E ˚ xxx ` bbbq
11: rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx,
12: Fin Tantque
13: Si }rrr} ď tol alors
14: XXX Ð xxx
15: Fin Si
16: Fin Fonction

˛
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