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1 Exercices du cours

Exercice 1
Soit A une matrice inversible décomposée sous la forme A = M — N avec M inversible. On pose
B=M'N et ¢=M"b.

Montrer que la suite définie par
zl0 e K* et zlFt = BglFl 4 ¢

converge vers Z = A™'b quelque soit z!% si et seulement si p(B) < 1.

Correction On rappelle tout d’abord le Théoréme page |17 de [1]:

Théoréme. Soit B une matrice carrée. Les conditions suivantes sont équivalentes :
: kE _
a. limg_, B* =0,
b. limy_o B*v =0 pour tout vecteur v,

c. pP(B) <1,

d. |B|| <1 pour au moins une norme matricielle subordonnée |e| .

Comme Z = A~'b (sans présupposer de la convergence) on a
AZ =b<= Mx =Nz +b

et, comme M est inversible
z=M'Nz+M?'b=Bz+c

On obtient donc
I — x[k-‘rl] _ B(i‘ _ m[k])
Or la suite z[*] converge vers Z si et seulement si la suite elkl £z — gl converge vers 0. On a
Vke N, el®l = BFel®

D’aprés le théoréme cité, on a limy_, , B*el?l = 0, Vel®l € K" si et seulement si p(B) < 1. o

Exercice 2

Soit A € M, ,(C) une matrice hermitienne inversible décomposée en A = M—N ot M est inversible. On note B = 1—M-*A.


https://www.math.univ-paris13.fr/~cuvelier/docs/Enseignements/MACS1/AnaNumI/24-25/rappels_print-2by1.pdf
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Q. 3

Montrer que la matrice M* + N est hermitienne.

On a

(M* + N)* =M + N*
=A+ N+ N*=A* -+ N+ N* car A est hermitienne
=M*+N.

La matrice M* + N est donc hermitienne.

On suppose maintenant que M* + N est définie positive.

Soit & un vecteur quelconque de C" et y = Bzx.

a. Montrer que

(x, Az — (y, Ay = (z, AM A + (M-'Az, Az — (M~'Az, AM~Az)) 2.1)
et
z—y=M7'Az. (2.2)
b. En déduire que
(x,Az) — (Y, Ay) = (@ —y), M* + N)(z —y)). (2.3)
a. On ay = Bz avec B = | — M"!A ce qui donne

r—y=z—Bz=(1-B)z=M"Az.
L’équation est donc démontrée. Pour prouver , on note que
y=2—M?*Azx
et donc

(y,Ay) =(x —M'Az,A(x — M 'Az))
= (z,Az) —(M'Az,Az) — (z, AMAz) + (M"'Az, AMAz ) .

On en déduit immeédiatement (2.1)).
b. En utilisant (2.2]), on obtient

(& —y,(M*+N)(z—y)) =M 'Az, (M* + N)M*Az)
= (M*Az, (M + N*)M*Az) car M* + N hermitienne
— (M'Az, (M+ M* — A)MAZ) car N =M — A
= <M'1A:1;,A:1:> —+ <M'1A.'z:, M*M‘1M> — <M'1A:1:,AM'1A:B> car A hermitienne

Or, par propriété du produit scalaire, on a
M Az, M*M Az ) = (MM Az, M Az ) = (Az,M"'Az) = (z,A*"M'Az) .
Comme A est hermitienne, on obtient
(M Az, M*M Az ) = (z, AM'Az) .
On abouti alors &
(z—y, (M*+N)(x —y)) = M Az, Az) + (x, AMAz) — (M Az, AM Az ) .

L’équation ([2.3]) est obtenue en utilisant (2.1)).

Montrer que si A est définie positive alors p(B) < 1.



Q.

3
On veut démontrer que sous les hypothéses A hermitienne définie positive et M* + N (hermitienne) définie positive on a

4

P(B) < 1, c’est a dire que pour tout élément propre (A,u) de B alors |\ < 1.
Soit (A,u) € C x C™\{0} un élément propre de B. On a Bu = u. En prenant £ = u dans Q[2} on a y = Bu = Mu et donc
z—y = (1— Nu. De (2.3) on obtient

Cu, Auy — O, MAu)y = (1 — N, (M* +N)((1 — Nu))

c’est a dire
(1-— |)\|2) (u,Auy = |1 — /\|2 (u, (M* 4+ N)u). (R2.1)

On va montrer que |1 — A| > 0, c’est & dire A # 1. Pour cela on effectue une démonstration par Pabsurde.

Par I’absurde on suppose A = 1. Dans ce cas, comme Bu = u, on a £ = y. De (2.2)), on déduit alors M"*Az = 0 et
comme A et M~! sont inversibles £ = 0. Or £ = u est un vecteur propre de B, il ne peut donc étre nul! On a une
contradiction et donc, 'hypothése de départ est fausse: on a démontré que A # 1.

Comme par hypothése, la matrice M* + N (hermitienne) est définie positive et u # 0, on obtient
11— \* (u, (M* + N)u) > 0.

On déduit alors de (R2.1)) que
(1 — |\ (u, Au) > 0.

Comme A est hermitienne définie positive et u # 0, on a
(u, Auy >0
et donc 1 — [A]2 > 0, c’est a dire |\ < 1.

On suppose P(B) < 1 et on va démontrer, par ’absurde, que A est définie positive.
On suppose qu’il existe £[°) € C™\{0} tel que ag = <:l:[0],A:l:[0]> € C\]0, +o[. On défini alors les suites
vk e N*, 28 = BalF-1 ¢t o = <x[k],Ax[k]>.

a. Montrer que
lim z¥1 =0 et lim ag = 0.

k—+0o0 k—+o0
b. Montrer que ag €] — 0, 0].

c. Démontrer par récurrence sur k € IN* que

(Pr) : zl¥] #0, gkl — glh—1l #0, et 0= ak_1 > ag.

d. Conclure.

a. On a alors
z*l = BFzl% vk e IN.

D’aprés le Théoréme page [17] de 11,
p(B) <1 «— lim BFv» =0, Ywe C".

k—+o0

On a donc
lim z*! = 0.

k—>+00
Comme I'application z — {(z, Az) est continue, on en déduit

lim ap = lim z[k]7A:1:[k]> = 0.

k—+o0 k— 400

b. Pour une matrice quelconque {(z,Az) € C, or A étant hermitienne, on a (x,Az) € R. En effet, par propriété du

produit scalaire on a
(@,AT) = (A*2,3) = (Az,2) = (2, Ag).

Comme par hypothése ag € C\]0, +o0[, on en déduit ag €] — 00, 0].



c. Tout d’abord de légalité ([2.3) avec z = zl*~1 et y = Bz = z[*] on obtient

<x[k U gtk 1> < k]Azk]> < [k—1] )(M*+N)( [k—1] _ z[k])>

e Initialisation : montrons que (Py) est vérifiée.
On a z!9 +# 0 et 2l = Bz,
On montre par labsurde que z!*! # 0. Supposons ! = 0, alors a3 = 0 et 20 — 21 = 2[°1 £ 0. Comme
M* 4+ N est hermitienne définie positive on obtient

0—a1—< M*+N)<(B[O] 2:[1 >>O

et contradiction avec ag < 0.

On montre ensuite par Iabsurde que £ % 211, Supposons z[* = z[%. Par construction z[* = Bz, et dans
ce cas, comme z!% % 0, (1,3:[0]) serait un élément propre de B: contradiction avec p(B) < 1.

Comme z[® —z[ 20, on a

ap — oy = <(m[0] — 2, (M* + N) ([ — :1:[1])> >0

et donc 0 = ap > ;.

e Hérédité : soit k € IN*. On suppose (Py) vérifice. On a alors ¥ # 0, zlF+1] = Bzl*] et oy, < 0.
On montre par Pabsurde que z*+11 = 0. Supposons zlF+1 = 0, alors aj1 = 0 et zlFl — glk+11 — gkl 0,
Comme M* + N est hermitienne définie positive on obtient

ap = apr = (@M = 2l), (4 Ny - 2l 1))) > 0

et contradiction avec oy < 0.

On montre ensuite par Pabsurde que z*! # z[*+11 Supposons z!*+1] = z[*]. Par construction zlF+11 = Bzl
et dans ce cas, comme z!*] 0, (1, 2!¥]) serait un élément propre de B: contradiction avec p(B) < 1.

Comme z*] — 2F+1 £ 0, on a

U — Qg1 = <(.’z:[k] — gk (M 4 N (2F) — x[k+1])> >0

et donc 0 = oy, > Q4.

e Conclusion : la proposition est vérifiée pour tout k € IN*.

d. La suite (ag)ren est donc strictement décroissante de premier terme «g < 0: elle ne peut converger vers 0. On a
donc une contradiction avec I’hypothése initiale, A hermitienne non définie positive

Exercice 3

Soit A € M, (R) une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note A; ; la composante (7,7) de
la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A = D — E — F, ou D représente la diagonale de A, —E la partie
triangulaire inférieure stricte et —F la partie triangulaire supérieure stricte.

La méthode S.O.R. (successive over relaxation) est donnée par

i—1 n
w .
xl[»kﬂ] ™ (bi —j:E 1Az’jl‘gk+1] _ E Aijl'gk]> +(1—- w)x?% Vie [1,n]

j=i+1

.1
Déterminer la matrice d’itération B et le vecteur ¢ tels que

zl+t — Blkl 4 ¢

en fonction de D, E, F, et b.

1
Pour la méthode S.O.R. on a , Vi € [1,n],

[k+1] w (b B EA” k+1] _ Z Aijxg-k]> +(1_w)$z[_k]

j=i+1



ce qui s’écrit aussi

i—1

A,/,

zzx£k+1] + ZAijx[k+1]

w J
Jj=1

et matriciellement on obtient

D

Comme la matrice (w

D
LI+ (
w

n
k 1—w
= bz — Z Aijxg‘ ] + TA“‘Z‘

Lk]
K2
j=i+1

(D — E) g+t = (HUD + F) z* +p.
w w

= E) est inversible (car triangulaire inférieure a éléments diagonaux non nuls), on a

o)

La matrice d’itération de S.O.R. est B = (% — E)_1 (PTwD + F) et le vecteur ¢ = (%

1—w

D -1
D+F>x[k]+ (—E) b
w w

~E)7'b.

Exercice 4

Soit A € M, (R) une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note A; ; la composante (7,;) de
la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A = D — E — F, ot D représente la diagonale de A, —E la partie
triangulaire inférieure stricte et —F la partie triangulaire supérieure stricte.

La matrice d’itération de la méthode S.O.R., notée L,,, est donnée par

Q.1

R.

-1
Ly = (D—E> <1_wD+F>. (4.1)
w w
On pose L = D'E et U = D"'F.
Montrer que
Lo=1—wl)" (1 —w)l+wU).
! Comme E = DL et F = DU on obtient
-1
Lo = <D - DL) (H”D + DU)
w w
~ (Yo wy) (Lopa - wi +wyl
= w w w w w
= (l—wL)™? 1p ) 1p (1 — w)l + wU)
= w w w
= (I —wL)™ (1 — w)l + wU).
En déduire que
P(Lw) = Jw—1]. (4.2)
2

La matrice L est triangulaire inférieure a diagonale nulle car elle est le produit d’une matrice diagonale (et donc triangulaire
inférieure) D! et d’une matrice triangulaire inférieure E & diagonale nulle. De méme la matrice U est triangulaire
supérieure a diagonale nulle.

On sait que le déterminant d’une matrice est égale aux produits de ses valeurs propres comptées avec leurs multiplicités.
En notant n la dimension de la matrice £,,, et en notant \;(L,,) ses n valeurs propres, on a donc

det(cw) = ﬁ )\z(‘cw)

Le rayon spectral de L, noté p(L,,), correspond au plus grand des modules des valeurs propres. On a alors

P(Ly) = max |N;(Ly)] = |det(Ly,)[M"
i€[1,n]

De plus on a
det(Ly,) = det ((l —wl) (1 - w)l + wU)) — det ((| - wL)‘l) det (((1 — w)l + wU))

La matrice | —wL est triangulaire inférieure & diagonale unité donc son inverse aussi. On en déduit det ((I — wL)_l) =1.

La matrice (1 — w)l + wU est triangulaire supérieure avec tous ses éléments diagonaux valant 1 — w et donc



det (((1 —w)l + wU)) = (1 —w)™. On a alors |det(Ly,)| = |1 —w|™ et

P(Ly) = | det(Ly)]V™ = |1 —w).

Exercice 5

On note T € M,,(C) la matrice tridiagonale

ai ¢ O 0
by as :
T=|o . - - o | (5.1)
e
0 0 b, an

Q.1

Soit p e C*. On note Q(u) € M,,(C) la matrice diagonale de diagonale (u, p?, ..., u").

def

a. Expliciter la matrice T(p) = Q(u)TQ (1) en fonction des coefficients tridiagonauz de la matrice T et de p.
b. Déterminer det(T(u)) en fonction de det(T).

a. On peut noter que la matrice Q(u) est inversible car elle est diagonale et © € C*. Son inverse est la matrice diagonale

de diagonale (p=t, u=2, ..., u7").
lére démonstration. On a
©o 0 0 L0 0
2 . . 0 1
Tw = | * T
n 1
0 (U 0 U
parper 0 0 L0 .0
(2by  pPas 0 1
. s
= 0 0 "
. . 0
.. Mn Cr1 0 0 177/
0 e 0 wu"b, whan, .
a1 ,u*101 0 0
i as
= 0 0
e ,uilcn—l
0 0 b, Qn

2éme démonstration. Pour simplifier I'écriture, on pose Q £ Q(u). Soit (4,7) € [1,n]?, on a
n

(T('u’))i,j = (QTQ_l)i,j = Z (QT)i,k(Q_1>k,j

k=1
Or Q7! est diagonale, donc (Q‘i)kj =0, si k # j. Ceci donne

(Tw),;, = @T),,@"),,=r7(@QT),,

j
) n
= 17 Y QuiThye
k=1
De méme, Q est diagonale, donc Q; ;, = 0, si k # i. Ceci donne

(T(w),;, = w7QuiTiy=p"Tiy.
La matrice T étant tridiagonale, T(u) l'est aussi et on a
(T(“))i,i =T,i=a, Vie[1,n] (diagonale)
<T('u))i,i+1 =p T = p e, Vie[l,n—1] (sur-diagonale)
(T(w),_y, = mTic1i = p by, Vi e [2,n] (sous-diagonale)

)



b. On a
det(T(1)) = det (Q(u)TQ (1)) = det(Q(x)) det(T) det(Q"* (1)) = det(T),

car det(Q(p)) det(Q7*(u)) = 1.

Soit A € M,,(R) une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note A; ; la composante (4, j) de
la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A = D — E — F, ou D représente la diagonale de A, —E la partie
triangulaire inférieure stricte et —F la partie triangulaire supérieure stricte.

On note respectivement J = D*(E + F) et £; = (D — E)_IF les matrices d’itérations des méthodes de Jacobi et de
Gauss-Seidel.

Soit y € R™. On souhaite résoudre le systéme Az = y par la méthode de Gauss-Seidel ou par la méthode de Jacobi.

On suppose dans la suite que la matrice inversible A € M,,(R) s’écrit sous la forme

ar v 0 0
B2 az :
A=lo . - o (5.2)
S
0 0 Bn on

et que ses éléments diagonaux sont non nuls.

Q-2 a. Montrer que les valeurs propres de J sont les racines du polyndme
q3(\) £ det(A\D —E — F).
b. En utilisant la question montrer que q3(\) = det(AD — AE — 1F).
c. En déduire que si A € C est valeur propre de 3 alors —\ [’est aussi.
R. 2

a. Les valeurs propres de J sont les racines de son polynéme caractéristique
P3(\) = det(Al — J).
Or on a
P3(A) = det (ANl —D*(E+F))
= det (D'(AD — (E+F)))

= det(D")det (AD — (E + F))
= det(D)g3(N).

Comme det(D™) # 0, les valeurs propres de J sont aussi les racines de g3(\).

b. En reprenant les notations de la question [1} et en notant T la matrice

AO&l %41 0 e 0
B2 Aag :
T—AD-E-F=| ¢ . - -
: R Vn—1
O e O ﬂn >\an
la matrice T(A) £ Q(A)TQ ()\) correspond alors a
)\Oél %lll 0 NN 0
)\ﬁg )\042 . 1
T(A) = e = AD — AE — —F.
(A) 0 . . . 0 A\
: R 7
0 PN 0 )\,Bn AO{n

D’apres la question |1} on a det(T(A)) = det(T) ce qui donne

det (AD — \E — %F) =det (AD —E = F) = q3(}).
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. Soit A € C une valeur propre de J. On a donc P3(A) = 0. Or on a

P3(\) = det(D!)g3()\) = det(D™!) det (/\D — )\E — %F)

et donc

1
Py(=\) det(D) det (— AD + AE + 1F)

(=1)" det(D™*) det (AD — AE — %.:)
= (=1)"P3(N)
=0

c’est a dire —\ est aussi une valeur propre de J.

. Montrer que les valeurs propres de L1 sont les racines du polynome

qc,(\) £ det(AD — AE — F).

. En déduire que

YAe C*, qr, (A = A"g3(N). (5.3)

. Les valeurs propres de £; sont les racines de son polynéme caractéristique

Pr (M) E det(M — £y).

Or on a
Pz, (\) = det(Al—(D—E)"F)
= det (D-E)'(A\(D-E)—F))
= det((D—E)™")det (A(D—E) —F)
= det((D—E) Mg, (V)

Comme det((D — E)™) = det(D!) # 0, les valeurs propres de £1 sont aussi les racines de gz, (A).

. Soit A€ C*. On a

qz,(\?) = det(\*(D—E)—F)

det (A(AD — AE — %F))

= A"det (AD — AE — %F).

Et donc on obtient bien (5.3)).

. Comparer les valeurs propres de J a celles de L.

. Une des deux méthodes est-elle a privilégier dans ce cas?

. Si A est une valeur propre de J alors A2 est une valeur propre de £;. Si p # 0 est une valeur propre de £ alors ses

racines carrées complexes /u et —,/u sont valeurs propres de J.

. Onap(L1) = p(J)?, et donc p(L£1) < 1 < p(J) < 1. Les deux méthodes convergent donc simultanément. Toutefois,

lorsqu’il y a convergence, on a
p(L1) = p(I3)? <p(I) <1

et donc, Il faut privilégier la méthode de Gauss-Seidel car une méthode itérative converge d’autant plus vite que le
rayon spectral de sa matrice d’itération est petit.



2 Exercice supplémentaire

Exercice 6

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive et b € C".

Q.1

Montrer les résultats suivant:
a. tous les éléments diagonauz de A sont dans RY.
b. toutes les valeurs propres de A sont dans R .

c. A est inversible.

a. Soit i € [1,n] et e; € C™, le i-éme vecteur de la base canonique de C"™. On a

<€Z‘, A62> = Al,z

Or, on a
le;, Ae;y = (A¥e;,e;) par propriété du produit scalaire
= (Ae;,e;» car A est hermitienne
= {e;, Ae;) par propriété du produit scalaire

et donc A;; = A;;, c’est & dire A;; € R.

Comme A est hemitienne définie positive, et, comme e; # 0, on a
<A6i, 6i> >0

et donc A;; > 0.

b. Soit (A\,u) € C x C™"\{0} un élément propre de A. On a
P,y = Oy = Xy

et
(u, Auy = (u, )y = A{u,u).

Or A est hermitienne, donc on a
Au,u)y = (u, A*u)y = (u, Au)y.

On en déduit que -
Au,uy = A{u,u)y.

le vecteur u étant non nul, on a (u,uy = HuH; # 0 et donc A\ = ), c’est a dire A € R.

De plus, A est définie positive entraine que
Aul? = (Au,u) > 0

et donc A > 0.

c. Comme toutes les valeurs propres de A sont non nulles (puique strictement positives), A est inversible.

On note z la solution de Az = b et on décompose la matrice A sous la forme A = D —E —F ot D = diag(A) est la matrice
diagonale telle que, Vi € [1,n], D;; = A;;, E est triangulaire inférieure d’éléments diagonaux nuls, et, F est triangulaire
supérieure d’éléments diagonaux nuls.

On va étudier une méthode itérative pour la résolution du systéme linéaire Az = b.

Soit g € C™ donné. On définit la suite (2 )ken par, Vk € IN,

(D — E)xk+1/2 ka +b (61)
(D=F)zp1 = Expyp+d

.2
a. Démontrer, en justifiant toutes les opérations utilisées, que le vecteur 1 peut s’écrire sous la forme

ZTp.1 =Bz +c (6.3)



en déterminant le vecteur ¢ et en montrant que

B=(D—-F)'E(D-E)'F.

b. Montrer que
Tpi1 — T = Bz — ).

c. Montrer que
D'=(D-E)"'-D'ED-E)"" (6.4)

a. La matrice diagonale D est inversible car, pour tout i € [1,n], D;; = A;; > 0.

On en déduit que les matrices D — E (triangulaire inférieure de diagonale la diagonale de D) et D — F (triangulaire
supérieure de diagonale la diagonale de D) sont inversibles.

De ([6.1]), on obtient en multipliant a gauche par (D — E)_1
Tyi12 = (D—E)'Fzy + (D —E)7'b.

En remplagant cette expression de xj,/, dans (6.2), on a

(D - Flzss E ((D — E)Fzj, + (D — E)‘1b> +b
— E(D—E)'Fz; + (E(D Bty |) b

En multipliant & gauche cette équation par (D — F)_l, on abouti a

Zis1 = (D — F)"E(D — E) 'Fas(D — F) ™ (E(D —E) + |) b
En posant
B=(D-F)'E(D-E)'F
c=D-F)"! (E(D —E)t 4 |) b
on obtient .
b. La matrice A est inversible et donc x est bien définie. De 1’équation , on déduit
(D—=BE)zyt12 =Fzp + Az =Fz) + (D-E-F)z

et donc
(D—E)@kt12 —2) = F(z) —2) (R6.2)

De la méme maniére & partir de I’équation , on déduit
(D=F)(@k+1 —2) = E(@ps12 — 2) (R6.3)
En utilisant (R6.2)), 'équation devient
(D~ F)(@rs1 — ) = E(D —E)"Flzx — )

c’est a dire
Tpt1 —Z = B(zy —x).

c. L’expression & démontrer est bien définie car D et D — E inversibles. De plus on a
I=(D—E)D—-E)"
En multipliant & gauche cette équation par D! on obtient

D D'D-E)D-E)*

= (D-E)'-D'E(D-E)™"

Soit (A,p) un élément propre de la matrice B.

10



.3

. Montrer que

MAp + (A — 1)ED"*Fp = 0. (6.5)

. En déduire que

B (Fp,D"'Fp)
{p,Ap) + (Fp,D-Fp)

e [0,1]. (6.6)

. En déduire la convergence xy, vers x.

. On a
Bp=X < (D—F)'E(D—E)'Fp=J\p
< E(D-E)'Fp=AD-F)p
< DE(D—-E)'Fp=AD*D-F)p
De , on a
DE(D-E)'=(MD-E)*" -D*
et donc

0

Bp = \p ((D Bt D-l) Fp=AD}(D - F)p

(D —E) ((D Bt D‘1> Fp = A(D— E)D}(D — F)p

(I1—1+ED*)Fp = A(I —ED)(D — F)p
ED'Fp = A(D—E — F + ED'F)p
ED'Fp = A(A+ED'F)p

¢ ¢ ¢ 9

On en déduit alors
Mp + (A — 1)ED‘1Fp =0.

. On déduit de I'équation (6.5))

0 = <p, Mp + (A — 1)ED‘1Fp>

= Mp,Ap)+ (A —1){p,ED'Fp)

et donc
M {p,Ap) + {p,ED'Fp)) = (p,ED'Fp) (R6.4)

Comme la matrice A est définie positive, on a (Ap,p) > 0 car p # 0 (vecteur propre) et donc

{p,Ap) = (Ap,p) = (Ap,p) > 0.
De plus on a

<p, ED'le> = <E*p, D'le> .
La matrice A étant hermitienne, on a E* = F et donc

{p,ED'Fp) = (Fp,D*Fp).
La matrice A étant définie positive, la matrice diagonale D est définie positive car d;; > 0, Vi € [1,n], et donc D™*
aussi. Comme Fp n’est pas nécessairement non nul, on a
(D'Fp,Fp) e R*.
On en déduit
(Fp,D'Fp) = (D-'Fp,Fp) = (D"'Fp,Fp) > 0.
De I'équation (R6.4)), on obtient
A({p, Ap) + (Fp,D"*Fp)) = (Fp,D"'Fp).
Or
(p,Ap) + (Fp,D*Fp) > 0 donc # 0
ce qui donne
_ (Fp,D"'Fp)
(p,Ap) + (Fp,D*Fp)’

On a alors A € [0, 1].

. En posant e, = x, — x on a alors

e, = BFeq, VEk > 0.

Or la suite z;, converge vers z si et seulement si la suite ej, converge vers 0. Pour cela, d’aprés le Théoréme [2.60]
page de [1], il est nécessaire et suffisant d’avoir p(B) < 1. Comme toutes les valeurs propres de B sont dans [0, 1],
on a P(B) < 1 et donc la convergence est assurée.
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a. Ecrire une fonction algorithmique [D,E,F] « Decomp(A) retournant la décomposition de la matrice A en A =
D-E-F

b. Ecrire une fonction algorithmique RSLiter utilisant (6.1)-(6.2) pour approcher la solution du systéme linéaire Ax = b.
Pour cela on pourra utiliser les fonctions

e £ «— RSLtriinf(A,b) retourne la solution du systéme Az = b ou A est une matrice triangulaire inférieure
inversible,

e £ «— RSLtrisup(A,b) retourne la solution du systéme Az = b ou A est une matrice triangulaire supérieure
inversible.

En aucun cas, il ne faudra utiliser les matrices inverses...

a. Voici une correction possible:

Algorithme 1 Décomposition d’une matrice Aen D —E — F

Données :
A . matrice de M, (K)
Résultat :
D : matrice de M, (K) diagonale,
E : matrice de M, (K) triangulaire inférieure a diagonale nulle,
F : matrice de M,,(K) triangulaire supérieure a diagonale nulle.

1: Fonction [D, E,F] < Decomp( A )
2 D‘_On,nv E(_On,ny F‘_On,n
3 Pour i < 1 a n faire
4: Pour j — 1 ai—1 faire
5: E(i,7) < —A(4,J)
6 Fin Pour

7 D(7,1) <« A(i, 1)

8 Pour j — i+ 1 an faire
9: F(27]> - _A<iaj)

10: Fin Pour

11:  Fin Pour

12: Fin Fonction

b. Connaissant les vecteurs zj et b, ainsi que les matrices D, E et F, il est possible de déterminer xj,1 en effectuant
les opérations suivantes:

Zj41/2 < RSLtriinf(D — E, Fxy, +b)
Zj.1 < RSLtrisup(D — F, Efl;k+1/2 +b)

car les matrices D — E et D — F sont respectivement triangulaire inférieure et triangulaire supérieure.
Voici une correction possible:
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Algorithme 2 Méthode itérative de l’exercice pour la résolution d’un systéme linéaire Az = b

Données :

A : matrice de M,,(K) d’éléments diagonaux non nuls

b : vecteur de K",

zV vecteur initial de K™,

€ : la tolérence, € € R,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Reésultat :

X :  un vecteur de K"

1: Fonction X < RSLiter( A,b,z°, e, kmax )
2 k—0,X<—g

3 z—xr—b—Axzx,
4 tol < g(|b] + 1)

5. [D,E,F] « Decomp(A)
¢ L<D-E,U—D-F

7. Tantque |r| > tol et k < kmax faire
8

9

k—k+1
:  — RSLtriinf(L, F + 2 + b)
10: z «— RSLtrisup(U, E x 2 + b)

11: r—b—Axx,
12:  Fin Tantque

13:  Si |r| < tol alors
14: X =2

15:  Fin Si

16: Fin Fonction
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