
Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Résolution de systèmes non linéaires

Exercice 1

Q. 1 Montrer que les fonctions lipschitziennes sont uniformément continues. ˝

Soient I un intervalle et f P C1pI;Rq

Q. 2 On suppose que f 1 est bornée, i.e.

DL P R`, tel que @x P I, |f 1pxq| ď L.

Montrer que f est lipschitzienne de rapport L. ˝

Q. 3 Soit L P R`. On suppose f lipschitzienne de rapport L.
Montrer que f 1 est bornée. ˝

1 Recherche des zéros d’une fonction

Exercice 2 : Méthode de Dichotomie

On suppose que la fonction f est continue sur ra, bs, vérifie fpaqfpbq ă 0 et qu’il existe un unique α Psa, br
tel que fpαq “ 0. On défini les trois suites pakqkPN, pbkqkPN et pxkqkPN par

‚ a0 “ a, b0 “ b et x0 “ a`b
2 ,

‚ @k P N,
$

’

&

’

%

ak`1 “ bk`1 “ xk si fpxkq “ 0,

ak`1 “ xk, bk`1 “ bk si fpbkqfpxkq ă 0,

ak`1 “ ak, bk`1 “ xk si fpakqfpxkq ă 0.

et
xk`1 “ pak`1 ` bk`1q{2.

Q. 1 a. Montrer que les suites pakq et pbkq convergent vers α.

b. En déduire que la suite pxkq converge vers α.
˝

Q. 2 a. Montrer que pour tout k P N, |xk ´ α| ď b´a
2k`1 .

b. Soit ϵ ą 0. En déduire que si k ě
logp

b´a
ϵ q

logp2q
´ 1 alors |xk ´ α| ď ϵ.

˝

Q. 3 [Algo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée Dichotomie, retournant une approximation de
α avec une précision de ϵ ainsi que le nombre d’itérations nécessaire. ˝
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Exercice 3

Soient I “ r0, π{2s et
"

Φ : I ÝÑ R

x ÞÝÑ sinpxq
. Soit x0 P Izt0u. Pour tout k P N, on pose

xk`1 “ Φpxkq.

Q. 1 a. Montrer que la suite pxkqkPN est bien définie.

b. Montrer que la suite converge vers α P I que l’on déterminera.
˝

Q. 2 a. Montrer que

lim
kÑ`8

|xk`1 ´ α|

|xk ´ α|
“ 1.

b. La convergence est-elle linéaire? Justifier.
˝

Exercice 4

Soient ra, bs un intervalle non vide de R et ϕ une fonction continue de ra, bs dans lui même (ϕpra, bsq Ă

ra, bs). Soit x0 P ra, bs. On considère la suite pxkqkPN donnée par

xk`1 “ ϕpxkq @k P N. (4.1)

Q. 1 Montrer que la suite (4.1) est bien définie (xk existe pour tout k P N). ˝

Q. 2 Montrer que si la suite (4.1) converge, alors elle converge vers un point fixe de ϕ. ˝

Q. 3 Existence du point fixe : montrer qu’il existe α P ra, bs tel que ϕpαq “ α. ˝

On suppose de plus que ϕ est contractante, c’est à dire que

DL P r0, 1r, tel que, @px, yq P ra, bs2, |ϕpxq ´ ϕpyq| ď L|x ´ y|.

Q. 4 a. Montrer que ϕ admet un unique point fixe α P ra, bs.

b. Montrer que la suite pxkqkPN converge vers α, pour toute donnée initiale x0 dans ra, bs.
˝

Q. 5 [Algo]Écrire l’algorithme du point fixe (fonction PointFixe) permettant de résoudre l’équation
ϕpxq “ x. ˝

Exercice 5

Soient I Ă R un intervalle fermé, non vide, (par ex., avec a ă b, ra, bs, ra,`8r, s ´ 8, as ou R ) et
Φ : I ÝÑ I une application contractante.
Soit x0 P I. On considère la suite pxkqkPN donnée par

xk`1 “ Φpxkq @k P N. (5.1)
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Q. 1 Montrer que la suite (5.1) est bien définie (xk existe pour tout k P N). ˝

On va démontrer que la suite (5.1) est une suite de Cauchy.

Q. 2 a. Montrer que
@k P N, |xk`1 ´ xk| ď Lk|x1 ´ x0|. (5.2)

b. Montrer que
@k P N, @l ě 0, |xk`l ´ xk`l´1| ď Ll|xk ´ xk´1|. (5.3)

c. En déduire que,

@k P N, @p ě 2, |xk`p ´ xk| ď
1 ´ Lp

1 ´ L
Lk|x1 ´ x0|. (5.4)

˝

Q. 3 a. Déduire de la question précédente que la suite (5.1) est une suite de Cauchy.

b. Montrer que la suite (5.1) converge vers un point fixe de Φ à l’ordre 1 au moins.

c. Montrer l’unicité du point fixe.
˝

Exercice 6

Soit α P R, I “sα´, α`r un voisinage de α et ϕ P C1pIq. On suppose que α est un point fixe de ϕ tel que

|ϕ1pαq| ă 1.

Q. 1 a. Montrer qu’il existe δ ą 0 tel que pour tout x P V “ rα ´ δ, α ` δs, |ϕ1pxq| ă 1.

b. Montrer que ϕ est contractante sur V et que ϕpVq Ă V.

c. Citer précisemment le théorème du cours qui, à partir de Q. 1-a. et b,permet d’en déduire la con-
vergence de l’algorithme du point fixe vers α au moins à l’ordre 1.

˝

Soit x0 P V et la suite pxkqkPN définie par l’algorithme du point fixe.

Q. 2 Montrer que, si x0 P Vztαu, alors

lim
kÑ`8

xk`1 ´ α

xk ´ α
“ ϕ1pαq. (6.1)

˝

Q. 3 Supposons maintenant que ϕ P C8pVq et que

@i P v1, pw, ϕpiqpαq “ 0.

a. Montrer que la méthode du point fixe est d’ordre p ` 1 au moins.

b. Montrer que, si x0 P Vztαu, alors

lim
kÑ`8

xk`1 ´ α

pxk ´ αqp`1
“

ϕpp`1qpαq

pp ` 1q!
. (6.2)

c. Que peut-on dire si ϕpp`1qpαq ‰ 0?

˝
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Exercice 7

Soit f une fonction de classe C1 sur ra, bs vérifiant fpaqfpbq ă 0. et λ “
fpbq´fpaq

b´a . Soit x0 P ra, bs donné.
La suite obtenue par la méthode de la corde est donnée par

xk`1 “ xk ´
fpxkq

λ
, @k P N.

On note Φpxq “ x ´
fpxq

λ .

Q. 1 Montrer que si pour tout x P ra, bs on a

minpλpx ´ aq, λpx ´ bqq ď fpxq ď maxpλpx ´ aq, λpx ´ bqq (7.1)

alors Φpra, bsq Ă ra, bs. ˝

Q. 2 Montrer que si pour tout x P ra, bs on a

minp0, 2λq ă f 1pxq ă maxp0, 2λq (7.2)

alors |Φ1pxq| ă 1. ˝

Q. 3 En déduire que sous les deux conditions précédentes la méthode de la corde converge vers l’unique
solution α P ra, bs de fpxq “ 0. ˝

Exercice 8

En ´1700 av. J.-C., les babyloniens ne connaissaient
que les nombres rationnels (fractions) et ils utilisaient
le système sexagésimal (base 60). Pour approcher la
valeur

?
2, ils utilisaient comme approximation (voir

tablette YBC 7289)

α “ 1 `
24

60
`

51

602
`

10

603
“

30547

21600

L’erreur commise est |α ´
?
2| « 5.994e ´ 7.

Q. 1 Comment feriez-vous pour trouver à la main une méthode permettant de trouver des nombres
rationnels approchant

?
2. ˝

Q. 2 Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de
?
a où a est un réel positif.

˝

Q. 3 Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de n
?
a où a est un réel positif

et n P N˚. ˝

2 Dans Rn

Exercice 9

Soit B un espace de Banach et U Ă B un sous-ensemble fermé. On suppose que ΦΦΦ : U ÝÑ U est une
application contractante. Soit xxxr0s P U. On note pxxxrksqkPN, la suite récurrente donnée par

@k P N, xxxrk`1s “ ϕϕϕpxxxrksq. (9.1)
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Q. 1 Montrer que la suite (9.1) est bien définie (xk existe pour tout k P N). ˝

On va démontrer que la suite (9.1) est une suite de Cauchy.

Q. 2 a. Montrer que
@k P N,

›

›

›
xxxrk`1s ´ xxxrks

›

›

›
ď Lk

›

›

›
xxxr1s ´ xxxr0s

›

›

›
. (9.2)

b. Montrer que
@k P N, @l ě 0, }xk`l ´ xk`l´1} ď Ll

›

›

›
xxxrks ´ xxxrk´1s

›

›

›
. (9.3)

c. En déduire que,

@k P N, @p ě 2,
›

›

›
xxxrk`ps ´ xxxrks

›

›

›
ď

1 ´ Lp

1 ´ L
Lk

›

›

›
xxxr1s ´ xxxr0s

›

›

›
. (9.4)

˝

Q. 3 a. Déduire de la question précédente que la suite (9.1) est une suite de Cauchy.

b. Montrer que la suite (9.1) converge vers un point fixe de Φ à l’ordre 1 au moins.

c. Montrer l’unicité du point fixe.
˝
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