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Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Résolution de systémes non linéaires

EXERCICE 1

Q. 1 Montrer que les fonctions lipschitziennes sont uniformément continues. o
Soient I un intervalle et f € C*(I; R)
Q. 2 On suppose que f' est bornée, i.e.

AL e R, tel queVzel, |f'(z)] < L.
Montrer que f est lipschitzienne de rapport L. o
Q. 3 Soit L € Ry. On suppose f lipschitzienne de rapport L.

Montrer que [’ est bornée. o

1 Recherche des zéros d’une fonction

[ EXERCICE 2 : Méthode de Dichotomie

On suppose que la fonction f est continue sur [a, b], vérifie f(a)f(b) < 0 et qu’il existe un unique « €]a, b[
tel que f(a) = 0. On défini les trois suites (ag)ren, (br)ren €t (Tx)ren par

. aO:a,bozbetxozaTH’,
e Vke N,
Ap+1 = bk+1 = Tk si f(x;c) = 0,
Apy1 = Tk, bpgpr = b si f(be)f(xr) <0,
g1 = ak, by = si flag)f(ze) <O
et

Th4+1 = (ak+1 + bk+1)/2.
Q. 1 a. Montrer que les suites (ar) et (bg) convergent vers a.

b. En déduire que la suite (x)) converge vers .

Q. 2 a. Montrer que pour tout k € N, |z —a| < Qbk:,al .

log(2=%)

log(2)

b. Soit € > 0. En déduire que si k >

— 1 alors |z — a| <e.
a

Q. 3 [Algo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée Dichotomie, retournant une approzimation de
a avec une précision de € ainsi que le nombre d’itérations nécessaire. o



EXERCICE 3

I — R

v s sin(z) Soit g € 1\{0}. Pour tout k € IN, on pose

Soient I = [0, 7/2] et { ¢

T4+1 = (I)(.Tk>

Q. 1 a. Montrer que la suite (xg)ken est bien définie.

b. Montrer que la suite converge vers o € I que l’on déterminera.

Q. 2 a. Montrer que
. |Tk+1 — @
im ——m—

=1.
k—>+o |z — o

b. La convergence est-elle linéaire? Justifier.

[ EXERCICE 4

Soient [a,b] un intervalle non vide de R et ¢ une fonction continue de [a,b] dans lui méme (¢([a,b])
[a,b]). Soit zg € [a,b]. On considére la suite (xj)renw donnée par

Tyl = qb(xk) Vk € IN. (4.1)
Q. 1 Montrer que la suite (4.1) est bien définie (x), existe pour tout k€ IN). o
Q. 2 Montrer que si la suite (4.1)) converge, alors elle converge vers un point fixe de ¢. o
Q. 3 Euxistence du point fixe : montrer qu’il existe « € [a,b] tel que ¢(a) = a. o

On suppose de plus que ¢ est contractante, c’est a dire que

dLe [Oa 1[7 tel que, V(x,y) € [a7b]2a |¢(.’IJ) - ¢(y>| < L|.’E - y|

Q. 4  a. Montrer que ¢ admet un unique point fize « € [a,b].

b. Montrer que la suite (x)rew converge vers «, pour toute donnée initiale xo dans [a,b].
a

Q. 5 [Algo]Ecrire l’algorithme du point fize (fonction PointFixe) permettant de résoudre 1'équation

olx) = x. :

EXERCICE 5

Soient I < R un intervalle fermé, non vide, (par ex., avec a < b, [a,b], [a,+[, ] — 00,a] ou R ) et
® : I — I une application contractante.
Soit zg € I. On considére la suite (2 )gew donnée par

41 = O(ag) Vk e IN. (5.1)



Q. 1 Montrer que la suite (5.1) est bien définie (xy, existe pour tout k€ IN).
On va démontrer que la suite (5.1]) est une suite de Cauchy.

Q. 2 a. Montrer que
VkeN, |zppr — x| < LFlay — ol

b. Montrer que
Vke N, VI =0, |xk+l — $k+l71| < Ll\xk - LL’k,1|.

c. En déduire que,
1—-L?

1-L

VkelN, Vp =2, |zrip— x| < L¥|2y — o).

Q. 3 a. Déduire de la question précédente que la suite (5.1) est une suite de Cauchy.

b. Montrer que la suite (5.1]) converge vers un point fize de ® & l'ordre 1 au moins.

c. Montrer unicité du point fize.

[ EXERCICE 6

Soit a € R, I =]a_, a[ un voisinage de a et ¢ € C}(I). On suppose que « est un point fixe de ¢ tel que

(@) < 1.

Q. 1  a. Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que pour tout x € V = [ — §, a + 0], |¢'(x)] < 1.

b. Montrer que ¢ est contractante surV et que ¢(V) < V.

c. Citer précisemment le théoréme du cours qui, & partir de Q. 1{d et [0,permet d’en déduire la con-

vergence de [’algorithme du point fize vers a au moins & l'ordre 1.

Soit g € V et la suite (x)gen définie par 'algorithme du point fixe.

Q. 2 Montrer que, si xg € V\{a}, alors

. Tpy1 — @
lim L2 ¢ ().
k—+o0 Tp — Q@

Q. 3 Supposons maintenant que ¢ € C*(V) et que
vie [Lp], 6% (a)=0.
a. Montrer que la méthode du point fixe est d’ordre p + 1 au moins.

b. Montrer que, si xg € V\{a}, alors

B o ¢PD(a)
1m = .
k—+oo () — )Pl (p+ 1)

c. Que peut-on dire si ¢PT (a) # 07

(6.1)

(6.2)



EXERCICE 7

Soit f une fonction de classe C! sur [a,b] vérifiant f(a)f(b) < 0. et X = %ﬁ(@. Soit xg € [a, b] donné.
La suite obtenue par la méthode de la corde est donnée par

Thtl = T — f(ik), Yk € IN.

On note ®(z) =z — @
Q. 1 Montrer que si pour tout x € [a,b] on a

min(A(z — a), A(z — b)) < f(z) < max(A(z — a), \(z — b)) (7.1)
alors ®([a,b]) < [a,b]. o
Q. 2 Montrer que si pour tout x € [a,b] on a

min(0,2)\) < f'(z) < max(0, 2)) (7.2)

alors |®'(z)] < 1. o
Q. 3 En déduire que sous les deux conditions précédentes la méthode de la corde converge vers l'unique
solution a € [a,b] de f(x) = 0. o
[ EXERCICE 8

En —1700 av. J.-C., les babyloniens ne connaissaient
que les nombres rationnels (fractions) et ils utilisaient
le systéme sexagésimal (base 60). Pour approcher la
valeur /2, ils utilisaient comme approximation (voir
tablette YBC 7289)

24 N 51 N 10 30547
60 ' 602 ' 603 21600

L’erreur commise est |o — v/2| ~ 5.994e — 7.

Q. 1 Comment feriez-vous pour trowver a la main une méthode permettant de trouver des mombres
rationnels approchant v/2. o

Q. 2 Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de \/a ot a est un réel positif.
]

Q. 3 Généraliser la méthode pour trouver une approzimation rationnelle de {/a ot a est un réel positif
et n € IN*. o

2 Dans R"

EXERCICE 9

Soit B un espace de Banach et U < B un sous-ensemble fermé. On suppose que ® : U — U est une
application contractante. Soit %! € U. On note (a:[k]) kelN, la suite récurrente donnée par

Veke N, zlF+i = g(glkl), (9.1)



Q. 1 Montrer que la suite (9.1) est bien définie (xy, existe pour tout k € IN).

On va démontrer que la suite (9.1]) est une suite de Cauchy.
Q. 2 a. Montrer que
e o] <4150

b. Montrer que
VEeN, VI >0, |zpet—zppii] < L Hx[k] _ glk-1] H .
c. En déduire que,

1-LP
1-L

VkeNN, Vp=>2, Hz[’fﬂ’l — gl H < L Hx[” — gl0] H .

Q. 3 a. Déduire de la question précédente que la suite (9.1) est une suite de Cauchy.

b. Montrer que la suite (9.1) converge vers un point fize de ® a l’ordre 1 au moins.

c. Montrer Uunicité du point fize.
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