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Le baréme est donné a titre indicatif

EXERCICE 1 (5 points)

Etant donné une norme vectorielle [e| sur C", on définit I'application |e|, : M, (C) — R* par

. Av

Al 2 sup 121 )
veer 0]
v£0

Q. 1 Montrer que |I], = 1. a

On note B = {v € C" ; |v| <1} la boule unitée de C" et S = {v € C"; |v| = 1} la sphére unitée
de C™.

Q. 2 a. Montrer que B et S sont des compacts.

b. Montrer que

|All; = sup |Av] (2)
vesS
c. En déduire que
|All; = sup |Av] (3)
veBB

d. En déduire que Uapplication |||, est bien définie sur M,,(C) i.e. VA e M, (C), ||All, < +o0.

e. Montrer qu’il existe w € S tel que ||Al|, = ||Aw] .
Q. 3 a. Montrer que Yv € C*, |Av| < |A|, [v] .

b. Soit a« € C*. Montrer qu’il existe u € C" tel que |u| = |a| vérifiant

A = A ]

Q. 4 Montrer que ||o|, est une norme matricielle. o



[ EXERCICE 2 (2.5 points) ]

Soit A € M,,(C). On note

Ax
AL # sup o2l
gy @

la norme matricielle suboordonnée a la norme vectorielle ||e]|_, .
Q. 1 Montrer que
n
sup Az, < max Y |A;l
zeC”

i€[1,n] 4
e[, =1 =1

Q. 2 a. Déterminer uny e C", |y|,, =1 tel que

1Ay, = max > [Ay

el 1
ie[Ln] <

b. Conclure.

]

Q. 3 [Algo]l Ecrire une fonction algorithmique, nommée NormInf, calculant |A|, .

EXERCICE 3 (15 points)

Q. 1 [Algo]l Soit®:C" — C" et 2% € C". On définit la suite
U — @) vk e IN.

Proposer une fonction algorithmique FIXPTVEC permettant de retourner une approximation de a =
limg_, 4o ¥ quand la suite converge, et de s’arréter lorsque la suite diverge. O

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne inversible et b € C™. L’objectif de cet exercice est de

déterminer une méthode de point fixe vectoriel pour la recherche de la racine de f(x) <Az —b.
On décompose la matrice A en A =M — N ou M est inversible. On note B = | — M~*A.

Q. 2 Montrer que la matrice M* + N est hermitienne. O
On rappelle la définition du produit scalaire dans C":
V(u,v) e C" x C", (u,v) = (u*)v.

Dans ce qui suit, on suppose la matrice hermitienne M* + N définie positive.



Q. 3 Soit x un vecteur quelconque de C" et y = Bzx.

a. Montrer que

(z,Ax) — (y,Ay) = <x,AM'1A:r> + <M'1A:L', A:r> — <M'1A:1:, AM‘1A.7:> (4)
et
r—y=M'Az. (5)
b. En déduire que
m]
Q. 4 Montrer que si la matrice hermitienne A est définie positive alors p(B) < 1. =

Application: Soit A € M, (C) une matrice hermitienne définie positive et b € C". On note M €
M.,,(C) la matrice triangulaire supérieure de composantes

s
Mg = {?4” eron J
et N=M-—-A
Q. 5 a. Démontrer que les valeurs propres de A dont dans R**.
b. En déduire que A est inversible.
c. Montrer que, Vi € [1,n], A;; € RT.

d. En déduire que la matrice M est inversible.

Q. 6 a. [Algol FEcrire la fonction algorithmique SPLIT permettant de retourner les matrices M
et N a partir de A.

b. Ezxpliquer comment résoudre le systéme Mx = b.

c. [Algo]l Ecrire la fonction algorithmique SOLVETRIUP permettant de résoudre le systeme Mx =
b avec b donné dans C™.

On définit la fonction ® par
®(z) EM*(Nz +b), VzeC"

Soit zl% € C", on définit la suite (zl¥),cn par
) — @) ke

On a vu en Q.1 que la matrice M* + N est hermitienne. On suppose qu’elle est aussi définie positive.



Q. 7 a. Montrer que ® admet un unique point fize dans C™ et que ce point fize est a = A-'b.

b. On pose el¥l = ¥l —a. Démontrer que

Vk e N, elF1 =BFleldl  gyec B = MN.

c. En déduire que la suite (x")cn converge vers a.

Q. 8 [Algo]

a. Ecrire une fonction algorithmique, nommée NxPB , permettant de calculer y € C* donné par
y = Nz + b sachant que le produit matrice/vecteur n’est pas disponible dans notre langage algo-
rithmique et que l’on veut minimiser le nombre d’opérations (i.e. tenir compte de la structure
de la matrice N).

b. Ecrire une fonction algorithmique, nommée PHI , permettant de calculer y € C" donné pary =
®(z) sachant que linverse d’une matrice n’est pas disponible dans notre langage algorithmique.

c. Ecrire une fonction algorithmique, nommée PTFIXESOLVELS , permettant de retourner une
approzimation de la solution de Ax = b en utilisant ’algorithme du point fize vectoriel et ce qui
précede.



