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EXERCICE 1 (5 points)

Etant donné une norme vectorielle [e| sur C", on définit I'application |e|, : M, (C) — R* par

. Av
A, % sup 121 (1)
vecr V]
v#0
Q. 1 Montrer que ||l], = 1. D
Q. 1 On a immédiatement
_ || lvf _
[y = sup = sup — =
vekr V] wexn [0
v#0 v#0

On note B = {v € C" ; |v| <1} la boule unitée de C" et S = {v € C" ; |v| = 1} la sphére unitée
de C".

Q. 2 a. Montrer que B et S sont des compacts.

b. Montrer que

|All; = sup |Av] (2)
veS
c. En déduire que
|All; = sup |Av| (3)
veB

d. En déduire que Uapplication |e||, est bien définie sur M, (C) i.e. VA e M, (C), |A], < +co.

e. Montrer qu’il existe w € S tel que ||Al|, = ||Aw] .

Q. 2 a. Les ensembles B et S sont des compacts car image réciproque de 'application continue
v — |v| par le fermé borné [0, 1] (pour la boule) et le singleton {1} (pour la sphére).



b. On a

Al = sup 221 _ H — sup |Aul
veKr || 'veIK” H [ ueS
c. Comme S © B on a aussi
sup [Av] > sup Av]. (4)
On peut aussi remarquer que
sup |Av| = sup |Av|| (5)
veB
v#0
De plus, Yw € B\{0}, en posant u = Ta] €S- onaw = |w| u et
|Aw| = |w] [Au] < [Au| car [w] <1
Or on a
|Au| < Sup |Av| .

et on obtient alors
sup |Aw| < sup |Av| .

'w;éO
En utilisant (4) et (5), on en déduit

sup |Aw| = sup |Au| .
weB uesS
d. L’application v — [|Av| est continue donc son sup sur la sphére unitée qui est compacte est
atteint.

e. Comme S est compact et 'application v — |Av|| est continue, il existe w € S tel que

|All; = sup |[Av] = [Aw].
vesS

Q. 3 a. Montrer que Yv € C", |Av| < |A], |v] -
b. Soit « € C*. Montrer qu’il existe u € C" tel que |u| = |a| vérifiant

| A = A ]

Q. 3 a. On a par définition du sup
HAUH | Av]

uegon Tul = ol

1A, = Vo € K™\{0}.

et done
|Av] < [[A],[lv], Vv e K™\{0}.

qui est équivalent a
|Av] < Al v, Vo e K"



b. D’aprés la Q. 2 e, il existe w € S tel que |A|, = ||[Aw||. Soit & € K* et u = aw # 0. On a
[ul = laf et
1

U
||A|S=Awu=HA— _ L
il = Tl

|Aul < Al ] = [Au]

Q. 4 Montrer que ||o|, est une norme matricielle. o

Q. 4 e [Al,=0—=A,=07

trivial.
Soit A € M, (K).
A
AL, =0 = sup 221 jau] — 0, v e K (0}
vekn (V]
v#0
— Av =0, Yv e K"\{0}
Soit {ey, ..., e,} la base canonique de K". On a alors Vj € [1,n], Ae; = 0 et on en déduit que
Ai:j = <ei7Aej> = 07 V(Z,]) € [[Lnﬂ

et donc A = O.

e Montrons que |aA|| = |a| |Al], Va € K, VA e M,,(K)..
Soient a € K et Ae M, (K). On a aA € M,,(K) (car M,,(K) est un espace vectoriel) et

Jaho| al [Av]
JaAl, = sup 192l _ car Jou] = |o] Ju
STl T S Ty
v#0 v#0
Av
— lo] sup 220 oAl
i A
v#0

e Montrons que ||A + B||, < |A[, + |Bl,, V(A,B) e M,,(K)?
Soient A et B deux matrices de M,,(K). On a A+B € M,,(K) car M,,(IK) est un espace vectoriel

et
A+ B)v Av + Bv
At Bl = sup LATBIL A £ Bl
veicr 0] vk [v]
v#0 v#0
Av| + |Bv
<s M par inégalité triangulaire dans K"
vk ]
v#0
Av| B
< sup P s By 4y,
veK™ H'U” veK™ HUH
v#0 v#0



o Montrons que [AB], < |Al, [BI, , V (A B) € M, (K)"
Soient A et B deux matrices de M,,(K). On a AB € M,,(IK) par définition du produit matriciel

et
AB)v A(Bv
IAB], — sup |[(AB)v| _ sup |A(Bo) |

vekr |V vek®  ||V]

v#0 v#0
Al |[Bv

< sup LALIBYL o aa) < A, ) v e K67
veKr |v]
v

|By|
< ||AH sup H ] = [Al Bl

EXERCICE 2 (2.5 points)

Soit A € M,,(C). On note
€ Ax o0
Al 2 sup A2l

secn 2],
x#0

la norme matricielle suboordonnée & la norme vectorielle |e]_,
Q. 1 Montrer que

sup Az, < HﬁllaxﬂZ [Ai|

lzlo=1

Q. 1 Soit z € C" tel que |lz|, = 1. On a

ZAHIJ

Az, = éﬁfﬁfﬂ( '—lgm

S max Z | A jl ;]

€1, nﬂ

< max Z |A; ;| car |z;| < max |z;| = ||lz]., = 1.
€1, nﬂ

On obtient donc

sup ||Ar|_, < max A,
sup |Aal], MZ\ il

=]l =1




Q. 2 a. Déterminer uny e C", |y|., =1 tel que

1Ay, = I?ﬁXﬂZ [Ai |

b. Conclure.

Q. 2 a. Soit k€ [1,n] tel que
il = s 3
= el1.n] £

On a, pour tout y € C",

Ayl = max |(Ay)i = max IZA”yJ :

On va construire un vecteur y € C", |ly||, = 1, tel que

max | Z Aigyi] = Z [Asgl-

On sait déja que, si ”yHoo =

Vi e [1,n], ‘2 Aijys| < Z | A gl.
j=1

j=1

On va donc construire y € C", |ly|,, = 1, de telle sorte que

|20 Ay = D) 1Akl
j=1 j=1

I1 suffit pour cela de prendre,

Viell,n], y; = Ay,

et on a bien [y[, = 1. On a alors

‘Z Akjys] = Z |Agj| et Vie[l,n], }Z Ayl < Z | Akl
j=1 j=1 j=1 j=1

et done

1Ayl = D 1Ak, = max > Ayl
a i€[1,n] a



b. D’aprés la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a
Al = sup |Az],
], =1
En utilisant les résultats de Q.1 et Q.2, on obtient

n
|A], = max > |A;;l.

el 1
ie[Ln] &4

Q. 3 [Algo]l Ecrire une fonction algorithmique, nommée NormInf, calculant |A|, . o

Q. 3 Voici une possibilité de fonction:

Algorithme 1 Fonction NORMINF permettant de calculer |A|_,

Données : A : matrice de M,,(C).
Résultat : r @ levéel r = maxicpi n) 255 |ai

1: Fonction r « NorMINF ( A )
2:  n < nb de lignes de A

3 r<—0

4 Pour i — 1 a n faire

5: S <0

6 Pour j — 1 a n faire
7 S — S +|A(i,7)]
8 Fin Pour

9: Si r < S alors

10: r—y>S

11: Fin Si

12:  Fin Pour

13: Fin Fonction

EXERCICE 3 (15 points)

Q. 1 [Algo]l Soit®:C" — C" et zl e C*. On définit la suite
o = @ () vk e IN.

Proposer une fonction algorithmique FIXPTVEC permettant de retourner une approximation de a =
limyg_, 40 ¥ quand la suite converge, et de s’arréter lorsque la suite diverge. O



Q. 1 Une fonction possible est

Algorithme 2 Méthode de point fixe vectorielle

Données :
P @ KY — KV,
z0 :donnée initiale, 0 € KV,
tol . la tolérence, tol € R,
kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :
o ¢ un réel tel que [®(ayo) — o] < tol
1: Fonction ay, <« PTFIxeEVEC ( @, z0, tol, kmax )
2 ko 07 Qo] < @
3 z <20, fr — ®(z0),
4:  err < |fx —z| > ou {;j”
5.  Tantque err > tol et k£ < kmax faire
6 k—k+1
7 T fx
8 fx < ®(z)
9 err < | fzr — x| = ou {;flu

10: Fin Tantque

11:  Si err < tol alors
12: Qo] < T

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne inversible et b € C™. L’objectif de cet exercice est de
déterminer une méthode de point fixe vectoriel pour la recherche de la racine de f(x) <Az —b.

On décompose la matrice A en A =M — N ot M est inversible. On note B = | — MA,
Q. 2 Montrer que la matrice M* + N est hermitienne. O
Q. 20na

(M* +N)* =M+ N*
=A+N+N=A*+N+ N* car A est hermitienne
= M* + N.

La matrice M* + N est donc hermitienne.




On rappelle la définition du produit scalaire dans C":
V(u,v) e C" x C", (u,v) = (u*)v.
Dans ce qui suit, on suppose la matrice hermitienne M* + N définie positive.

Q. 3 Soit x un vecteur quelconque de C" et y = Bzx.

a. Montrer que

(x,Az) — (y,Ay) = (z, AM'Ax ) + (M Az, Az) — (M'Az, AM"'Az) (6)
et
r—y=M'Az (7)
b. En déduire que
(&, Ar) —(y,Ay) = {(z —y),(M* + N)(z —y)). (8)
O
Q.3 a Onay=Bzxavec B=1-M"1A ce qui donne

r—y=z—Bz=(I-B)z=M"Az.
L’équation (7) est donc démontrée. Pour prouver (6), on note que
y=z—M*'Az
et donc
(y,Ay) = (& —M*Az,A(x — M'Az) )
= (z,Az) — (M*Az,Az) — (z, AM'Az) + (M"'Az, AM*Az ) .
On en déduit immédiatement (6).
b. En utilisant (7), on obtient
{(&—y, (M +N)(z-y)) =(M*Az, (M* + N)M'Az)
= (M*Az, (M+ N*)M*Az) car M* + N hermitienne
= (M*Az, (M+M* — A*)M*Az) car N=M—A
= (M*Az, Az) + (M*Az, M*M* Az ) — (M*Az, AM*Az ) car A hermitienne
Or, par propriété du produit scalaire, on a
(M Az, M*M*Az ) = (MM Az, M*Az ) = (Az,M*Az) = (z, A*M Az ) .
Comme A est hermitienne, on obtient
(M Az, M*M*Az ) = (z,AM*Az ) .
On abouti alors a
(z—y,(M*+N)(z—y)) = M*Az,Az) + (z,AMAz) — (M*Az, AM"'Az ) .

L’équation (8) est obtenue en utilisant (6).



Q. 4 Montrer que si la matrice hermitienne A est définie positive alors p(B) < 1. O

Q. 4 On veut démontrer que sous les hypothéses A hermitienne définie positive et M* + N (hermi-
tienne) définie positive on a p(B) < 1, c’est a dire que pour tout élément propre (A,u) de B alors
Al < 1.

Soit (A, u) € C x C"\{0} un élément propre de B. On a Bu = Au. En prenant x = u dans Q.3, on a
y = Bu = M et donc  —y = (1 — A\)u. De (8) on obtient

(u, Auy — O, NAuy = (1 — Nu, (M* + N)((1 — Nu))
c’est a dire
(1 =A%) Cu, Ay = 1= AJ* Cu, (M + N)u). (9)
Comme par hypothése, la matrice M* + N (hermitienne) est définie positive et u # 0, on obtient

u, (M* + N)u) >0

et donc on déduit de (9) que
(1 — M) (u, Au) = 0.

Comme A hermitienne définie positive et u # 0, on déduit de (9) que 1 — [A|? = 0 et donc |A| < 1.
On va démontrer par I'absurde que |A| # 1. On suppose |A| = 1, de (9) on déduit

11— A% Cu, (M + N)u) = 0.

Comme par hypothése, la matrice M* + N (hermitienne) est définie positive et u # 0, on obtient
1= A? =0, c’est a dire A = 1. Or dans ce cas on a

y = Bx = Bu = \u = u.

L’équation (7) donne alors
0=M"Au.

Comme u # 0, et que M~*A est inversible, ’équation ci-dessus est impossible, donc |A| # 1.

Application: Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive et b € C". On note M €
M,,(C) la matrice triangulaire supérieure de composantes

0 i
M, — s% 1>
A;; sinon
et N=M-—A
Q.5 a. Démontrer que les valeurs propres de A dont dans R1*.

b. En déduire que A est inversible.



c. Montrer que, Vi e [1,n], A;; € R**.

d. En déduire que la matrice M est inversible.

Q. 5 a. Soit (A\,u) € C x €C"\{0} un élement propre de A: on a
Au = \u

et, on en déduit B
(Au,w) = Quuy = Xl

De plus, on a

(Au,uy = (u,A*u) par propriété du produit scalaire
= (u, Au) car la matrice est hermitienne
2
= (u, M) = Aful; .

Comme u # 0, on en déduit A = X, c’est a dire ) € R.

La matrice hermitienne A étant définie positive et u étant non nul, on obtient
(Au,uy > 0
et donc A > 0.
b. La matrice A est inversible car toutes ses valeurs propres sont nulles.
c. Soit i € [1,n]. On note e; le i-éme vecteur de la base canonique. On a alors
(Pe;, e;) = (Aei)*ei = Ay
Comme la matrice A est hermitienne, on a aussi
(Ae;, ey = {e;,Ae;y = A;;
et donc A;; € R. La matrice A étant aussi définie positve, on en déduit A;; > 0 car e; # 0.

d. La matrice M est triangulaire supérieure: pour qu’elle soit inversible il faut et il suffit que ses
éléments diagonaux soient tous non nuls. Or, on a Vi e [1,n], M;;, = A;; > 0.

Q. 6 a. [Algo]l Ecrire la fonction algorithmique SPLIT permettant de retourner les matrices M
et N a partir de A.

b. Ezxpliquer comment résoudre le systéme Mx = b.

c. [Algo]l Ecrire la fonction algorithmique SOLVETRIUP permettant de résoudre le systeme Mx =
b avec b donné dans C™.



Q. 6

b.

a. Voici un exemple de fonction

Algorithme 3 Initialisation des matrices M et N telles que M cor-
responde a la matrice triangulaire supérieure de A et N =M — A.
Données :

A : matrice de M, (C)
Résultat :

M : matrice de M, (C),

N : matrice de M,(C),

1: Fonction [M,N] <« SpuiT (A )
2:  n < nb de lignes de A

3 MO, N—<OQO,

4:  Pour i« 1 an faire

5: Pour j < ¢ a n faire

6 M(i, j) < A, )

7 Fin Pour

8 Pour j «— 1 a¢— 1 faire
10: Fin Pour

11:  Fin Pour

12: Fin Fonction

On remarque que ’on peut calculer successivement x,,, ,,_1, . .., 21, car il est possible de calculer
x; si on connait x;,1,...,2, : c'est la méthode de montée. En effet, on a

et donc, par définition d'un produit matrice-vecteur,
n
Z Ai,jxj = bl‘, Vi e [1,71]]
j=1

Comme M est une matrice triangulaire supérieure, on a M; ; = 0 si j < 7. Ceci donne alors pour
tout i € [1,n]

-1
b; = zz Mm‘ T; + Mi,ixi + i Mi,jQ:j

=15 j=i+1

n
= i,ixi—i— 2 MiJZL’j
Jj=i+1

De plus, ses éléments diagonaux sont tous non nuls. On obtient alors x; en fonction des

(bz — Zn: MZ‘J'CI)J') s Vi e [[1,71] (10)

j=i+1

Lit1s - Tpt

€Tr; =

1



¢. Une fonction possible est

Algorithme 4 Fonction SOLVETRIUP permettant de résoudre le sys-
téme linéaire triangulaire supérieur inversible

Mz = b.

Données : M : matrice triangulaire de M,,(R) supérieure inversible.
b : vecteur de R™.

Résultat : = : vecteur de R™.

1: Fonction £ < SoweTriUP ( M,b)
2:  Pour i« n al faire(pas de —1)
3 S <0

4: Pour j < ¢+ 1 a n faire

5: S —S+M(i,j)*xz(j)

6 Fin Pour

7 (i) < (b(i) = §)/M(i, i)

8:  Fin Pour

9: Fin Fonction

On définit la fonction ® par
®(z) EM*(Nz +b), VreC"

Soit zl% € C", on définit la suite (z[¥),c par
el — @) kel
On a vu en Q.1 que la matrice M* + N est hermitienne. On suppose qu’elle est aussi définie positive.
Q. 7 a. Montrer que ® admet un unique point fize dans C™ et que ce point fize est a = A-'b.
b. On pose el¥! = xl¥l — . Démontrer que

Vke N, el**U =Bl gyec B = M-IN.

c. En déduire que la suite (x*)cn converge vers a.

Q.7 a Ona
®a) =a<M*'(Nz +b) =a
< Nz + b = Ma
@(M—N)a:b
< Aa =b.

Comme A est inversible, il existe un unique a € C" tel que Aa = b et on a a@ = A!b. Par les
relations d’équivalence précédentes, a est I'unique point fixe de ®.



b. On a

elf+ll — gl _ o — @(2*)) — ®(a)
= M (N2 + B) — M* (Nex + b)
= M'N(z!¥ — )
— Bel*l,

Par récurrence immeédiate, on a
e[k+1] _ BkHe[O].

c. La suite (2*),en converge vers a si et seulement si la suite (el*!) ey converge vers 0, c’est a
dire si et seulement si p(B) < 1.

Or par hypothese,
e la matrice A est hermitienne définie positive (par hyp.),
e A=M— N avec M inversible (par hyp.),
e la matrice M* + N est hermitienne (voir Q.1) définie positive (par hyp.)

et donc d’apres Q.3, p(B) < 1.

Q. 8 [Algol

a. Ecrire une fonction algorithmique, nommée NXPB , permettant de calculer y € C" donné par
y = Nz + b sachant que le produit matrice/vecteur n’est pas disponible dans notre langage algo-
rithmique et que 'on veut minimiser le nombre d’opérations (i.e. tenir compte de la structure
de la matrice N).

b. Ecrire une fonction algorithmique, nommée PHI , permettant de calculer y € C" donné pary =
& (x) sachant que linverse d’une matrice n’est pas disponible dans notre langage algorithmique.

c. Ecrire une fonction algorithmique, nommée PTFIXESOLVELS , permettant de retourner une
approximation de la solution de Ax = b en utilisant l’algorithme du point fixe vectoriel et ce qui
précede.

Q. 8 a. Voici un exemple de fonction



Algorithme 5 calcul y € C" donné par y = Nz + b.
Données :
N : matrice de M, (C) telle que
Ni,jz(), SIZ<]

x : vecteur de C"

b : vecteur de C"
Résultat :

y : vecteur de C"

: Fonction y — NxprB ( N,z.,b )
n < nb de lignes de N
Pour i < 1 a n faire
S <0
Pour j — 1 ai— 1 faire
S < S +N(i,j) +a(j)
Fin Pour
y(i) < S +b(2)
9:  Fin Pour
10: Fin Fonction

b. Calculer y € C" donné par y = ®(z) revient a résoudre le systéme triangulaire supérieur
My = Nx + b

On a donc
y < SowveTr1UP(M, NxpB(N, z,b))

Algorithme 6 calcul y € C" donné par y = ®(x).
Données :

M : matrice de M, (C)

M : matrice de M, (C)

b : vecteur de C"

x : vecteur de C"
Résultat :

y : vecteur de C"

1: Fonction y < Pur ( M;N,b,z )
2:  z <« NxpB(N,z,b)

3:  y < SoweTRIUP(M, 2)

4: Fin Fonction

c. Voici un exemple de fonction



Algorithme 7 calcul de la solution du systéme linéaire Az = b en utilisant
I’algorithme du point fixe vectoriel.

Données :

A : matrice de M,,(C) hermitienne définie positive

vérifiant certaines hypothéses

b . vecteur de C"

z0 . donnée initiale, 0 € CV, (voir FIXPTVEC )

tol . la tolérence, tol € R, (voir FIXPTVEC )

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN* (voir FIXPTVEC )
Résultat :

r : vecteur de C"

1: Fonction z < pTFIXESOVELS ( A, b, 20, tol, kmax )

2. [M,N] < SpriT(A)

3: P« (3: — Pui(M, N,b,m)) =P .(C"— C"
4: < FixPTVEc(P, 20, tol, kmax)

5: Fin Fonction

On aurait pu aussi écrire

1: Fonction x «— pTFIXESOLVELS ( A, b, 20, tol, kmax )

2:  [M,;N] < SpriT(A)

3: P <« (z— SoweTriUP(M,NxpB(N,z,b))) >P:(C"— C"
4: < FixPTVEc(P, 20, tol, kmax)

5: Fin Fonction

ou encore

1: Fonction z « pTFIXESOLVELS ( A, b, 20, tol, kmax )

2:  [M,N] < SpriT(A)

3:  x <« FixPTVEc(z — SowveTrIUP(M, NxpB(N, z,b)), 20, tol, kmax)
4: Fin Fonction




