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Exercice 1 (10.75 points)

Soit A P MnpRq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note ai,j la composante
pi, jq de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A “ D´ E´ F, où D représente la diagonale de A,
´E la partie triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.
On note respectivement J def

“ D-1pE` Fq et L1
def
“ pD´ Eq-1F les matrices d’itérations des méthodes de Jacobi et de

Gauss-Seidel.
Soit yyy P Rn. On souhaite résoudre le système Axxx “ yyy.

Q. 1 a. Pour résoudre le système Axxx “ yyy la méthode de Jacobi est donnée par

xxxrk`1s “ Bxxxrks ` ddd. (1)

Expliciter la matrice B et le vecteur ddd en fonction de D, E, F et yyy.

b. Exprimer la composante xxxrk`1s
i en fonction des composantes de xxxrks, des coefficients de la matrice A et des

composantes de yyy.

c. A quelle(s) condition(s) supplémentaire(s) la méthode de Jacobi converge-t’elle?

d. Démontrer (sans citer le théorème) que si la méthode de Jacobi converge alors elle converge vers la solution
du système Axxx “ yyy.

Q. 2 Pour la matrice A “

ˆ

2 ´1
´1 2

˙

, établir (en justifiant) la convergence ou non des méthodes de Jacobi et

Gauss-Seidel. Tous les calculs devront être détaillés.

Q. 3 On note T PMnpCq la matrice tridiagonale

T “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 c1 0 . . . 0

b2 a2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . cn´1

0 . . . 0 bn an

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(2)

Soit µ P C˚. On note Qpµq PMnpCq la matrice diagonale de diagonale pµ, µ2, . . . , µnq.

a. Expliciter la matrice Tpµq def
“ QpµqTQ-1pµq en fonction des coefficients de la matrice T et de µ.

b. Déterminer detpTpµqq en fonction de detpTq

On suppose dans la suite que la matrice inversible A PMnpRq s’écrit sous la forme

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

α1 γ1 0 . . . 0

β2 α2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . γn´1

0 . . . 0 βn αn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(3)

et que ses éléments diagonaux sont non nuls.

Q. 4 a. Montrer que les valeurs propres de J sont les racines du polynôme qJpλq
def
“ detpλD´ E´ Fq.



b. En utilisant la question 3, montrer que qJpλq “ detpλD´ λE´ 1
λFq.

c. En déduire que si λ P C est valeur propre de J alors ´λ l’est aussi.

Q. 5 a. Montrer que les valeurs propres de L1 sont les racines du polynôme qL1pλq
def
“ detpλD´ λE´ Fq.

b. En déduire que
@λ P C˚, qL1

pλ2q “ λnqJpλq (4)

Q. 6 a. Comparer les valeurs propres de J à celles de L1.

b. Une des deux méthodes est-elle à privilégier dans ce cas?

On souhaite utiliser la méthode Gauss-Seidel pour résoudre le système Axxx “ yyy où A est donnée par (3) et yyy P Rn.
Cette méthode est donnée de manière générique par

x
rk`1s
i “

1

aii

˜

yi ´
i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s
j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks
j

¸

@i P v1, nw (5)

Q. 7 a. Simplifier l’écriture de la formule de Gauss-Seidel (5) en tenant compte des particularités de la matrice
A (i.e. minimisation du nombre d’opérations élémentaires dans le calcul de xrk`1s

i ).

b. Ecrire une fonction algorithmique permettant de résoudre le système Axxx “ yyy par le schéma itératif de Gauss-
Seidel simplifié sachant que l’on ne veut pas stocker la matrice A. Cette fonction devra (entre autres) prendre
en paramètres les coefficients αi, γi, βi de la matrice A.

Exercice 2 (11 points)

Soient f P C4pr´1, 1s;Rq et α, β, γ trois réels. Nous allons étudier la formule de quadrature
ż 1

´1

f pxq dx « Qpfq
def
“ γf p1q ` βf p0q ` αf p´1q (1)

Q. 1 a. Démontrer que la formule de quadrature (1) est de degré d’exactitude au moins p si et seulement si elle
est exacte pour les pp` 1q fonctions x ÞÑ xk, k P v0, pw.

b. Déterminer α, β et γ pour que la formule de quadrature soit au moins de degré d’exactitude 2.

c. Montrer que cette formule est de degré d’exactitude 3.

Q. 2 a. Etablir qu’il existe un unique polynôme P de degré 3 tel que

Pp´1q “ fp´1q, Pp0q “ fp0q, Pp1q “ fp1q et P1p0q “ f 1p0q. (2)

b. Soit x Ps ´ 1, 1r fixé, avec x ‰ 0. On considère la fonction ϕ : r´1, 1s ÝÑ R définie par

ϕptq “ pfptq ´ Pptqq ´ pfpxq ´ Ppxqq
pt` 1qpt´ 1qt2

px` 1qpx´ 1qx2
, @t P r´1, 1s.

Montrer par applications successives du théorème de Rolle, qu’il existe un ξx Ps ´ 1, 1r tel que ϕp4qpξxq “ 0.

c. En déduire que pour tout x P r´1, 1s, il existe un ξx Ps ´ 1, 1r tel que

fpxq “ Ppxq `
px` 1qpx´ 1qx2

4!
f p4qpξxq. (3)

d. Montrer (sans calcul) que
ż 1

´1

Ppxqdx “ γf p1q ` βf p0q ` αf p´1q .

e. En déduire qu’il existe une constante M dépendant de f p4q telle que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

´1

fpxqdx´ pγf p1q ` βf p0q ` αf p´1q q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

90
M. (4)



Q. 3 Soient c P R, h ą 0 et g P C4prc, c` hs;Rq.

a. Déduire de (1) une formule de quadrature pour le calcul approché de
şc`h

c
gptqdt.

b. En utilisant (4), montrer que l’erreur de quadrature est majorée par M
C h

5 où M “ suptPrc,c`hs |g
p4qptq| et

C ą 0.

Q. 4 Soient pxkqnk“0 une discrétisation régulière de l’intervalle ra, bs et w P C4pra, bs;Rq.

a. A partir de (1), expliciter la formule composite associée permettant d’approcher
şb

a
wpsqds en utilisant la

discrétisation pxkqnk“0.

b. En utilisant les résultats de la question 3, montrer que l’erreur de quadrature de la formule composite est
majorée par Dpb´ aqh4 où D “ 1

C supxPra,bs |w
p4qpxq|.


