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PARTIEL DU 13 JANVIER 2023
durée : 3h00.

Sans documents et sans appareils électroniques
Le baréme est donné a titre indicatif

Dans ce sujet :

e Les entrées/sorties des fonctions que vous écrirez devront étre décrites.

EXERCICE 1 (10 poinTs)

Soit A € M,,(R) une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note A; ;
la composante (i, j) de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A =D —E — F,
ou D représente la diagonale de A, —E la partie triangulaire inférieure stricte et —F la partie
triangulaire supérieure stricte.

On note respectivement J = DY(E + F) et £, = (D —E)'F les matrices d’itérations des
méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel.

Soit y € R™. On souhaite résoudre le systéme Ax = y.

Q.1 a. Pour résoudre le systtme Ax =y la méthode de Jacobi est donnée par
zl+ — gglFl 4 g, (1)

Expliciter la matrice B et le vecteur d en fonction de D, E, F et y.

b. Exzprimer la composante xl[kﬂ] en fonction des composantes de ¥, des coefficients de la

matrice A et des composantes de y.
c. A quelle(s) condition(s) supplémentaire(s) la méthode de Jacobi converge-t’elle ¢
d. Démontrer (sans citer le théoreme du cours) que si la méthode de Jacobi converge alors

elle converge vers la solution du systéme Az =y.
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méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel. Tous les calculs devront étre détaillés.

Q. 2 Pour la matrice A = , Etablir (en justifiant) la convergence ou non des

On note T € M,,(C) la matrice tridiagonale

ai ¢ 0 ... 0
by as :
T=10 0 (2)
e
0 0 b, ay,

Q. 3 Soit u e C*. On note Q(u) € M, (C) la matrice diagonale de diagonale (u,y?, ..., u").

a. Expliciter la matrice T(p) < Q(u)TQ (1) en fonction des coefficients tridiagonauz de la
matrice T et de p.

b. Déterminer det(T(u)) en fonction de det(T).



On suppose dans la suite que la matrice inversible A € M,,(R) s’écrit sous la forme

a rvn 0 ... 0
b« :
A=10 0
IR
0 ... 0 B «

et que ses éléments diagonaux sont non nuls.

Q. 4 a. Montrer que les valeurs propres de J sont les racines du polynéme
qa(\) £ det(\D —E — F).

b. En utilisant la question 3, montrer que q3(\) = det(AD — AE — $F).
c. En déduire que si A € C est valeur propre de 3 alors —\ [’est aussi.
Q. 5 a. Montrer que les valeurs propres de Ly sont les racines du polynéme

qe,(\) = det(AD — \E — F).

b. En déduire que
YAe €, qe,(N%) = Aqa(N).

Q. 6 a. Comparer les valeurs propres de J a celles de L;.

b. Une des deux méthodes est-elle a privilégier dans ce cas ¢

On souhaite utiliser la méthode Gauss-Seidel pour résoudre le systéme Ax = y ot A est donnée

par (3) et y € R". Cette méthode est donnée de maniére générique par

1 i—1 n
sie bl A= L (4 Sl 3 alt).
(23 j:1

j=i+1

()

Q. 7 a. Simplifier l’écriture de la formule de Gauss-Seidel (5) en tenant compte des parti-
cularités de la matrice A (i.e. minimisation du nombre d’opérations élémentaires dans le

[k’-i—l])

%

calcul de ©

b. Ecrire une fonction algorithmique permettant de résoudre le systeme Ax =y, ou A est
donnée par (3), par le schéma itératif de Gauss-Seidel simplifié sachant que 'on ne veut
pas stocker la matrice A. Cette fonction devra (entre autres) prendre en paramétres les

coefficients o, v;, B de la matrice A.



EXERCICE 2 (10 poINTs) ]

Soient n € IN*, (2;)ico,n], des réels de [a, b] distincts deux a deux, et f € C%([a,b]; R).
On note y; = f(x;), Vi e [0,n].
On définit les polynémes b;, i € [1,n + 1], par

bo =1 et Vie [[1,71 + 1]], bl<3§‘) = (LC — $i,1)bi,1(x).
Q.1 a. Soitie[0,n+ 1]. Démontrer que bl@, la dérivée i-eme de b;, vaut i!.
b. Montrer que B, = {bo,...,b,} est une base de R,[X].

Q. 2 Ecrire une fonction algorithmique, nommée polyBase, retournant b;(x) avec x € R et
i€ [0,n].

On note Q € M,,;1(R) la matrice définie pour tout (i,5) € [1,n + 1] par

1 sii=1,
0 sij<i,
Qij = i—2
(l’j,1 — l’k) sil<i< j
k=0

Q. 3 a. Démontrer que Q est inversible.
b. Ecrire les coefficients de Q en fonction des polynomes b;, i € [0, n].

c. Ecrire une fonction algorithmique, nommée MatriceBase, retournant la matrice Q.

On va chercher le polynéme P,, s’écrivant dans la base B,, sous la forme

P, = > Aib;
i=0
avec, Vi € [0,n], \; € R et vérifiant
Po(z;) = yi, Vie [0,n] (1)

Q. 4 a. Démontrer que si le polynome P, existe alors il est unique.

b. Démontrer que (1) s’écrit sous la forme d’un systéme linéaire
AX =B (2)

avec X = (Ao, ..., \)" et Lo on explicitera la matrice A et le vecteur B.
c. Quel est le lien entre A et Q ?

On suppose que I'on dispose de la fonction algorithmique x<Solve(A,b) retournant la solution
du systéme linéaire Ax=Db.

Q. 5 a. Ecrire une fonction algorithmique, nommée SolveBase, retournant (\;)7_,.

b. Ecrire une fonction algorithmique, nommée poly, retournant P, (x) pour x € R et utili-
sant la fonction SolveBase.

On suppose f € C""!([a,b]; R). Soit = € [a,b], x # x;, Vi € [0,n]. On note

f(x) = Pu(z)
bn+1 (.CL’)

Q. 6 a. La fonction F est-elle bien définie ? Dans quel espace vit-elle au mieux ¢ Justifier.

F(t) = f(t) — Po(t) — buyi(t), Ve [a,b].



b. Déterminer (n + 2) zéros distincts de la fonction F.
c. Rappeler précisement le théoréme de Rolle pour g : [a,b] — R.

d. En notant a < z1 < 29 < ... < zpyo < b les (n + 2) zéros de F et en utilisant le théoréme
de Rolle, montrer qu’il existe &, €|z1, zn42| tel que

Fr(g,) = 0.

e. Expliciter le nombre de fois ot le théoreme de Rolle a été utilisé dans la question précé-
dente.

f. En déduire f(z) — Pn(z) en fonction de f"V(&,) et de by ().
Application :

Q. 7 a. Déterminer, en utilisant ce qui précéde, un polynome P € Ry[ X ] tel que
P(-1)=2, P(0) =1 et P(1) = 2.

b. A-t’on unicité de ce polynome ? Justifier.

c. Déterminer un polynéme Q de degré 3 tel que
Q(-1) =2, Q0) =1 et Q1) = 2.

d. A-t’on unicité de ce polynome ? Justifier.



