Sup Galilée Ing. Macs 1
Année 2023-2024 Analyse Numérique I

PARTIEL DU 10 JANVIER 2024
durée : 3h00.

Sans documents et sans appareils électroniques
Le baréme est donné a titre indicatif

Dans ce sujet :
e Les trois exercices sont indépendants.
e Les entrées/sorties des fonctions algorithmiques que vous écrirez devront étre décrites.
e Le but de toute fonction algorithmique que vous écrirez, et qui n’est pas explicitement demandée, devra
étre précisé.

EXERCICE 1 (5.5 points) ]

Soient n € IN* et (x4, i, 2i)ie[o,n] (7 + 1) triplets de R?, ot les z; sont des points distincts deux & deux de R.
Le polyndéme d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté H,,, associé aux (n+ 1) triplets (z;, y;, 2i)ie[0,n]>
est défini par

H,(z) = Z yidi(z) + Z 2 Bi(z) (1.1)
=0 1=0

avec

Ai(z) = (1 —2(z — 2;)Li(2;)) L (z) et Bi(z) = (z — 2;)L3(x) (1.2)
ou "
r—z
Li(z) = H .
i=0 X; — (Ej
Jj#i
Q.1 a. Quelles sont les propriétés remarquables du polynéme H,, ?

b. Calculer Li(x).

c. En déduire que

S 1
Li(z;) =
)= 3
k#1
a
R. 1 a. Le polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite, H,,, associé aux (n+1) triplets (2, i, 2i)ic[o.n]

est I'unique polynéme de degré au plus 2n + 1, vérifiant

H,(x;) =y; et H (x;) = 2;, Vie[0,n]

b. On a . .
1 Tr—x;
Li(z) = J
i@ kzzjoxi—xkjl])xi—xj
k#i J#i
ik
c. On en déduit "
1
Liw:) = Z T — Tp
(3




Q. 2 [Algo] Ecrire une fonction algorithmique Hermite permettant de calculer H,(t) avec t € R. o

R. 2 Voici le descriptif de la fonction :

But : Calculer le polynéme H,, (¢) définit par (1.1)

Données : X : vecteur/tableau de R""', X (i) = z;_1 Vie [1,n+ 1] et
X (i) # X(j) pour @ # j,
Y : vecteur/tableau de R"™!, Y (i) = y;_1 Vi€ [1,n + 1],
Z . vecteur/tableau de R"*, Z(i) = z;_1 Vi e [1,n + 1],
t : un réel.
Résultat : pH le réel pH = H,, (¢).

La fonction que 'on va écrire use (et certains diront abuse) de fonctions.

Algorithme 1 Fonction Hermite permettant de calculer le polyndéme d’interpolation de Lagrange-Hermite

H,,(t) définit par (1.1)

Fonction pH « Hermite( X,Y,Z,t)
pH <0
Pour i < 0 a n faire

Fin Pour
Fin Fonction

1:
2
3
4: pH <« pH + PorvA(i, X,t) * Y (i + 1) + PoyB(i, X, t) = Z(i + 1)
5
6:

Les différentes fonctions utilisées pour la fonction Hermite (directement ou indirectement) sont les suivantes :

PolyA : calcul du polynéme A; en t, (données i, X t)

PolyB : calcul du polynéme B; en ¢, (données i, X t)

PolyL : calcul du polynéme L; en ¢, (données i, X t)

PolyLp : calcul de L{(x;), (données i, X)

Algorithme 2 Fonction PolyA permettant de calculer le polynome A; en
t € R donné par A;(t) = (1 — 2L%(x;) (¢t — ;) L3(t)

Algorithme 3 Fonction PolyB permettant de calculer le polynéme B; en
t € R donné par B;(t) = (t — z;)L2(t)

1: Fonction y « PolyA(,X,t)
2: y <« (1 —2%PoryLp(i, X) = (t — X(i + 1))) * (PoryL(i, X, t))?
3: Fin Fonction

1: Fonction y < PolyB(,X,t)
2y« (t—X(i+1))* (PowL(i, X,t))?
3: Fin Fonction

Algorithme 4 Fonction PolyL permettant de calculer le polynéme L; ent € R Algorithme 5 Fonction PolylLp permettant de calculer Lj(z;) =
ot—uxy u 1
donné par L;(t) = H 7“ - -
j=0gi YT k=0.kpi Vi Tk
1: Fonction y « PolyL( i,X,t) 1: Fonction y « PolyLp(¢,X )
2 y<1 2 y<0
3: Pourj«0an, (j~=i) faire 3: Pour k< 0an, (k~=i) faire
4 y—ys(t—X(G+1)/(X(@+1)—-X(3G+1)) 4 y—y+1/(X@E+1)—-X(k+1))
5 Fin Pour 5 Fin Pour
6: Fin Fonction 6: Fin Fonction

Q. 3 [Algo] Dans le but de valider/tester la fonction algorithmique Hermite, proposer un algorithme permet-
tant de vérifier, sans représentation graphique, que cette fonction a les mémes propriétés que le polynéme
d’interpolation de Lagrange-Hermite. On rappelle que, pour h € R suffisament petit, on a

H,, (1) ~

H,(t+h) — Hy(t)

h



R. 3 A faire




EXERCICE 2 (11.5 points) ]

Soient f € C*([0,2];R) et «, 3, 7y trois réels. Nous allons étudier la formule de quadrature

jo f(@)de ~ Q(f) EAf (2) + B (1) + af (0). (2.1)

Q.1 a. Démontrer que la formule de quadrature (2.1) est de degré d’exactitude au moins p si et seulement
si elle est exacte pour les (p + 1) fonctions x — ¥, k € [0, p].

S

. Déterminer «, B et v pour que la formule de quadrature soit au moins de degré d’exactitude 2.

2]

. Montrer que cette formule est de degré d’exactitude 3.

R. 1 a. Si la formule de quadrature (2.1) est de degré d’exactitude au moins p alors elle est exacte
pour tout polynéme de degré inférieur ou égal a p, or les (p + 1) fonctions x +— 2*, k € [0,p] sont de
degré inférieur ou égal a p.
On suppose la formule de quadrature (2.1) exacte pour les (p + 1) fonctions x — z*, k € [0, p]. Soit

P(z) = Y7 _, axz” un polynome de degré (au plus) p. Par linéarité de l'intégrale on a
2 P 2
J P(z)dx = Z akJ 2Fdx
0 =0 Jo

P
= Qz— Z arz®) par linéarité de Q
k=0

= Q(P).

b. La formule de quadrature (2.1) est de degré d’exactitude au moins 2 ssi elle est exacte pour z — 1, z —
et  — 22, c’est & dire ssi :

2

2 2
Jldm=a+5+’y, fﬂcdw=5+2% J$2d$=5+4%
0 0 0

Ceci correspond alors & la résolution du systéme linéaire :

a+B+y=2
B+2y=2
Brar=(3)

Ce systéme admet une unique solution (a, 8,7) = ( % % % )

c. Cette formule est de degré d’exactitude 3 si elle est aussi exacte pour x +— 23 et non exacte pour z > x?.

Avec f:x — 23 on a ,
et =1 = r@+pr+ar -4
0

Avec f:x —> 2% on a

2
| ate=F # @70 +ar 0 - 7

)

Q. 2 a. FEtablir qu’il existe un unique polynéme P de degré 3 tel que

P(0) = £(0), P(1)=f(1), P(2) = f(2) et P'(0) = f(0). (2.2)



b. Soit x €]0,2[ fixé, avec x # 1. On considere la fonction ¢ : [0,2] — R définie par

(t—1)(t—2)t?

p(t) = (f(t) = P(1) — (f(2) - P(x))m,

vt e [0, 2].
En quels points s’annule la fonction ¢? En déduire, par applications successives du théoréme de Rolle,

qu’il existe un &, €]0,2[ tel que P (&,) = 0.

c. En déduire que pour tout x € [0,2], il existe un &, €]0,2[ tel que

@) = Pla) + D2 e (23)

R. 2 a. Soit @ : R3[X] — R* l'application défine par

L’existence et l'unicité du polynome P est équivalente a la bijectivité de I'application ® car ®(P) =
(f(O)7 ), f(2), f'(O)). Or celle-ci est une application linéaire entre deux espaces de dimension 4. Elle
est donc bijective si et seulement si elle injective (ou surjective). Pour vérifier I'injectivité de ® il est
nécessaire et suffisant de vérifier que son noyau est réduit au polynéme nul.

Soit Q € ker ®. On a alors ®(Q) = 04 et donc Q a 3 racines distinctes dont 'une double. Or le seul
polynéme de Ry[X] ayant 3 racines distinctes dont 'une double est le polynéme nul et donc Q = 0.

b. La fonction ¢ s’annule aux 4 points distincts 0, 1, 2 et z. Par le théoréme de Rolle, sa dérivée s’annule
en trois points distincts de 0, 1, 2 et z. De plus elle s’annule en 0.
On note 29 < 29 < 29 < 29 ces 4 points ordonnés ot ¢’ s’annule.
En appliquant le théoréme de Rolle sur chaque intervalle [27, 20 ], k € [1,3], il existe z}, €]z}, 2, [ tels
que p(?) (21) = 0. Par construction z{, 23 et 23 sont distincts.
En appliquant le théoréme de Rolle sur [21,23] et [23, 23], il existe 27 €]21, 23 et 23 €]23, 23] tels que
0B (22) = 0 et 3 (22) = 0. Par construction ces deux points sont distincts.

Enfin en appliquant le théoréme de Rolle sur [27, 23], il existe &, €]27, 23[<]0, 2[ tel que ¥ (&,) = 0.

c. Comme P est un polynome de degré 3, P() = 0. De plus la dérivée 4-éme de t — (t — 1)(t — 2)t? vaut
4!. On en déduit, pour z € [0;0]\{0, 2, 1}
4!

) —0=f® —(f(z) - P@)———————
PO(E) =0 = 19&) ~ (/) ~ P oy g2

et donc (2.3) est démontré pour z € [0;2]\{0, 2, 1}.
Six € {0,2,1} alors (2.3) est immeédiat.

Q. 3 Soit P défini par (2.2)

a. Montrer (sans calcul) que

j P(o)dz = +f (2) + Bf (1) + af (0).

0

b. En déduire qu’il existe une constante M dépendant de fY telle que

1

2
. f@)dz = (vf (2) + B (1) + af (0))] < g M- (2.4)




R. 3

a. Comme P est de degré 3, la formule de quadrature (2.1) est exacte pour P et donc
2
f P(2)dz — Q(P) = aP(0) + BP(1) + 1P (2).
0

En utilisant (2.2) on obtient
2
j P(r)de = af(0) + AF(1) + 7/(2).

0

. On déduit de (2.3)

J 20 ]

J (f(;v) - P(:E))d:r . 1

0

En notant M = sup,c(o 91 |f ) (2)] < +oo (car fonction continue sur un fermé borné), on obtient

<M

F (x —1)(x — 2)2? "

| (@ - P O -

0

Or

? 4
fo (x —1)(z — 2)z’de = 1

et donc

1
M.

gi
90

2
j (f(x) — P(x))dx

0

Soient ce R, h > 0 et g € C*([c,c + h]; R).

a. Par un changement de variable, déduire de (2.1) une formule de quadrature pour le calcul approché de

§ g(t)at.

. En utilisant (2.4), montrer que Uerreur de quadrature est majorée par 24h® ou M = SUDyec o] g™ (1)

et C' > 0.

a. On utilise un changement de variable pour transformer 'intervalle [¢, c+h] en [0, 2]. Ce changement

de variable est t = r(z) = 2z + ¢ — (0)2 avec 1/(z) = % ce qui donne

th g(t)dt = g JQ gor(x)dx.

c 0

La formule de quadrature est donc

c+h h h
| ot~ 500 = Slager©) + 5gor(1) 99 o r(2)

ce qui donne

c+h
f g(t)dwah(g)‘ggQ(gorF;h<;g(6+h)+§g<c+;h> +;g(0)>

. Ona

5 || gor@is - Qg en)

0

| " g0t — Qulo)

C

La fonction u < g or est dans C*([0,2]; R) et v (z) = (%)49(4) (r(x)). D’apres (2.4), on a

| @iz — Qu)

0

1 1 (h\*
< — sup [uP(z)] = — () sup g(4) t)l.
90 xe[0,2]| @) 90 \ 2 te[e,c+h]| )|




On obtient donc

c+h
f g(t)dt — Qu(g)

Rl (h\*

< () sup 9@ (t)|
290 \ 2 te[c,c+h]
1

——h® sup g(4)t .
2880 te[c,c+h] | ( )l

N

Q. 5 Soient (xy)P_, une discrétisation réguliere de lintervalle [a,b] et w € C*([a,b]; R).

a. A partir de (2.1), expliciter la formule composite associée permettant d’approcher SZ w(s)ds en utilisant
la discrétisation (xi)}_o-

b. En utilisant les résultats de la question 4, montrer que ’erreur de quadrature de la formule composite est
magorée par D(b — a)h* ot D = & SUDe[q,0] |w® (z)].

R. 5 a. On a
[[wtas =5 [
et d’aprés la question précédente (avec ¢ = zy et 11 = xx + h)
Th1 h h
J w(s)ds ~ g(w(xk) + dw(xp + 5) + w(Tp1))-
Tk

Ainsi on obtient la formule de quadrature composée

b . “h - h
[ we)ds ~ @gw) =52 (w6) + dwla + 2) + wlai)).

a

b. On a
Jb (w)ds — Qp(w)| < Lw ni sup  Jw(#)]
. 2880 A iefmnmri]
n—1

< e ” s w®(s)| 1;0 1

< 2850 h® Ss&pb] lw® (s)|n

Or nh = (b— a), ce qui donne

’ n L o (4)

|| ot~ G| < g h0— ) sy jwGs)
EXERCICE 3 (11.5 points) ]




Definition (uniquement pour Uexercice!). Soit u € C™ tel que u; # 0, Vi € [1,n]. On dit que A € M,,(C)
admet une factorisation WU paramétrée par u si il existe W € M,,(C) triangulaire inférieure inver-
stble et U € M,,(C) triangulaire supérieure de diagonale u (i.e. U;; = u;, Vi € [1,n]) telles que

A =WU.

Soit u € C™ tel que w; # 0, Vi € [1,n].
On note A = (A; ;)i =1, W= (Wi ),—1 et U= (Ui )}';_; les composantes de ces matrices.

Q.

S

QL o

Soit A € M,,(C) admettant une factorisation WU paramétrée par .

. Rappeler la définition des sous-matrices principales de A.

. Démontrer que toutes les sous-matrices principales de A sont inversibles. Indication : on pourra utiliser

une décomposition par blocs des matrices.

. Démontrer que la factorisation WU paramétrée par u est unique.

. Soit b € C" donné. Expliqguer comment résoudre le systéeme Ax = b a l'aide de la factorisation WU

paramétrée par u.

a. Soit k € [1,n]. On appelle sous-matrice principale d’ordre k de A, la matrice Ay € My (C) telle
que
(Ak)ij = Aij, V(i) € [1,K].

. Comme la matrice W est triangulaire inférieure inversible, on a Vi € [1,n], W, ; # 0. Comme la matrice

U est triangulaire supérieure de diagonale u, on a Vi € [1,n], U;; = u; # 0, et on en déduit que U est
inversible.
La sous-matrice principale d’ordre n de A, est A qui est inversible par hypothése.

Soit k € [1,n — 1]. Montrons que la sous-matrice principale d’ordre k de A, est inversible.

On écrit les trois matrices A, W et U sous la forme de matrices blocs carrés 2 x 2 dont le premier
bloc diagonal est dans My (C) et le second dans M,,_j(C). Comme W est triangulaire inférieure et U
triangulaire supérieure, on a

At A Wiq i Opne U P U
A= (DB TL2 , W= SRS it S NP R st LI =tz ),
Az 1 Az Wai 1 Wap On—r,k 1 Uz
On a alors Wy 1 € My(C) triangulaire inférieure avec tous ses éléments diagonaux non nuls puisque

(W11)is = Wi # . Wy est donc inversible. De plus, Uy 1 € M,,_;(C) triangulaire supérieure avec
(Ul,l)“ =u; #0, Vie [1,n — k], et donc Uy ;1 est inversible. On a

Al 1 : Al 2 Wl 1 : Ok n—k Ul 1 : U1.2 >
A =WU e A I e St S f (R L2 e 2.
= ( Aor  Asp ) ( Wi | Wh s )( O, on | Uz

En effectuant le produit matricielle bloc, 1ére ligne bloc par lére colonne bloc, on obtient
A1 =Wy U114+ 0k pn—tOnr it = Wi 1Up 1.
On a donc, par propriété du déterminant,
det (A1,1) = det (Wy,1Uq,1) = det (Wy,1) det (Uy1).

Comme W ; et U; ; sont inversibles, leurs déterminants sont non nuls. On en déduit que det (Al’l) # 0,
c’est & dire A; ; inversible, or par définition, A; 1 € My (C) est la sous matrice principale d’ordre k de A.

. Soient W1U; et WoU5 deux factorisations WU de A. avec Wy, Wy triangulaires inférieures inversibles et

Ui, U, triangulaires supérieures de diagonale u (donc inversibles). Les matrices W;t et Wst sont done
triangulaires inférieures et les matrices U;™! et Uy™ sont donc triangulaires supérieures de diagonale
(ur?,...,u;') puisque pour k € {1,2}, on

vie fonl, (U, = o = o




On a
A=W U; =W,yU,

et en multipliant & droite par Uy ™ et a gauche par W; ™' on obtient
UiUs™ = Wy W, (3.1)

La matrice W; *Ws est triangulaire inférieure car produit de deux matrices triangulaires inférieures. La
matrice U;Uy ™" est triangulaire supérieure car produit de deux matrices triangulaires supérieures. Comme
ces deux matrices sont égales, on en déduit On déduit de (3.1), que les matrices W; Wy et U;Us ™! sont
diagonales. Or on a
1
. -1 -1
Vie [1,n], (U1U2 )“ = (Ul)i,z'(u2 )Z’L = “1172 =1
ce qui donne
UiUs™ =1 =W;'W,

et donc U; = Uy et Wy = W,.

d. Comme A € M,,(C) admet une factorisation WU paramétrée par u, résoudre le systéme Az = b revient
alors a résoudre
WUz = b.

On pose y = Uz, et on résoud tout a bord
Wy = b.

puis, une fois le vecteur y déterminé, on résoud

Uz =y.

Q. 2 Soit A e M, (C) admettant une factorisation WU paramétrée par u. Expliquer de maniére détaillée une

méthodologie pour calculer les coefficients des matrices W et U. On explicitera les formules utilisées. o
R. 2
A=WU (3.2)
c’est a dire
Wl,l 0 0 Up, U1,2 Un,l
S W - - : 0 - :
= 2,1 ' ' ’ ’ ' ' . (3.3)
ap1 .. Gpn : E 0 : . - Un—l,n
Wn,l e Wn,nfl Wn,n 0 N 0 Up

Etape 1 : e La lére colonne de U est connue, on peut alors calculer la lére colonne de W.
e La lére ligne de W est connue, puisque 'on vient de calculer (entre autres) Wi 1. On peut déterminer
la 1ére ligne de U.

Etape 2 : e La 2éme colonne de U est connue, on peut alors, connaissant la 1ére colonne de W, calculer la
2éme colonne de W.
e La 2éme ligne de W est maintenant connue. On peut déterminer, la 2éme ligne de U puisque ’on connait
sa lére ligne.

Etape ¢ : on suppose connue les (i — 1) premiéres colonnes de W et les (i — 1) premiéres lignes de U.



e La i®° colonne de U est connue puisque U;; = 1. On peut calculer la i®™¢ colonne de W. En effet,

soit j € [¢,n], on a

n 1—1 n
aj = 2 WisUki = 3, WiaUsi + WiiUsi + Y WU,
k=1 k=1 k=i+1

Or, U est triangulaire supérieure, donc Uy ; = 0, Yk > i. De plus U; ; = u;, on obtient donc

i—1
aji = Y WikUsi +uiWii.
k=1

Dans la somme, par hypothése, W, ; et Uy; sont connus car k € [1,% — 1]. On obtient alors

o 1 i—1
Vjeli,n], Wi, = w <aj,i — ];1 Wj,kUk-,i)-

(3.4)

e La i®™ ligne de W est maintenant connue puisque l'on vient de calculer (entre autres) W; ;. On peut

alors calculer la ®™¢ ligne de U. En effet, soit j € [i + 1,n], on a

n i—1 n
aij = Y WirlUr; = >, WirUsj + Wiillig + Y, WinUs,;.
k=1 k=1 k=i+1

Or, W est triangulaire inférieure, donc W; ; = 0, Vk > 7. On obtient donc

i—1
;5 = Z Wi,kUk,j + Wi,iUi,j-
k=1

Dans la somme, par hypothése, W; i, et Uy ; sont connus car k € [1,7 — 1]. On obtient alors
1 i—1
Vj e [Z + 1,71], Ui’j = —\a;; — Z Wi,kUk,j .
Wii k=1

et W;; # 0 car sinon la factorisation WU de A ne serait pas possible.

Pour résumer, on va calculer sucessivement, pour ¢ allant de 1 an
e la i°™° colonne de W :

W;: = 0, Vjie[l,i—1],
i1

Wi, = u% (aj,i - Z W‘,kUk,i)v Vj € [i,n],
k=1

e la i®™¢ ligne de U :

Uij = 0, Vje[1,i—1],

Ui = i,
i1

Uij = %(ai,j - Z Wz’,kUk,j>a vjeli+1,n],
k=1

(3.5)

Q. 3 [Algo] Soit Ae M,,(C) admettant une factorisation WU paramétrée par u.

a. Ecrire la fonction ResTriSup retournant &, solution de Uz = b ot U € M,,(C) est une matrice triangulaire

supérieure inversible et b e C™.

b. Ecrire la fonction algorithmique FactWU retournant les matrices W et U.

c. On suppose la fonction ResTrilnf retournant z, solution de Lx = b avec L € M,,(C) triangulaire inférieure
inversible, déja écrite. Ecrire la fonction algorithmique ResWU retournant x, solution de Ax = b en

utilisant sa factorisation WU paramétrée par u.

10



R. 3 a. Soit U € M,,(C) une matrice triangulaire inversible et b € C™. Pour résoudre le systéme Uz = b,
on utilise 'algorithme de remontée :
pour ¢ allant de n a 1 (pas de —1) faire

xTr; = (bz — 2 Ui’jl'j)/Ui,i.

j=i+1
Données : U : matrice triangulaire de M,,(C) supérieure inversible.
b . vecteur de C™.
Résultat : = : vecteur de C™.
1: Fonction  « ResTriSup( U,b)
2:  Pour i < n a1 faire(pas de —1)
3 S0
4 Pour j < i+ 1 an faire
5: S—S+U®,j)=*xz(j)
6 Fin Pour
7 x(i) « (b(i) — S)/U(i,1)
8 Fin Pour
9: Fin Fonction
b. Voici I’algorithme final :
Données: u : vecteur de C" dont toutes les composantes sont non nulles.
A : matrice de M,,(C) admettant une factorisation WU paramétrée par u.
Résultat : U : matrice de M,,(C) triangulaire supérieure
avec U, ; = u;, Vi€ [1,n]
W :  matrice de M,,(C) triangulaire inférieure.
1: Fonction [W,U] < FactWU( A, u )
2 W« 0, > O,, matrice nulle n x n
3 U<~o0,
4:  Pour i« 1 an faire
5: Ul(i,i) < u(i)
6 Pour j — ¢ a n faire > Calcul de la colonne ¢ de W
7 Sl —0
8 Pour k — 1 ai—1 faire
9: S1— ST+ W(j, k)= U(k,i)
10: Fin Pour
L W(]7Z) N (A(]7Z) - Sl)/U(’L?Z)
12: Fin Pour
13: Pour j — ¢+ 1 a n faire > Calcul de la ligne i de U
14: 52 ~—0
15: Pour k — 1 ai— 1 faire
16: So «— Sy + VV(Z7 k‘) * U(kj,j)
17: Fin Pour
18: U(Z,j) «— (Ai,j —SQ)/W(Z,Z)
19: Fin Pour

20:  Fin Pour
21: Fin Fonction

c. On utilise la Q.1-d.

11



Voici la fonction ResWU permettant de résoudre, par une factorisation WU paramétrée par u, le systéme
linéaire Az = b

Données: u vecteur de C™ dont toutes les composantes sont non nulles.
A : matrice de M,,(C) admettant une factorisation WU paramétrée par u.
b vecteur de C™.
Résultat : =z vecteur de C™.
1: Fonction £ < ResWU( A,b,u )
2:  [W,U] « FactWU(A, u) = Factorisation WU paramétrée par u
3: Yy < ResTrilnr(W,b) > Résolution du systéme Wy = b
4:  x < ResTriSur(U,y) > Résolution du systéme Uz =y

5. Fin Fonction

Q. 4 Nous allons démontrer par récurrence sur l'ordre n = 2 des matrices que si A € M,,(C) est une matrice
dont toutes les sous-matrices principales sont inversibles, alors elle admet une factorisation WU paramétrée par
u.

. Ecrire proprement la proposition (P,) & démontrer par récurrence.
. Initialisation : montrer que (Py) est vraie.

. Hérédité : en supposant que (P,) est vraie montrer que (Pni1) est vérifiée (on pourra utiliser une

décomposition bloc)

. Conclure

a. Soit n > 2.

Soit w € C™ tel que u; # 0, Vi € [1,n]. Si une matrice A € M,,(C) a toutes ses sous-
matrices principales inversibles alors il existe une matrice W € M,,(C) triangulaire
inférieure inversible et une matrice U € M,,(C) triangulaire supérieure de diagonale
u telles ques A = WU.

(Pn)

. Initialisation. Avec n = 2, nous allons regarder si il possible de déterminer les coefficients de W et de U

pour avoir A = WU, c’est a dire

A A _ (Wan 0 up Ui

A1 Az Wa1 Wapg 0  ug
Ceci revient donc & déterminer,en fonction des coefficients de A et de u, les composantes W1 1, Wa 1, Wa o
et Uy 2 solutions de :

Wi1u1 = A
Wa 1u1 = A,
Wi1Ui 2 = Ao
Wao 1Uio + Waous = Ago

Comme uy # 0,ona Wy 1 = Ay 1/us et Wa 1 = Az 1/uy. De plus, par hypothése, la sous-matrice principale
de A d’ordre 1, c’est & dire Ay 1, est inversible et donc A; ; # 0. On obtient alors W7 ; # 0 et

WiaUio =412 < Uz =wAi/A11.

De la derniére equation, on obtient

Ag 1 urdie
W271U172 + W272u2 = A272 =& - - W272u2 = A272
up  Ain
1 A1 As9 —As 1A
= WQ’Q = —
U2 A1,1
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Au final, on a

Wl,l = Al,l/ul #0
War1 = Aoi/wa
Ui = wdia/Aia
1 A11A22—A21A12
Wao = AL

Il reste a démontrer que la matrice W est inversible. On a det W = W; ;W5 2 et W1 1 # 0. Par hypothése,
la sous-matrice principale de A d’ordre 2, c’est & dire elle méme, est inversible et donc det(A) = Ay 142 2 —
Az 1A;1 2 # 0. On obtient donc Wa 5 # 0. La matrice W est donc inversible et (Pz) est vérifiée.

. Héreédité. Soit n > 2. On suppose que (P,,) est vraie. On va démontrer que (P,+1) est vérifiée.
Soient u € C"*! tel que u; # 0, Vi € [1,n+ 1]. Soit A € M,,;1(C) dont toutes ses sous-matrices
principales inversibles. On peut la décomposer sous la forme bloc suivante

— B est la matrice de M,,(C) telle que B; ; = A; ;, (i, j) € [1,n]?,
— [ est le vecteur de C” tel que f; = A; 41, Vie [1,n],
— e est le vecteur de C™ tel que e; = A,11,4, Vi€ [1,7n]
— d e C est le scalaire d = Ay 1 pt1.
On note u € C", tel que u;, = u; # 0, Vi € [1,n]. Comme les sous-matrices principales de B sont les
n premiéres sous-matrices principales de A, elles sont donc inversibles. Par hypothése de récurrence, il
existe une matrice W € M,,(C) triangulaire inférieure inversible et une matrice U € M,,(C) triangulaire
supérieure de diagonale u telles ques

B—WU.

On va construire des matrices W et U vérifiant la propriété. Soient W € M,,11(C) et U € M,,;1(C)
décomposées sous la forme bloc

| I
| I
i i
@ et U= |
' !
o ge C" heC"”and a € C. Les deux matrices sont blocs compatibles pour la multiplication et on a
alors

0 U @ h WUE Wh

Comme B = W U, on va identifier bloc par bloc les matrices WU et A, puis vérifier que le systéme est
resolvable. On obtient donc par identification le systéme :

Wh = f
g*uU = e*
g*h + auprr = d

Par hypothése de récurrence W est triangulaire inférieure inversible et U triangulaire superieure de dia-
gonale u (donc inversible et u,41 # 0) : le systéme précédent admet donc comme solution

h = W'f
g = U
_ 1
a = un+1(d_g*h)

On a donc construit une matrice W triangulaire inférieure et une matrice U triangulaire superieure de
diagonale u telles que A = WU.
Il reste & démontrer que W est inversible. Comme la matrice A est inversible, on en déduit que

det A = det(WU) = det W x det U # 0
On obtient alors det W # 0 ce qui entraine l'inversibilité de la matrice W. La proposition (P,+1) est donc

vérifiée
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d. Conclusion. On a démontré par récurrence que la proposition (P,) est vraie pour tout n > 2.
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