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6.1 Meéthodes de quadrature élémentaires

Définition 6.1. Soient f € C([a,b];R) et Q,(f,a,b) la formule de quadrature élémentaire donnée par :

Qn(f;a,0) = (b= a) 3 wyf(s) M
j=0
avec Vj € [0,n] wj € R et x; € [a,b] distincts deux a deuz. L’erreur associée a cette formule de quadrature,
notée Eq(f), est définie par
b
Eap(f) = J f(@)de — Qn(f,a,b), VfeC’[a,b];R) 2)

Définition 6.2. On dit qu’une formule d’intégration (ou formule de quadrature) est d’ordre p ou a pour degré
d’exactitude p si elle est exacte pour les polynémes de degré inférieur ou égal a p.

Proposition 6.1. Soit Q,(f,a,b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points
(distincts deux & deux dans [a,b]).
L application f —> Q,(f,a,b) définie de C°([a,b]; R), muni de la norme infini, G valeurs dans R est linéaire
continue, et elle a pour degré d’exactitude k € IN si et seulement si

b
Qn(z— 2", a,b) = J 2"dz, Vre[0,k].

a

Proposition 6.2. Soit Q,(f,a,b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points
(%i)iefo,n] (distincts deuz & deuz dans [a,b]).
On note x = ¢(t) = a + ft, B € R*, le changement de variable affine, t; = p~(x;), Vi € [0,n], et

Qu(, 97,07 B) = (5728 = 972(0)) D ig ) 3)
i=0

Alors Q,,(f,a,b) est de degré d’ezactitude k si et seulement si Q,(g, 1 (a), o~ 1(b)) est de degré d’ezactitude
k.

Proposition 6.3. La formule de quadrature élémentaire (1) a (n + 1) points, distincts deux & deuz, est de
degré d’exactitude k (au moins) si et seulement si
n Lyl gt

1 Vrelok] (4)

Corollaire 6.1. La formule de quadrature élémentaire (1) a (n+1) points est de degré d’exactitude O au moins

st et seulement si

n
Z w; = 1.
i=0

Proposition 6.4. Soient (l'[)iellﬂ’”]] des points deuz a deux distincts de Uintervalle [a,b] donnés. Il existe alors
une unique formule de quadrature élémentaire (1) a (n + 1) points de degré d’ezactitude n au moins.

Proposition 6.5. Soit Q,(f,a,b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points
(distincts deux a deux).On dit qu’elle est symétrique si
Ti+Tp_; a+b

Vi € [0,n], —5 = 3 el w; = Wp_;. (5)

Dans ce cas si cette formule est exacte pour les polynomes de degré 2m alors elle est nécessairement exacte
pour les polynémes de degré 2m + 1.

Proposition 6.6. Soit Q,(f,a,b) definie en (1), une formule de quadrature élémentaire a (n + 1) points
(%i)ieo,n] (distincts deur a deuz).
La formule de quadrature est de degré d’ezactitude n au moins si et seulement si pour tout i € [0,n], les poids

w; sont donnés par
1 bz T—x; 1o t—t,
) = —— —dz = Ldt, Vie [0, 6
L bfaLE)xlfa:j ! Lgii*h i€ [0,n] ©)

J#i J#i
avec t; = (x; — a)/(b— a).
Si f e C"([a,b];R) alors on a
b 1 b n
. _ . (n+1) .
| fa)ds Q,,(f.a,w\ < ey =] J [ - alde )

Lemme 6.1. Soient (x;)/ des points distincts 2 a 2 de lintervalle [a,b] vérifiant

T b
Vi e [0,n], %:a; .

Soient (w;)?_, définis par

1 b n T —x
= 7J 278 4y, Vie[0,n]
a jooTi T T
J#i
On a alors
Vie [0,n], w;=wn_;

et la formule de quadrature élémentaire associée est de degré d’eractitude au moins n si n est impaire et au
moins n + 1 sinon.

Proposition 6.7 (Degré maximal d’exactitude). Soit Q,(f,a,b) défini par (1) une formule de quadrature
élémentaire de degré d’exactitude au moins n. Elle est alors de degré d’exactitude n+m, m € IN*, au moins si
et seulement si

b
f mn(2)Q(z)dz = 0, VQ € Ryp—1[X] (8)

a




ot m, est le polynome de degré n + 1 défini par

n

(@) = [ [ (@ — ). (9)

i=0

Le degré mazimal d’ezactitude d’une formule de quadrature élémentaire a n + 1 points est 2n + 1.
De plus, on a

b
(8) «— I T (2)zFde = 0, Yk e [0,m —1]. (10)

6.2 Formules élémentaires de Newton-Cotes
Vie [0,n], x; =a+ihavec h=(b—a)/n.

On a alors b
X Ti + Tp—i a+

Vie [0,n], ——— = .
i€ [0,n] 3 3

prop.3 pour tout (m,n) eIN?, on a

2

= m(sm.m (12)

f Py (6P, (1)t
-1

ce qui correspond a l'orthogonalité des polynomes de Legendre pour le produit scalaire

1
(PP = f P ()P (1)
—1

prop.4 Soit n > 1, P, est scindé sur R et ses n racines, notées (¢;)1, sont simples dans | — 1, 1[, c’est & dire

n—1

P.(t)=C[[(t—t), CeR*
=0

ou les t; sont 2 a 2 distincts (et ordonnés). Les (n + 1) racines simples de P, sont alors chacunes dans 'un
des (n + 1) intervalles | — 1,¢o[, Jto,t1[, -- -, ltn—2,tn1[, Jtn—1,1[.

Proposition 6.8. Soient f € C°([a,b];R) et ()iefo,n] une discrétisation réguliere de Uintervalle [a,b]: x; =
a+ ih avec h = (b—a)/n.
Les formules de quadrature élémentaires de Newton-Cotes s’écrivent sous la forme

b n
[ #@rto~ 6-a) 3 it
a i=0
ot les poids (w;)!, sont donnés par (6).

Elles sont symétriques et leur degré d’ezactitude (d.e. dans le tableau suivant) est égal a n sin est impair et a
n + 1 sinon.

n | d.e. w; (poids) nom
1 1 N
1 1 3 3 trapéze
1 2 1 i
2 3 8 5 8 Simpson
1 3 3 1
3 3 8 3 8 5 Newton
4 5 50 e s s 0] Villarceau
5| 5 19 2 25 25 25 19 9
288 96 144 144 96 288 :
41 9 9 34 9 9 41
6 7 840 35 280 105 280 35 840 Weddle
7 7 751 3577 49 2989 2989 49 3577 751 9
17280 17280 640 17280 17280 640 17280 17280 :
8 9 989 2044 _ 464 5248 _ 454 5248 _ 464 2944 989 | 9
28350 14175 14175 14175 2835 14175 T4175 14175 28350 | °

Table 1: Méthodes de Newton-Cotes

Proposition 6.9. Soit (t;)] les (n+1) racines distinctes du polynéme de Legendre de degré (n+1). On note

T; = “;’b + le“t“ Vi€ [0,n] et w; les poids donnés par (6). La formule de quadrature élémentaire

n

fo)do ~ (b—a) Y wif ()

i=0

est appelée la formule de quadrature de Gauss-Legendre. C’est l'unique formule de quadrature élémentaire a
(n + 1) points ayant pour degré d’ezactitude 2n + 1.

n | exactitude w; (poids) t; (points)

0 1 1 0
T 1212 | —IBAIB
2 5 5/18,8/18,5/18 | —~/3/5,0,~/3/5

Table 2: Méthodes de Gauss-Legendre sur [—1,1]

Théoréme 6.1. Soient f € C?"*2([a,b];R) et Qu(f,a,b) la formule de quadrature de Gauss-Legendre définie
dans la Proposition 6.9. Alors on a

b Hf(2n+2)”% b
[ f@)as = @u(t.a.t) < S [ muaras (13)

ot my () = [[1_y(x — z;), les z; étant les points de la formule de quadrature.

6.3 Formules élémentaires de Gauss-Legendre

Les polynémes de Legendre peuvent étre définis par la formule de récurrence de Bonnet

(n 4+ 1)Ppy1(t) = (2n + 1)tP,(t) — nPp_1(t), Vn =1 (11)

avec Po(t) =1 et Py(t) =t
On a les propriétés suivantes:

prop.1 le polynome de Legendre P, est de degré n,

prop.2 la famille {P;}}_, est une base de R,[X],

Méthodes de quadrature composées

Définition 7.1. Soit (a;)efo,r) une subdivison de Uintervalle [, B]:
a=aqyp<a; <---<aq=p.
On a alors

B8 ko pa;
f f(z)dz = ZI f(x)da. (14)

Soit Qn(g,a,b) la formule de quadrature élémentaire a n + 1 points d’ordre p donnée par

n b
Q.,.(9,a,b) & (b—a) Z wig(x;) ~ j g(x)dx.
=0 &




comp

La méthode de quadrature composée associée a Q,, notée Q,° "7, est donnée par

k B
QP (£,0,8) = ) Qulfy ity i) > J F(@)dz (15)
i=1 o

Proposition 7.1. Soit Q,, une formule de quadrature élémentaire a n+ 1 points. Si Q,, est d’ordre p alors la
méthode de quadrature composée associée est aussi d’ordre p : elle est exacte pour tout polynome de degré p.

Théoréme 7.1 ([1], page 43 (admis)). Soient Q;°»'" une méthode de quadrature composée associe i une
méthode de quadrature élémentaire Q,, de degré d’ezactitude p > n et f € CP*1([a, B];R). On a alors

)
[ e - ggemm(s.a,8) < Gyt - st |00 (16)
. 0
avec h = ‘Hﬁ)lf]](u] —aj_1) et Cp, > 0. Ceci s’écrit aussi sous la forme
jell,k
8
|| sz - ozeeis,a,01 - 062 an

et son ordre de convergence est p+ 1.

Dominance (rappels?)

Définition 8.1. Soient X un sous-ensemble de R, et f et g deuz fonctions définies sur X a valeurs réelles.
On dit que f est dominée par g au voisinage de a € X s’il existe un voisinage U de a et un réel C € RY tel que

VreUnX, [f()<Clg(x)

On note f(z) = O(g(x)), ou f = O(g) (notation de Bachmann), ou, lorsqu’il n’y pas d’ambiguité sur la
a

z—a

valeur de a, f(z) = O(g(x)).

Proposition 8.1. Soient X un sous-ensemble de R, f et g deux fonctions définies sur X a valeurs réelles, et
ae X.

o Sia est fini, f(x) O(g(x)) si et seulement si

In >0, 3C >0, tel que Ve € X, |x —a| <n = |f(z) < C|g(z)|.

o Sia=+w0, f(x) O(g(x)) si et seulement si

z—a

IM >0, 3C >0, tel que Ve e X, z > M = |f(z) < Clg(x)|.
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