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1 Polynéme d’interpolation de Lagrange

Définition 1.1. Soient n € IN* et (n + 1) couples de R?, (%, Yi)ic[o.n]> tels que les x; sont distincts deuz a
deuz. Le polynéome d’interpolation de Lagrange de R,[X], noté P, et vérifiant

Vie [0,n], Pn(z:) =y @)
est donné par
Vo eR, Pn(z) =) 4iLi(2), @
i=0

ot les L; € R,[X] sont les polynémes de base de Lagrange donnés par

n
€r—T;
Vi ,nl, s(@) = =4
i€ [0,n], VzeR, L;(x) pr—s (3)
j=o J
J#i

Théoréme 1.1. Le polynéme d’interpolation de Lagrange, Py, associé auz (n+1) couples (i, Yi)ie[o,n]»
est U'unique polynome de degré au plus n, vérifiant

Pu(@i) = yi, Vi€ [0,n]. 4)

1.2 Erreur de l’interpolation

Soit une fonction f : [a,b] — R. On suppose que les y; sont donnés par
yi = f(;), Vie[0,n]. (5)
On cherche a évaluer lerreur E,(t) = f(x) — Py (t), Vt € [a,b].

Lemme 1.1 (Séparation des zéros d'une fonction). Soient I un intervalle non vide de R, n € N* et f : I — R.
On suppose qu’il existe (x;)} o dans I, avec xg < x1 < ... < Tp, tel que

Vie [0,n], f(z;)=0.

1. Si f € CO(I;R), avec f dérivable sur I, alors, il existe (&)7q dans I, avec g < & < @1 < &2 < T2 <
s < &p < Ty, tel que
vie[Ln], V&) =o.

2. Si feC" YI;R), avec £ dérivable alors il existe & €lxg, z,[ tel que f(")(f) =0.

Théoréme 1.2. Soientn € IN* et (z;)1, (n+1) points distincts de Uintervalle [a,b]. Soient f € C"*1([a;b]; R)
et Py, le polynome d’interpolation de Lagrange de degré n passant par (x;, f(x;)), Vi € [0,n]. Alors,
Va € [a,b], 3¢, € (min(z;, ), maz(z;, x)),

(n+1) n
@)~ Pata) = L [ -2 ©)
T =0

1.3 Points de Chebyshev

Trouver (z;)", Z; € [a,b], distincts deux & deux, tels que
n n
ma: t —z;| < ma t— x|, V(x;)iy, ;€ [a,b], distincts 2 & 2 7
s [T < g Tl Yo, moc ot ™

On a alors le résultat suivant

Théoréme 1.3. Les points réalisant (7) sont les points de Chebyshev donnés par

a+b b—a (2i+ 1)m

Ti= 5=+ cos( I T3 ), Vie [0,n]. (8)
1.4 Stabilité
n
On note A, = mla)I(J Z |L;(z)], dites Constante de Lebesgue.
wela,b] =)

Proposition 1.1. Soientn e N* et xg,--- ,z, des points distincts de [a,b]. L’ application L,, : C°([a,b]; R) —
R.[X] qui a toute fonction f € C°([a,b];R) donne le polynome d’interpolation de Lagrange P, associés auz
couples de (i, f(x))ie[o,n] €st bien définie et linéaire. De plus, en munissant C°([a,b];R) et Ru[X] de la
norme |.|, , on a

1£n(Hlloo < Al £l » 9)

ce qui assure la continuité de L,,, et

1£a(Plls _

I£a]
sec®(abry 1l
J#0

n- (10)

Théoréme 1.4. Pour toute fonction f € C°([a,b];R), on a

I = £a(Pl < (L4 8e) int1F QU (an

€R,,

e Pour les points équidistants z; = a + ih, i € [0,n] et h = (b—a)/n,

9n
Ap = e (12)
et le comportement asymptotique
ontl
n X enIn(n) quand n — +00 (13)
e Pour les points de Tchebychev,
A, < Cln(n), avec C >0 (14)
et le comportement asymptotique
2
A, ~ —In(n) quand n — 40 (15)
T




2 Polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite

Définition 2.1. Soient n € IN* et (x;,yi, zi)icfo,n] (n+1) triplets de R®, ou les x; sont des points distincts deux
a deuz de R. Le polynéome d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté H,,, associé auz (n + 1) triplets
(25 Yi, 2i)icfo,n]» st défini par

Hy(z) = > midi(w) + Y z:Bi(x) (16)
i=0 i—0
avec
Ai(2) = (1= 2(z — z;)Li(2)) Li(z) et By(x) = (v — ;)L () (17)
ot N
Li(x) = [ [ 222
7=0 Ti = T
i

Théoréme 2.1. Le polyndéme d’interpolation de Lagrange-Hermite, H,,, associé auz n + 1 triplets
(zi, iy z,),g[o_n]], est l'unique polynome de degré au plus 2n + 1, vérifiant

Hy(2:) =y et Hy(2;) = 2, Vie [0,n] (18)

Théoréme 2.2. Soient n € WIN* et wg,- - ,xn, n + 1 points distincts de lintervalle [a,b]. Soient
f e C**2([a;b];R) et H,, le polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite associé auz n + 1 triplets
(3, f(21), f'(%i))iefo,n]- On a alors Yz € [a,b], 3¢, € (min(z;, z), max(z;, x)), tels que

(2n+2) n
1)~ Hafe) = Lo [T -y (19)

i=0




