‘ EXERCICE 1

Q.1

Soit la fonction f(t) = (1 —X) + Xt — t" avec 0 < X\ < 1. Montrer que pour tous a =0 et =0 on a

oM < A+ (1— N)B. (P-1)

Soient x et y deux vecteurs non nuls de C™. Soient p > 1 et ¢ > 1 vérifiant % + % = 1.

Q. 2
On pose u = ”;”H etv = ﬁ En utilisant [inégalite (P-1)), montrer que l'on a ['inégalité
D luivil < = > il + =) vl = 1. (P-2)
i=1 Pim i3
Q.3
En déduire [inégalité de Holder suivante
n
@y | < ) el < |zl Iy, - (P-3)
i=1

Quel est le lien entre 'inégalité de Hdélder et l'inégalité de Cauchy-Schwarz?

Correction



L’inégalité (P-1)) est vérifiée si a« = 0 ou # = 0. Il nous reste donc a la vérifier pour « > 0 et 5 > 0. Dans ce cas s’écrit

(%)AéA%Jr(l—)\)

c’est & dire

f(Z)=0.

a
B
Montrons que f(t) = 0, Vt €]0, +o0].
Onaf()—)\(l—t)‘ 1) et

flt)=0 « 1—t*1=0,car A #0

De plus, on a tA 1 = ¢(A—1n(t)

et comme A — 1 # 0, on obtient
ffty=0=t=1.

e Etudions la fonction sur ]0, 1[. On a pour ¢ €]0, 1[, In(¢) < 0 et donc (A — 1)In(¢) > 0. Comme la fonction exp est croissante, on
en déduit exp((A — 1)In(¢)) > 1 et alors f/(t) < 0.

e Etudions la fonction sur |1, +o0[. On a pour ¢ €]1, +oo[, In(t) > 0 et donc (A — 1) In(¢) < 0. Comme la fonction exp est croissante,
on en déduit 0 < exp((A —1)1In(t)) < 1 et alors f(t) > 0.

Le minimum de f est donc atteint ent =1 et on a
vt €0, +ee, flx) = £(1) = 0.
L’inégalité (P-1]) est donc vérifice Yoo = 0, V5 = 0 et VA €]0, 1[.



®. 2)

®. 3)

On pose A = % €]0,1[. on a alors 1 — A = %. On pose

En utilisant (P-1]), on obtient directement

1 1 .
[uilvi| < Z;|uilp + 5|v¢]q, Vi e [1,n].

En sommant sur 2 on obtient:

n
2 luivi]
1=1

a=lul" =0, 8=lv]?=0

<S4 S g = L g 4 L
< =) JulP+ =) |ul|?= - -
R = S A

Comme par construction |luf, = |[v[, = 1, on obtient

Par construction, on a

et donc en utilisant I'inégalité (P-3) on obtient

Z ]uwz\

'BIP—‘

n

> uiwi] = waz

2 Tel, Ty, Hqul 1

n
2 Lzl < lel, lyll,
i=1

vllz



De plus

n n
\<x,y>\ = ‘Zfzyz Z xzyz = Z ‘xzyz| <
1=1 i=1

=1

Pour p = g = 2, I'inégalité de Holder entraine 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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