
Exercice 1

Q. 1

Soit la fonction fptq “ p1 ´ λq ` λt ´ tλ avec 0 ă λ ă 1. Montrer que pour tous α ě 0 et β ě 0 on a

αλβ1´λ
ď λα ` p1 ´ λqβ. (P-1)

Soient xxx et yyy deux vecteurs non nuls de Cn. Soient p ą 1 et q ą 1 vérifiant 1
p ` 1

q “ 1.

Q. 2

On pose uuu “ xxx
}xxx}p

et vvv “
yyy

}yyy}q
. En utilisant l’inégalite (P-1), montrer que l’on a l’inégalité

n
ÿ

i“1

|uivi| ď
1

p

n
ÿ

i“1

|ui|
p

`
1

q

n
ÿ

i“1

|vi|
q

“ 1. (P-2)

Q. 3

En déduire l’inégalité de Holder suivante

| xxxx,yyyy | ď

n
ÿ

i“1

|xiyi| ď }xxx}p }yyy}q . (P-3)

Quel est le lien entre l’inégalité de Hölder et l’inégalité de Cauchy-Schwarz?

Correction



R. 1

L’inégalité (P-1) est vérifiée si α “ 0 ou β “ 0. Il nous reste donc à la vérifier pour α ą 0 et β ą 0. Dans ce cas (P-1) s’écrit
ˆ

α

β

˙λ

ď λ
α

β
` p1 ´ λq

c’est à dire
fp

α

β
q ě 0.

Montrons que fptq ě 0, @t Ps0,`8r.

On a f 1ptq “ λp1 ´ tλ´1q et
f 1ptq “ 0 ô 1 ´ tλ´1 “ 0, car λ ‰ 0

De plus, on a tλ´1 “ epλ´1q lnptq et comme λ ´ 1 ‰ 0, on obtient

f 1
ptq “ 0 ô t “ 1.

• Etudions la fonction sur s0, 1r. On a pour t Ps0, 1r, lnptq ă 0 et donc pλ ´ 1q lnptq ą 0. Comme la fonction exp est croissante, on
en déduit expppλ ´ 1q lnptqq ą 1 et alors f 1ptq ă 0.

• Etudions la fonction sur s1,`8r. On a pour t Ps1,`8r, lnptq ą 0 et donc pλ´ 1q lnptq ă 0. Comme la fonction exp est croissante,
on en déduit 0 ă expppλ ´ 1q lnptqq ă 1 et alors f 1ptq ą 0.

Le minimum de f est donc atteint en t “ 1 et on a

@t Ps0,`8r, fpxq ě fp1q “ 0.

L’inégalité (P-1) est donc vérifiée @α ě 0, @β ě 0 et @λ Ps0, 1r.
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R. 2

On pose λ “ 1
p Ps0, 1r. on a alors 1 ´ λ “ 1

q . On pose

α “ |ui|
p

ě 0, β “ |vi|
q

ě 0.

En utilisant (P-1), on obtient directement

|ui||vi| ď
1

p
|ui|

p
`

1

q
|vi|

q, @i P v1, nw.

En sommant sur i on obtient:
n

ÿ

i“1

|uivi| ď
1

p

n
ÿ

i“1

|ui|
p

`
1

q

n
ÿ

i“1

|vi|
q

“
1

p
}uuu}

p
p `

1

q
}vvv}

q
q

Comme par construction }uuu}p “ }vvv}q “ 1, on obtient

n
ÿ

i“1

|uivi| ď
1

p
`

1

q
“ 1.

R. 3

Par construction, on a
n

ÿ

i“1

|uivi| “
1

}xxx}p }yyy}q

n
ÿ

i“1

|xiyi|

et donc en utilisant l’inégalité (P-3) on obtient
n

ÿ

i“1

|xiyi| ď }xxx}p }yyy}q .
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De plus

| xxxx,yyyy | “ |

n
ÿ

i“1

xiyi| ď

n
ÿ

i“1

|xiyi| “

n
ÿ

i“1

|xiyi| ď }xxx}p }yyy}q .

Pour p “ q “ 2, l’inégalité de Hölder entraine l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

˛
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