
Exercice 6

Soit A P Mn,npCq une matrice et pλ,uuuq un élément propre de A avec }uuu}2 “ 1.

Q. 1

En s’aidant de la base canonique teee1, . . . , eeenu , construire une base orthonormée txxx1, . . . ,xxxnu telle que xxx1 “ uuu.

Notons P la matrice de changement de base canonique teee1, . . . , eeenu dans la base txxx1, . . . ,xxxnu :

P “

¨

˝ xxx1 . . . xxxn

˛

‚

Soit B la matrice définie par B “ P˚AP.

Q. 2

a. Exprimer les coefficients de la matrice B en fonction de la matrice A et des vecteurs xxxi, i P v1, nw.

B “ P˚AP.

b. En déduire que la première colonne de B est pλ, 0, . . . , 0qt.



Q. 3

Par récurrence sur l’ordre de la matrice, montrer que la matrice A peut s’écrire sous la forme

A “ UTU˚

où U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure.

Q. 4

En supposant A inversible et la décomposition A “ UTU˚ connue, expliquer comment résoudre "simplement" le système linéaire Axxx “ bbb.

Correction
R. 1

La première chose à faire est de construire une base contenant uuu à partir de la base canonique teee1, . . . , eeenu. Comme le vecteur propre
uuu est non nul, il existe j P v1, nw tel que xuuu,eeejy ‰ 0. La famille tuuu,eee1, . . . , eeej´1, eeej`1, . . . , eeenu forme alors une base de Cn car uuu n’est
pas combinaison linéaire des teee1, . . . , eeej´1, eeej`1, . . . , eeenu.
On note tzzz1, . . . , zzznu la base dont le premier élément est zzz1 “ uuu :

tzzz1, . . . , zzznu “ tuuu,eee1, . . . , eeej´1, eeej`1, . . . , eeenu.

On peut ensuite utiliser le procédé de Gram-Schmidt, rappelé en Proposition ??, pour construire une base orthonormée à partir de
cette base.
On calcule successivement les vecteurs xxxi à partir de la base tzzz1, . . . , zzznu en construisant un vecteur wwwi orthogonal aux vecteurs
xxx1, . . . ,xxxi´1.

wwwi “ zzzi ´

i´1
ÿ

k“1

xxxxk, zzziyxxxk
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puis on obtient le vecteur xxxi en normalisant

xxxi “
wwwi

}wwwi}

R. 2

a. En conservant l’écriture colonne de la matrice P on obtient

B “

¨

˚

˚

˚

˝

xxx˚
1

xxx˚
2
...
xxx˚
n

˛

‹

‹

‹

‚

A

¨

˝ x1x1x1 xxx2 . . . xxxn

˛

‚“

¨

˚

˚

˚

˝

xxx˚
1

xxx˚
2
...
xxx˚
n

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˝ Ax1x1x1 Axxx2 . . . Axxxn

˛

‚

Ce qui donne

B “

¨

˚

˚

˚

˝

xxx˚
1Ax1x1x1 x1x1x1

˚Axxx2 . . . x1x1x1
˚Axxxn

xxx˚
2Ax1x1x1 xxx˚

2Axxx2 . . . xxx˚
2Axxxn... ... ...

xxx˚
nAx1x1x1 xxx˚

nAxxx2 . . . xxx˚
nAxxxn

˛

‹

‹

‹

‚

On a donc
Bi,j “ xxx˚

iAxjxjxj, @pi, jq P v1, nw
2

.
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b. On a Auuu “ λuuu, }uuu} “ 1, la base txxx1, . . . , xxxnu est orthonormée et xxx1 “ uuu. on obtient alors

B “

¨

˚

˚

˚

˝

λuuu˚uuu uuu˚Axxx2 . . . uuu˚Axxxn
λxxx˚

2uuu xxx˚
2Axxx2 . . . xxx˚

2Axxxn
... ... ...

λxxx˚
nuuu xxx˚

nAxxx2 . . . xxx˚
nAxxxn

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

λ uuu˚Axxx2 . . . uuu˚Axxxn
0 xxx˚

2Axxx2 . . . xxx˚
2Axxxn

... ... ...
0 xxx˚

nAxxx2 . . . xxx˚
nAxxxn

˛

‹

‹

‹

‚

R. 3

On veut démontrer, par récurrence faible, la proposition suivante pour n ě 2

pPnq @A P MnpCq, DU P MnpCq unitaire, DT P MnpCq triangulaire supérieure, telles que A “ UTU˚.

Initialisation : Montrons que pP2q est vérifié.
Soit A2 P M2pCq. Elle admet au moins un élément propre pλ,uuuq (voir Proposition ?? par ex.) avec }uuu} “ 1. On peut donc
appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice unitaire P2 P M2pCq telle que la matrice B2 “ P2A2P˚

2 ait
comme premier vecteur colonne pλ, 0qt. La matrice B2 est donc triangulaire supérieure et comme P2 est unitaire on en déduit

A2 “ P˚
2B2P2.

On pose U2 “ P˚
2 matrice unitaire et T2 “ B2 matrice triangulaire supérieure pour conclure que la propostion pP2q est vraie.

Hérédité : Supposons que pPn´1q soit vérifiée. Montrons que pPnq est vraie.
Soit An P MnpCq. Elle admet au moins un élément propre pλ,uuuq (voir Proposition ?? par ex.) avec }uuu} “ 1. On peut donc
appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice unitaire Pn P MnpCq telle que la matrice Bn “ PnAnP˚

n
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s’écrivent

Bn “

¨

˚

˚

˚

˝

λ ccc˚
n´1

0
... An´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

où cccn´1 P Mn´1,1pCq et An´1 P Mn´1pCq. Par hypothèse de récurrence, DUn´1 P Mn´1pCq unitaire et Tn´1 P Mn´1pCq

triangulaire supérieure telles que
An´1 “ Un´1Tn´1U

˚
n´1

ou encore
Tn´1 “ U˚

n´1An´1Un´1.

Soit Qn P MnpCq la matrice définie par

Qn “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0

0
... Un´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

.

La matrice Qn est unitaire. En effet on a

QnQ˚
n “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0

0
... Un´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0

0
... U˚

n´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0

0
... Un´1U

˚
n´1

loooomoooon

“In´1

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ In.
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On note Tn la matrice définie par Tn “ Q˚
nBnQn. On a alors

Tn “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0

0
... U˚

n´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

λ ccc˚
n´1

0
... An´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0

0
... Un´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

λ ccc˚
n´1

0
... U˚

n´1An´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0

0
... Un´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λ ccc˚
n´1U

˚
n´1

0
... U˚

n´1An´1Un´1
loooooooomoooooooon

“Tn´1

“

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

La matrice Tn est donc triangulaire supérieure et on a par définition de Bn

Tn “ Q˚
nPnAnP˚

nQn.

On note Un “ P˚
nQn. Cette matrice est unitaire car les matrices Qn et Pn le sont. En effet, on a

UnU˚
n “ P˚

nQnpP˚
nQnq

˚
“ P˚

n QnQ˚
n

loomoon

“In

Pn “ P˚
nPn “ In.

On a Tn “ U˚
nAnUn et en multipliant cette équation à gauche par Un et à droite par U˚

n on obtient l’équation équivalente
An “ UnTnU˚

n. La propriété pPnq est donc vérifiée. Ce qui achève la démonstration.
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R. 4

Résoudre Axxx “ bbb est équivalent à résoudre
UTU˚xxx “ bbb. (R6.1)

Comme U est unitaire, on a UU˚ “ I et U˚ inversible. Donc en multipliant (R6.1) par U˚ on obtient le système équivalent

U˚U
loomoon

“I

TU˚xxx “ U˚bbb ðñ TU˚xxx “ U˚bbb.

On pose yyy “ U˚xxx. Le système précédent se résoud en deux étapes

a. on cherche yyy solution de Tyyy “ U˚bbb. Comme U est unitaire on a detpUq detpU˚q “ detpIq “ 1 et donc

detpAq “ detpUTU˚
q “ detpUq detpTq detpU˚

q

“ detpTq

Or A inversible équivalent à detpAq ‰ 0 et donc la matrice T est inversible. La matrice T étant triangulaire supérieure on peut
résoudre facilement le système par la méthode de remontée.

b. une fois yyy déterminé, on résoud U˚xxx “ yyy. Comme U est unitaire, on obtient directement xxx “ Uyyy.

˛
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