EXERCICE 1

Etant donné une norme vectorielle ||o] sur K", on définit Papplication ||, : My (K) — R™ par

. A

Al 2 sup 12
N
v#0

Q.1

Montrer que |1, = 1.

On note B = {v e K" ; |v| <1} la boule unitée de K" et S = {v € K" ; |v| = 1} la sphére unitée de K".

Q.2
a. Montrer que B et S sont des compacts.

b. Montrer que
|Ally = sup |Av]
vesS

c. En déduire que
|Alls = sup [Av]
veB

d. En déduire que Uapplication |e|, est bien définie sur My (K) i.e. VA e M, (K), |A|, < +o0.

(P-2)

(P-3)



a. Montrer

IAl, <inf{aeR: |Av|| < alv|, Vve K"}.
b. Montrer qu’il existe w € S tel que |Al|, = |Aw| .

c. En déduire que
IA|, =inf{ae R: |Av| < alv|, VveK"}.

a. Montrer que Yv € K", [|Av| < |A|, |v] .

b. Soit A € IK*. Montrer qu’il existe w € K™ tel que |u| = || vérifiant

|Au = [|A; [[u] .

Q.5

Montrer que |e|, est une norme matricielle.
Correction
On a immédiatement
Iy, = sup L g 12
verr 0] vexe 0]

v#0 0

vF#



®. 2)
a. Les ensembles B et S sont des compacts car image réciproque de I'application continue v — |v| par le fermé borné [0, 1] (pour la

boule) et le singleton {1} (pour la sphére).

b. On a
IA], = sup 22 _ ALH — sup |Au
N T o Y
v A0 w0
c. Comme S B on a aussi
sup |Av| = sup |Av] . (R1.1)
veB veS
On peut aussi remarquer que
sup |Av| = sup ||Av|| (R1.2)
veB veB
v#0
De plus, Yw € B\{0}, en posant u = H (€S onaw = |wl u et
|Aw|| = |w] |Au]| < [Au| car [lw]| <1
Or on a
|Au| < Sup |Av]|.

et on obtient alors
sup [Auw| < sup A

weB
w#0

En utilisant (R1.1)) et (R1.2)), on en déduit

sup Aw|| = sup |[Au] .

weB uesS



®. 3)

d. L’application v — |Av| est continue donc son sup sur la sphére unitée qui est compacte est atteint.

a. Comme [e||, est bien définie il existe a € R tel que [|A[; < . Soit @ € RT tel que |A|, < a. On a

A, < o sup 1001 <
s
v#0
A
= % < «, Yv e K"\{0}
< |Av| < afo], Vo e K"\{0}
< |Av|| < ally|, Yve K"

On en déduit que
Al <inf{aeR : |Av| < av|, Yve K"}

b. Comme S est compact et application v — |Av| est continue, il existe w € S tel que

|Aly = sup |Av] = [Aw].

veS
c. On en déduit Al [lw]| = |Aw]| car |w| = 1. On a alors
|Alg e {ae R [Av] < afvl, Yo e K"}

et donc

inflae R : [|Av| < alvl, Yo e K"} < |A,.

On conclut en utilisant (R1.3)).

(R1.3)



®. 4
a. On a par définition du sup
Au| _ [Av]

> . Vo e K™\{0}.
2l = ol \0)

|
|A[l; = sup

ucK™
u#0

et donc
|Av| < [A]l o], Yve K"\{0}.

qui est équivalent a
|Av] < Al vl o e K.

b. D’apres la Q. [B|[b ,il existe w € S tel que [A|, = |Aw|. Soit A € K* et u = dw # 0. On a |[ul| = [A] et

u 1
AL = Al = A = ] < (AL ] = (A
’ Jwf | [l ’
®.5)
o [Al, =0 A,=07
trivial.
Soit A e M, (K).
AL 0~ 10l i} .
s=0=sup — |Av| =0, Yv e K"\{0}
vek” |V
v#0
— Av =0, Yv e K"\{0}
Soit {e1, ..., e,} la base canonique de KK". On a alors Vj € [1,n], Ae; = 0 et on en déduit que
Ai,j = <61',A6j> = 07 V('L,j) € [[1,71]]




et donc A = O.

e Montrons que [|cA| = |a| |A], Va € K, VA € M, (K),.
Soient av € K et A e M,,(K). On a oA € M, (K) (car M,,(K) est un espace vectoriel) et

|aAv| o |Av|
oA = = car [ou| = |af |ul
vekr v[ wexr 0]
v#0 v#0
|Av|
= |a| sup == = |a] [Al,.
vek |
v#0

e Montrons que |A+ B[, < |A[, + |B|,, ¥ (A,B) € M,(K)?
Soient A et B deux matrices de My, (IK). On a A + B € M,,(K) car M,,(K) est un espace vectoriel et

A+ B Av + Bu
A Bl - s LAFBRL A0 1 Bl
vekr V] vek® [V
v
A B
< [Av] + [Bo] par inégalité triangulaire dans K"
vek® ]
v#0
Av Bv
< sup A0y P21y 4 gy,
vek [V perr [v]
v#0 v#0

e Montrons que |AB|, < |A[, B, ¥ (A,B) e M,(K)2.



Soient A et B deux matrices de M, (K). On a AB € M,,(IK) par définition du produit matriciel et

A8 — sup LABRL _ - IABY)|
o operr || vek |V
v+#0 v#0
Al IB
< sup WAls IBul - |Au| < |A], Ju| Yue K"
vekn ]
v#0
|B|
< Al sup —— = |Al, B, -
vekn |V

v#0



