
Exercice 1

Soit A P MnpCq. Montrer que l’on a

}A}1 “ max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|aij|, (P-1)

}A}2 “ ρpA˚Aq
1{2, (P-2)

}A}8 “ max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|aij|. (P-3)

Correction

‚ On démontre tout d’abord l’égalité (P-1) :

}A}1 “ max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|aij|

Soit xxx P Cn tel que }xxx}1 “ 1. On a

}Axxx}1 “

n
ÿ

i“1

|pAxxxqi| “

n
ÿ

i“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

aijxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

|aijxj| “

n
ÿ

j“1

˜

|xj|
n

ÿ

i“1

|aij|

¸

ď

˜

max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|aij|

¸

n
ÿ

j“1

|xj| “ max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|aij| car
n

ÿ

j“1

|xj| “ 1.



On obtient donc

sup
xxxPCn

}xxx}1“1

}Axxx}1 ď max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|ai,j|.

Pour démontrer que l’on a l’égalité

max
}xxx}1“1

}Axxx}1 “ max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|ai,j|.

il suffit alors de construire un vecteur yyy P Cn, }yyy}1 “ 1 particulier la vérifiant. Pour celà on note k P v1, nw l’indice tel que

n
ÿ

i“1

|ai,k| “ max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|ai,j|.

On prend alors yyy “ eeek le kème vecteur de la base canonique. Dans ce cas on a }yyy}1 “ 1 et

}Ayyy}1 “ }Aeeek}1 “
›

›A:,k

›

›

1

“

n
ÿ

i“1

|ai,k| “ max
jPv1,nw

n
ÿ

i“1

|ai,j|.

Ce qui démontre l’égalité (P-1).

‚ On démontre maintenant l’égalité (P-2) :
}A}2 “ ρpAA˚

q
1{2.
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On pose B “ AA˚. B est une matrice hermitienne : ses valeurs propres sont réelles. Soit pλ,uuuq un élément propre de B. On obtient
alors

xBuuu,uuuy “ xλuuu,uuuy

“ λ xuuu,uuuy car λ P R

“ λ }uuu}
2
2

De plus, on a
xBuuu,uuuy “ xAA˚uuu,uuuy “ xA˚uuu,A˚uuuy “ }A˚uuu}

2
2 ě 0

et comme }uuu}2 ą 0 (c’est un vecteur propre, il est donc non nul) on en déduit

λ “
}A˚uuu}

2
2

}uuu}
2
2

ě 0.

La matrice B étant hermitienne (elle est donc normale), d’après le Théorème ?? page ??, il existe alors une matrice U unitaire et une
matrice D diagonale telle que

B “ UDU˚.

On note pλi, eeeiqiPv1,nw les éléments propres de D. Les vecteurs eeei sont les vecteurs de la base canonique de Cn et λi “ dii. Comme
D “ U˚BU, on obtient

Deeei “ λieeei ðñ U˚BUeeei “ λieeei

ðñ BUeeei “ λiUeeei.

C’est à dire en posant vvvi “ Ueeei (i-ème vecteur colonne de U), les éléments propres de B sont les pλi, vvviqiPv1,nw. De plus comme U est
unitaire, tvvv1, . . . , vvvnu forment une base orthonormée de Cn.
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Soit xxx P Cn tel que }xxx}2 “ 1. le vecteur xxx peut s’écrire comme une combinaison linéaire de la base orthonormée tvvv1, . . . , vvvnu :
Dpα1, . . . , αnq P Cn tel que

xxx “

n
ÿ

i“1

αivvvi.

On peut voir que

xxxx,xxxy “ 1 “

C

n
ÿ

i“1

αivvvi,
n

ÿ

j“1

αjvvvj

G

“

n
ÿ

i“1

αiαj xvvvi, vvvjy

“

n
ÿ

i“1

αiαi car xvvvi, vvvjy “ δij

“

n
ÿ

i“1

|αi|
2.
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De plus on a

}Axxx}
2
2 “ xAxxx,Axxxy “ xA˚Axxx,xxxy “ xBxxx,xxxy

“

C

n
ÿ

i“1

αiBvvvi,
n

ÿ

j“1

αjvvvj

G

“

C

n
ÿ

i“1

αiλivvvi,
n

ÿ

j“1

αjvvvj

G

“

n
ÿ

i“1

αiλi

n
ÿ

j“1

αj xvvvi, vvvjy

“

n
ÿ

i“1

λi|αi|
2 car λi P R et xvvvi, vvvjy “ δij

ď max
iPv1,nw

λi

n
ÿ

i“1

|αi|
2

“ ρpA˚Aq car λi ě 0 et
n

ÿ

i“1

|αi|
2

“ 1.

Pour démontrer que l’on a en fait égalité il suffit de trouver un vecteur la vérifiant. Pour celà on note k P v1, nw l’indice tel que
λk “ maxiPv1,nw λi. En choisissant xxx “ vvvk (qui est de norme 1) on obtient alors

}Avvvk}
2
2 “ xAvvvk,Avvvky “ xA˚Avvvk, vvvky “ xλkvvvk, vvvky “ λk “ ρpA˚Aq.

Ce qui achève la démonstration de (P-2)

‚ Pour finir, on démontre l’égalité (P-3) :

}A}8 “ max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|aij|.
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Soit xxx P Cn tel que }xxx}8 “ 1. On a

}Axxx}8 “ max
iPv1,nw

|pAxxxqi| “ max
iPv1,nw

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

ai,jxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|ai,j||xj|

ď max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|ai,j| car |xj| ď max
iPv1,nw

|xi| “ }xxx}8 “ 1.

Pour démontrer l’égalité, il suffit de construire un vecteur yyy de norme 1 la vérifiant. Pour celà on note k P v1, nw l’indice tel que

max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|aij| “

n
ÿ

j“1

|ak,j|.

On veut alors construire un vecteur yyy tel que }yyy}8 “ 1 et vérifiant

max
iPv1,nw

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

ai,jyj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

n
ÿ

j“1

|ak,j|.

Pour celà on pose, pour tout j P v1, nw

yj “

#

|ak,j|

ak,j
si akj ‰ 0

1 si ak,j “ 0
.
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On a alors }yyy}8 “ 1,
n

ÿ

j“1

ak,jyj “

n
ÿ

j“1

|ak,j|

On en déduit

}Ayyy}8 “ max
iPv1,nw

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

ai,jyj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

n
ÿ

j“1

|ak,j| “ max
iPv1,nw

n
ÿ

j“1

|ai,j|

ce qui achève la démonstration.

˛
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