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@ Interpolation de Lagrange
o Exercices

o Résultats

o Stabilité
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Historique
(a) Joseph-Louis Lagrange 1736-1813, mathématicien
italien puis francais

(b) Pafnouti Lvovitch Tchebychev 1821-1894,
mathématicien russe

(c) Charles Hermite 1822-1901, mathématicien francais
]

francais

(d) Henri-Léon Lebesgue 1875-1941, mathématicien

«4O0> «Fr « =

» «E»
2025/11/29

E DA

4 /32




o Exercices

@ Interpolation de Lagrange

Exercices
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Exercice 1 &

On note

Soient n € IN* et (n+ 1) couples de R?, (Xi, Yi)ie[o,n], tels que les x; sont distincts deux a deux

On défini le polynéme P, par

Li(x;) = 0;, Yj € [0, n].
a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n).

@ Soit i € [0, n]. Montrer qu'il existe un unique polynéme L; de degré n vérifiant
Q.2

Vi e [1, n].

(1)
n
Po(x) = > yiLi(x).
i=0
Montrer que polynéme P, est I'unique polynéme de degré au plus n vérifiant P,(x;) = yi,
" Interpolation de Lagrange =

@ Montrer que les (L;)ic|o,n) forment une base de R,[X] (espace vectoriel des polynémes

(@)
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@ Definition 1.1

est donné par

Soient n € IN* et (n + 1) couples de R?, (Xi, ¥i)iefo,n]» tels que les x; sont distincts deux a deux. Le polynéme
d’interpolation de Lagrange de R,[X], noté P,, et vérifiant

Vie[0,n], Pu(x;) =y

VxeR, P,(x)= Z yiLi(x),
i=0

(1)

ou les L; € R,[X] sont les polynémes de base de Lagrange donnés par

Vie[0,n], VxeR, Li(x)=
Théoréme 1.1

2
K=
j=0
degré au plus n, vérifiant

Xi — Xj
J#i

@)
Le polynéme d’interpolation de Lagrange, P,, associé aux (n + 1) couples (x;, ¥;)ie[o,n]» st I'unique polynéme de
Pu(x;) = yi, Vie[O0,n]. (4)
«O» «F>» «E» «E>» = QA
"~ Interpolation de Lagrange = Exercices
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Polynéme d’interpolation de Lagrange avec 7 points donnés
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Exercice 2 &

On a

associé aux (n + 1) couples (x;, ¥i)icfo,n]) en t € R.
avec

Ecrire la fonction Lagrange permettant de calculer P, (polynéme d'interpolation de Lagrange

Pa() = 3 yili(t)
i—o

o

j=0 X T
j#i
P o e e e

Exercices

L,‘(t) -
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15

Soit une fonction f : [a, b] —> R. On suppose que les y; sont donnés par
On cherche a évaluer I'erreur E,(t) = f(t) — P,(t), Vt € [a, b].

yi = f(x;), Vie][0,n].

1+6)

Polynémes d'interpolation de lagrange avec n = 6 (7 points) uniformément répartis. A gauche pour la fonction
f:t—> sin(t) avec xo = 0, x¢ = 27 et a droite pour la fonction f : t —> 1/(1 + t?) avec xp = —5, X6 = 5.
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Soit une fonction f : [a, b] —> R. On suppose que les y; sont donnés par

yi = f(x;), Vie][0,n].
On cherche a évaluer I'erreur E,(t) = f(t) — P,(t), Vt € [a, b].

e 11 points (z;,y;)

..... y=f{t)=1/(1+£)
y = Pu(t)
o 11 points (;, )

Polynémes d'interpolation de lagrange avec n = 10 (11 points) uniformément répartis. A gauche pour la fonction
"~ Interpolation de Lagrange =

f .t —> sin(t) avec xo = 0, x10 = 27 et a droite pour la fonction f : t —> 1/(1 + t?) avec xo = —5, x10 = 5.

0 2
t

4 6
Exercices
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Soit une fonction f : [a, b] —> R. On suppose que les y; sont donnés par

yi = f(x;), Vie][0,n].
On cherche a évaluer I'erreur E,(t) = f(t) — P,(t), Vt € [a, b].

e 19 points (z;,y;)

02}
o4l

06

() i
Polynémes d'interpolation de lagrange avec n = 18 (19 points) uniformément répartis. A gauche pour la fonction
"~ Interpolation de Lagrange =

f .t —> sin(t) avec xo = 0, x18 = 27 et a droite pour la fonction f : t —> 1/(1 + t?) avec xo = —5, x13 = 5.

0 2
t

4 6
Exercices
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@ Interpolation de Lagrange

o Résultats

Résultats
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Lemme 1.1 : Séparation des zéros d’une fonction

I, avec xg < x1 < ... < Xp, tel que

Soient / un intervalle non vide de R, n € IN* et f : | — R. On suppose qu'il existe (x;)7_, dans
Vie[0,n], f(x)=0

@ Si feCO%I;R), avec f dérivable sur /, alors, il existe (£;)"_; dans /, avec
X0 <& <x1<&&<x0<...<E& < Xy, tel que

Vie[l,n], fO&)=0

voir Exercice 3 &

@ Si feC"1(I;R), avec f("~1) dérivable alors il existe & €]xg, x,[ tel que £("(£) = 0.

Résultats

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
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Exercice 4 &

Soient (a,b) € R?, a < b, n € IN*, f € C"*!([a; b];R) et (n + 1) couples de R?, (x;, yi)ic[o,n], tels que les x; € [a; b] sont distincts
deux a deux et y; = f(x;).
On note par P, le polynéme d'interpolation de Lagrange associé aux points (x;, ¥;)ie[o,n] €t 7n le polyndme de degré (n+1) défini par
n
Tn(X) d:dl_[(x — Xi)-
i=0
Q.1
Soit x € [a; b] tel que, pour tout i € [0, n], x # x;. On note
Xmin = MIN(X, X0, .-, Xn); Xmax = Max(X, X0, .., Xn),
“ Fx) ~ Pa(x)
X)—Fp
F(t) = f(t) = Pp(t) — t
() = £() = Po(e) = L2 1
@ Démontrer que F est définie sur [a; b] et admet (n + 2) racines distinctes.
® Montrer qu'il existe &x €]Xmin; Xmax| tel que FI"1(£,) = 0.
@ En déduire que
Q.2

Résultats

_ Tn(x) (n+1)
F0) = Pal) = 820D (6,
Montrer que, Vx € [a; b], il existe & appartenant au plus petit intervalle ouvert contenant x, xg, . .., X, vérifiant (1).
"~ Interpolation de Lagrange =
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Théoréme 1.2

Soient n€ IN* et (x;)"_,, (n + 1) points distincts de I'intervalle [a, b]. Soient f € C""!([a; b]; R)
et P, le polynéme d’ mterpolation de Lagrange de degré n passant par (x;, f(x;)), Vi € [0, n]
Alors,

Vx € [a, b], 3¢ € (min(x;, x), max(x;, x)),

(n+1)
F(x) = Palx) = &0 H

n—|—1

Comment "minimiser" f(x) — P,(x)?

jouer" sur le choix des points x;

«O» «F>» «E» «E>» = QA
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Trouver (Xi)7_g, Xi

[ € [a, b], distincts deux a deux, tels que
V(xi)7_o, xi € [a, b], distincts 2 a 2
n
tz"stH'f—Xf' m L1l —l
On a alors le résultat suivant
Théoréeme 1.3 : admis

a+b
Xj =

Les points réalisant (7) sont les points de Tchebychev donnés par
2

- 2i+1
bzacos(( i+1)

2n+2

), Vie [0, n]. (8)
«O» «F>» «E» «E>» = QA
o interpolation de Lagrange e



Points de Chebyshev Points de Chebyshev
T T T T 1 T
————— y=1(t) = sin(t) ———y=
y = Py(t) L
o 7 points (zi,y) 08
1k 4
05
ERS

=f(t)=1/(1+¢)
y = Py(t)
e 7 points (z;,y;)

-0.2
il 0.4
| -0.6
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-15 L L L L L L L -1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 -6 -4 -2 0 2 4
t t
Figure: Erreurs d'interpolation avec n = 6
"~ Interpolation de Lagrange = Résultats
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Points de Chebyshev

1 T
Points de Chebyshev
| ‘ s — AN v=70)=1/0+8)
————— y=1O =] | os v Pl

0sl v Polt) | e 11 points (z:,;)

) e 11 points (z;,¥;)
0.6
0.4 b
0.2

04

Figure: Erreurs d'interpolation avec n = 10
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Points de Chebyshev
T T

Points de Chebyshev

. : 1 .
===l | LN v=1O =171 5)
L y = Pis(t) 08 y = Pis(t) i
o 19 points (zi, ;) : o 19 points (z;, ;)

r 0.6 b
r b 0.4 b
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Figure: Erreurs d'interpolation avec n = 18
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@ Interpolation de Lagrange

o Stabilité

Stabilite
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On commet des erreurs sur les données

< D Ifi = FO0)|Li(x)]
i=0
< max |fi —f(x
i€[0,n]
Constante de Lebesgue :

|Z|L
max Z|L

e[a b]

":

A f— f(x;
;QE&’,?]H (xi)]

A«4O0> «F» «E» « > o>
Stabilite



Théoréme 1.4

Soient n € N* et xg,--- ,x, des points distincts de [a, b]. L'application £, : C°([a, b]; R) —>
R,[X] qui a toute fonction f € C°([a, b]; R) donne le polynome d’interpolation de Lagrange P,

associés aux couples de (x;, f(x;))e[o,n] est bien définie et linéaire. On munit C°([a, b]; R) et
Rn[X] de la norme |.|| , . On a alors

1£a(Flloo < Anllfl (9)
ce qui assure la continuité de £,
H La(f
e Bl (10)
feC®([a,b];R) ||f||oo
F#0
et
¥F e CO([a BliR). |F — Lo()l. < (L+An) inf 1F = Ql, (1)
voir Exercice 5 &
«O» «F>» «E» «E>» = QA
"~ Interpolation de Lagrange = Stabilite
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e Pour les points équidistants x; = a + ih, i € [0,n]] et h = (b — a)/n,

2I‘l

Vv

Ap =
"7 4n?
et le comportement asymptotique (n — +o0)

2n+1

(12)

e Pour les points de Tchebychev,

— 400
e.nln(n) n—+w

(13)
A, < Cln(n), avec C>0
et le comportement asymptotique

voir Demailly2006, page 47-48.

(14)
2
Ay~ —=In(n) — 400

i n—+ao0
"~ Interpolation de Lagrange =

(15)
Stabilite

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
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Proposition : admis

Pour toute famille de points d'interpolation, il existe une fonction f € C°([a, b]; R) telle que la
suite des polyndmes d'interpolation de Lagrange associés ne converge pas uniformément.

Proposition : admis

Soit f une fonction lipschitzienne sur [a, b] a valeurs réelles, i.e. il existe une constante K > 0 telle
que Y(x,y) € [a, b]?, on ait |f(x) — f(y)| < K|x — y|. Soient n € N* et xg,- - , x, les points de
Tchebychev [a, b]. On note £,(f) le polynéme d’interpolation de Lagrange associés aux couples
de (x;, f(x7))iefo,n]-

Alors la suite (£,(f))n=1 des polyndmes d'interpolation converge uniformémént vers f sur [a, b].

voir Demailly2006-im, page 50.

40> «F> «Z» «E>» = Q>
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Conclusion

faible : des phénoménes d'instabilités pouvant apparaitre.

L'interpolation de Lagrange en des points équidistants n'est a utiliser qu'avec un nombre de points assez

Stabilite

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DAl
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Exercice 6 Interpolation de Lagrange-Hermite &
Q.1

Quel est a priori le degré de H,,?

Soient (x;, ¥, Zi)ie[o,n) N+ 1 triplets de R3, ot les x; sont des points distincts deux a deux de I'intervalle [a, b]. Le polyndme
d'interpolation de Lagrange-Hermite, noté H,, associé aux n + 1 triplets (x;, ¥i, Zi)ie[o,n], est défini par
On défini le polynéme P, par

H,(x) = y; et H,(x) =z, Vie[0,n]
Q.2

1)

n n
P,,(X) = Zy;A,'(X) aF Z Z;B;( )
i=0 i=0
avec, pour i € [0, n], A; et B; polynémes de degré au plus 2n + 1 indépendants des valeurs y; et z;.
@ Déterminer des conditions suffisantes sur A; et B; pour que P, vérifie (1).

@ En déduire les expressions de A; et B; en fonction de L; et de L(x;) o
Q.3

(2)
1
L) =] 225
7 E —_—.
j=0 i X
=
T (s o —

Démontrer qu'il existe un unique polynéme d'interpolation de Lagrange-Hermite de degré au plus 2n + 1 défini par (1).

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
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' Definition 2.1

Soient n € IN* et (x;, ¥;, Zi)ie[o,n] (1 + 1) triplets de R3, ot les x; sont des points distincts deux a deux
de R. Le polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté H,,, associé aux (n + 1) triplets
(Xia.yl'v zi)ie[[O,n]], est défini par

Ha(x) = D] yiAi(x) + D, ziBi(x) (16)
i=0 i=0
avec
Ai(x) = (1—2(x— x,-)Lf.(x,-))L,?(X) et Bi(x) = (x — x;)L3(x) (17)
L,'(X) = 1_[ ::):(Jj
=

2025/11/29 24 / 32



Théoréme 2.1

Le polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite,

(Xi, Yis Zi)ie]o,n]» €st I'unique polyndme de degré au plus 2n + 1, vérifiant

H,, associé aux n + 1 triplets
H,(x) =y et H,(x) =z, Vie[0,n]

(18)

«O» «F>» «E» «E>» = QA



Exercice 7 Interpolation de Lagrange-Hermite &
Soient (a, b) € R?, a < b, ne IN*, f € C?"*2([a, b]; R). et (x;)"_, (n+ 1) points distincts de [a; b]. On note
Vie[0,n], yi=f(x) et z =f(x).

On définit, par Hy, le polynéme d'interpolation de Lagrange-Hermite associé aux triplets (x;, f(x;), f'(x;))ie[o,n] €t par 7, le polynéme défini par

ma(t) Z T [t = ).
i=0
Q.1

Soit x € [a; b] tel que, pour tout i € [0, n], x # x;. On note

Xmin = MiN(X, X0, - - Xn)s  Xmax = Max(X, Xo, - -, Xn),
“ ) Hy(x)
x) — Hy(x
F(t) = f(t) — Ha(t) — Tx)"n"(t)
n
avec rip & 72,
® Démontrer que F est définie sur [a; b] et que F € C>"+2([a, b]; R).
@ Montrer que F' admet 2(n + 1) zéros distincts.
® Montrer qu'il existe &, €]Xmin; Xmax| tel que FC™2)(£,) =0
@ En déduire que
fO0) — T En(X) (2042 1
()~ Halx) = G0 £Emi2) (), W
Montrer que, Vx € [a; b), il existe £ appartenant au plus petit intervalle ouvert contenant x, xo,

..., xp vérifiant (1).
"~ Interpolation de Lagrange-Hermite
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Théoréme 2.2

Soient n € IN* et xp,---

,Xn, n + 1 points distincts de l'intervalle [a,b]. Soient f €
C2"+2([a; b]; R) et H, le polyndme d'interpolation de Lagrange-Hermite associé aux n+ 1 triplets

(xi, F(xi), f'(xi))ie[o,n)- On a alors ¥x € [a, b], 3¢, € (min(x;, x), max(x;, x)), tels que

f‘(2n+2) (gx) n

f(X) e Hn(X = m H(X — X’-)z (19)
T =0

«4O0>» «Fr «E>» «E>» E DA
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— Hi(t)

I =z

e 7 points

=
de Tchebychev

Tchebychev

i 7 ’ ’ t
Figure: Polynéme d'interpolation de lagrange-Hermite avec n = 6 (7 points) pour la fonction
f:x —> 1/(1 4+ 25x?). A gauche avec des points uniforméments répartis et a droite avec des points de
«Or «Fr o« > « = E DAl
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1
u —H0
— Hy(0) rer T =5z
Y | Y — £t = o e 11 points de Tchebychev
e 11 points uniformes
WL
Al
08
08
06
06
04k 0.4
02 \\ 02
______ | e e LN / \\0-\0_‘ _—
075 -4 -2 0 2 4 6 075 -4 -2 0 2 4
t t
Figure: Polynéme d'interpolation de lagrange-Hermite avec n = 10 (11 points) pour la fonction
f:x —> 1/(1 + x?). A gauche avec des points uniforméments répartis et a droite avec des points de Tchebychev
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Lu 1
—His(0) l
————— f) = ria
e 19 points uniformes
08
06

1
Z 1

19 points de Tchebychev
0.6
[l/
______ b
0
-6

_. )

~-4

_____ _ ___._.L»—«r—"’"// \
s % 4 2 ;
Figure: Polynéme d'interpolation de lagrange-Hermite avec n = 18 (19 points) pour la fonction
f:x —> 1/(1 + x?). A gauche avec des points uniforméments répartis et a droite avec des points de Tchebychev
"~ Interpolation de Lagrange-Hermite
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@ Definition : (rappel)

avec

Ho(x) = Y yiAi(x) + . ziBi(x)
i=0 i=0

Soient n € IN* et (x;, ¥;, i)je[o,n (1 +1) triplets de R3, ol les x; sont des points distincts deux a deux de R. Le polynéme
d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté H,, associé aux (n + 1) triplets (x;, yi, Zi)je[o,n], est défini par
ou

Ai(x) = (1—-2(x 7x,-)Lf-(x,-))L,2(x) et Bi(x) = (x
L,‘(X) =

L L X
j=0""

—xi) L3 (x)
X=X

p— )<J :
J#i
Exercice 8 Interpolation de Lagrange-Hermite &

aux n + 1 triplets (x;, yi, Zi)ieo,n)) en t € R.

(21)
Ecrire une fonction algorithmique Hermite permettant de calculer H,, (polynéme d'interpolation de Lagrange-Hermite associé
A«4O0> «F» «E» « > = Q>
T e e e e



Il existe de nombreuses autres facons d'approcher une fonction
e interpolation affine par morceau,

e interpolation par fonctions splines,

e méthodes des moindres carrés,

e interpolation trigonométrique et FFT,
O coo0

A«4O0> «F» «E» « >
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