‘ EXERCICE 2 : Matrice de permutation

Soit (4, ) € [1,n]?, i # j, on note plidl ¢ M, (R) la matrice identitée dont on a permuté les lignes i et j.

Q.1
Représenter cette matrice et la définir proprement.

®. 1
On note, dans toute la correction, P = Pg"]].
On peut définir cette matrice par ligne,

vre [1,n\{i,5}, Prs = 0rs, Vse|[l,n],
Py = 6js, Yse[l,n],
Pj,s = 0j,s, Vs e [[1,n]].

=2

ou par colonne
Vse[l,n]\{i,j}, Prs = 0rs, Vre[l,n],
Pm' 57’,3’7 Vr e [[1,71]],
P.j = 0pi, Yre[l,n].

[.4]

M Ne pas utiliser les indices ¢ et j qui sont déja fixés dans la définition de la matrice P = Py, ™.

On peut noter que la matrice P est symétrique. Pour la représentation, on suppose ¢ < j. On effectue une
représentation bloc 5 x 5 avec des blocs diagonaux carrés sachant que tous les blocs non décrits sont nuls:
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Soit A e M,,(C).On note A, . le r-éme vecteur ligne de A et A. 5 le s-éme vecteur colonne de A.

a. Déterminer les lignes de la matrice D = P,[f’j]A en fonction des vecteurs lignes de A.
b. Déterminer les colonnes de la matrice E = AP%’j] en fonction des vecteurs colonnes de A.
€& 2

a. On note D = PA. Par définition du produit matriciel on a

n
D?“,s = Z Pr,kAk,s-
k=1



On obtient, Vs € [1,n],

n
Dys = > 6pkAps = Ars, Vre[Ln]\{i,j},
k=1
n
4 L%ﬁ = 25‘%k/hm;:-AL&
k=1
n
<DLS = 5LkAhs Aws
\ k=1
ce qui donne
ljr; = quga Vr e [1,n]\{i,j},
-Di,: = Aj,'7
1)%: 14L
Note: La notation D; . correspond au vecteur ligne (Di1,--., D; ) et D. ; correspond au vecteur colonne
Dy
D,

b. On note E = AP. Par définition du produit matriciel et par symétrie de P on a

n n
E»ﬁ:: 2:44nkf%§:: EE-Aﬁkf§$-
k=1 k=1

A Ne pas utiliser les indices ¢ et j qui sont déja fixés dans la définition de la matrice P = Pg’j I




On obtient en raisonnant par colonne, Vr € [1,n],

[
I
1=

Apilsr = Ars, Vse [1,n]\{7,7},

k=1
n

1 Er,i = ZAr,k(Sj,k::Ar,ja
k=1

n
Eﬁj = Z Ar,k(sz',k: = A’r,i-

ce qui donne

E:,s = AZ,87 VSE[[l,nﬂ\{i,j},
E

o= A,
E:,j = -A:,Z"
Q.3 .
a. Calculer le déterminant de P%’]].
b. Déterminer linverse de P%’j].

a. det(P) = —1, si i # j et det(P) = 1 sinon.

b. Immeédiat par calcul direct on a PP = | et donc la matrice P est inversible et P~ = P.
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