EXERCICE 13

Soit A e M, (C).

Q.1
Expliquer comment construire une matrice H € My, (C) unitaire, produit d’au plus n — 1 matrices élémentaires de
Householder, et, R € M, (C), triangulaire supérieure telles HA = R.
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Remarque. Soient A € My (C) et j € Mi(n). On dit que la colonne j de A est colonne supérieure si,
Vie[j+1,n], A;j =0, c’est a dire
A:,j = Vect (e1,...,€j).

En notant A% = A, Pidée générale est la suivante:
Pour j allant successivement de 1 a n — 1, on va déterminer HUT e M, (C) unitaire, pour que la colonne j de
AT E HUTAL =1 soit colonne supérieure sans modifier les colonnes 1 & 7 de Al

Etape 1: il faut déterminer HI e M, (C) unitaire, pour que la colonne 1 de AT EHITA] soit colonne supérieure

e Si A:[O1] est nulle ou colinéaire & e alors on prend HE =1, qui est unitaire.

[0]

e Sinon, A’} est non nulle et non colinéaire a e; : on est sous les hypothese du corollaire [3.1.3) de

2] /corollaire [2.16 de [1] avec a = A:[Ol].
On en déduit alors qu’avec le vecteur u; € C™ donné par

a — [afyc e e,

Uy = Ha' - HaH2 6zarg(a1)elH2

on a

H(ui)a = — |a], '@ )e; .



En posant Hy = H(u1) et a1 = — ||a, 8@ on obtient
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Etape 2: il faut déterminer HI2l e M, (C) unitaire, pour que la colonne 2 de AL & HI2IART 50t colonne supérieure

sans modifier la colonne 1 de AlYl. Pour cela on va utiliser le corollaire [3.1.3 de [2]/corollaire [2.16{ de [1] en

posant
1 n—1

1/ Ul F
A[l] = ) (ﬁ), avec U = aq, E = On—1,17 F= Agl]Q"rw V= Agl’}l 2:n
. ,2: m,2:

e SiV.1€ C" 1 est nulle ou colinéaire a e?_l, premier vecteur de la base canonique de €1, alors on pose
HI2l = l,, qui est unitaire.

e Sinon, V.1 € C" 1 est non nulle et non colinéaire a e?_l, et le corollaire peut s’appliquer. On en déduit
alors qu’avec le vecteur uy € C"~! donné par

Vi, — agel !

Uy = avec ag = — [Vq.[., et28(MVi1)
Vi, — azef | Vil
on a H(uz)Vy. = age] ! et donc
oo | e °
0 [ °
Huz)V = |
0 [ °




De plus, en posant

0 11 0-vvee-- 0
- 0
_ n 2] — = :
wy = s eC" et H H(’wg) H(’u,g) € Mn(@)
0
on a
o F
u | F 0
e < ) | ¢
H(us)E | H(ug)V - H(u2)V
0
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Etape j: il faut déterminer HUT M, (C) unitaire, pour que la colonne j de AT & HUTAL = soit colonne supérieure

tout en ayant les (j — 1) premiéres colonnes identiques a celles AU—11.
Pour cela on utilise le corollaire de [2]/corollaire de [I] en posant, p =j —1,¢g=n—pet

P q Oél'. .:-.. ......... .
-1 v (YIF I _ AUy Al
AY _q (f’v , avec U= . ) E= OQ;P? F= Al:p,j:n’ V= Aj:n,j:n
O ....... O -.'Oéj—l



e SiV.1 e €Y est nulle ou colinéaire & e(f, premier vecteur de la base canonique de C4, alors on prend HUT =1,
qui est unitaire.

e Sinon, V.1 € €Y, est non nulle et non colinéaire & e(f, et le Lemme peut s’appliquer. On en déduit alors
qu’avec le vecteur u; € C? donné par

V1. — el
'U,] _ Vl, Od]eé avec Qj — HV]_’ ) ezarg(VLl)
[V = agef]
on a H(u;)Vi. = ajef et donc
a] @ - ------ Y
0 e
Hapv = | & |50
(:) @ .- °
De plus, en posant
o,
wi=|— e et HUI = H(w;) = ( b | Opq )e/\/ln(C)
Og.p | H(u;)
-
on a alors
U F
, a4t U | F
Al A1 _ ( ) _ |
H(u;)E | H(u;)V Ogp |H(uj)V

En récrivant la matrice A7l sous forme de 2 x 2 blocs de dimensions j et n — j, on obtient
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Etape n — 1: faire I'Etape j avec j =n — 1.

Au final, on a donc
Hin=1 HIUA = R

ou R est triangulaire supérieure, et, les matrices H[j], j € [1,n — 1] sont, soit la matrice identité, soit une matrice
élémentaire de Householder: elles sont donc unitaires.

On note H = HI"=11 H[l], cette matrice est donc le produit d’au plus (n—1) matrices élémentaires de Householder.
Comme le produit de matrices unitaires reste une matrice unitaire, on a H unitaire et

A = H'R.
On pose Q = H*. La matrice Q est alors unitaire et on a
Q= (HMI™ . (H=1h",
Les matrices élémentaires de Householer étant hermitiennes, on obtient
Q = HM ..yl

et donc Q est aussi le produit d’au plus (n — 1) matrices élémentaires de Householder.



.2

Ecrire une fonction FactQR permettant de calculer la factorisation QR d’une matrice A € My (C).
On pourra utiliser la fonction MatHouseholder (voir Ezercice page @) .

Algorithme 1 R Algorithme 1 | R,
‘ [Calculer Q et RJL 1. Calculer H & HI»—1
| 20 H e HIn=1 ... x HI1]
13 R—H=xA
4: Q «— H* ou H « ... x HIn—1l

Algorithme 1 |R; Algorithme 1 |Ro
. | Calculer HIU & HI—1 L Qe
2: H «— H[n_l] X oo X H[l] 2: A[O] <A
3. R H=+A 3: Pour j — 1 an— 1 faire
4 Q < H* ou HlI x ... x HI»—1] ——14:  Calculer HU! & partir de AU
5. AUl — RUD & Ali-1]
6: Q< Q=HUI
7: Fin Pour
g R« Aln—1]

Etape j: On suppose les 5 — 1 premiéres colonnes de A= sous forme triangulaire supérieure.
On pose p =7 —1, ¢ =n — p et on décompose la matrice Ali-11 ¢ M, (C) en 2 x 2 blocs:



avec, par hypothese, U triangulaire supérieure et E matrice nulle.

Pour calculer HV =1 e M,,(C) a partir de AU~ e M,,(C), on défini le vecteur v = V.3 € C4 comme étant le
premier vecteur colonne de V. On note e; € C, le premier vecteur de la base canonique de CY.

e Siv—{ej,vye; =0, i.e. v estnul ou colinéaire a ey, alors HU-1 = 1,. On a alors
ALl — RUIAL=1] — Ali—1]

et les 7 premieéres colonnes de Al sont alors sous forme triangulaire supérieure.
e Sinon, en utilisant le corollaire de [2] /corollaire de [I], on défini le vecteur u € C? par

vV — ey

u avec a = — v, e' 8@y

v —ae]
et, la matrice élémentaire de Householder H(u) vérifie alors
Hu)v = aje.

En posant
w = ((L—p) e C" et HUI = H(w) e M, (C),

ou la matrice élémentaire de Householder H(w) est donnée par

. . I O,,
Hiw) 1, — 2uw" - (OZIH{;) )

On a alors

) — U | F
AUl = HUlal=11 = ( )
Oyp | H(u)V

et les 7 premiéres colonnes de Al sont alors sous forme triangulaire supérieure.
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Pour déterminer la matrice HUI € M,,(C), il suffit donc de connaitre v € C4. On va donc utiliser une fonction
réalisant cette opération dans I'algorithme de factorisation QR

Algorithme 1 |Ro Algorithme 1 |R3
1: Q<1 1: Q<1
2: Al0) — A 2: Al0) — A
3: Pour j < 1 an —1 faire 3: Pour j < 1 an —1 faire
[Calculer HIT & partir de Ali—1] ‘
= 4 v AU
5. AUl — RUT & A1 ——{ N Jins]
6 Q< QuHUl 5. [HVI a] « MatHouseholder4dQRstep(v, n)
7: gin i(;;l_t'l] 6. AUl — RHUI « Al-1]
8: Fin Pour
9: R « Aln—1]

La fonction MatHouseholder4QRstep étant donnée par:



Algorithme 2 fonction [S, a] « MatHouseholder4dQRstep(v, n).

A partir d'un vecteur v € C4, g € [2,n], retourne une matrice S € M,,(C) unitaire et a € C telles que
e siv—{ej,vye; =0 (i.e. v nul ou colinéaire a ey) alors S est la matrice identitée et av = 0,

e sinon, en définissant u € C? par

v— ol varg(vy)

u avec a = — [[v, e

v —ae

on prend S comme étant la matrice élémentaire de Householder:

0
S = H(w) avecw:<’u]j)e@”.

Données : v vecteur de C?, ¢ € [2,n],

n : dimension de

Résultat: S : matrice de Householder ou identité dans M, (C),
o

nombre complexe.

1: Fonction [S, a] « MatHouseholder4dQRstep( v, n )
22 e<—04 e(1) <1

3. [H,a] < MatHouseholder(v, e, 1)

4: S «—eye(n)

5. Sia # 0 alors

6 p<<—n—q

7 I—p+1:n

&  S(I,I)—H

9:  Fin Si

10: Fin Fonction




Bien évidemment, on peut simplifier/améliorer Iécriture de 1’Algorithme 1 |R3| en ne stockant pas les suites de
matrices:
Algorithme 1 |R3 Algorithme 1 | Ry
1: Q<1 1: Q<1
2: Al0) — A 2: R« A
3: Pour j < 1 an —1 faire 3: Pour j — 1 an—1 faire
4: vV <— AEJ;,;] 4: UV — Rj:n,j
5. [HU] ] — MatHouseholder4QRstep (v, n) 5. [H, ] < MatHouseholder4QRstep(v, n)
6 AUl — HUl . A1 6:  Sia# 0 alors = Sinon H = 1!
7. Q(_Q*H[]] 7 R—H=R
8: Fin Pour 8: Q—Q+H
9 R « A[n—l] 9: Fin Si
10: Fin Pour

Voici (enfin) I'agorithme final:
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Algorithme 1 Fonction FactQR
Données : A : matrice de M, (C).
Résultat : Q : matrice unitaire de M,,(C).
R : matrice triangulaire supérieure de M, (C).
1: Fonction [Q,R] « FactQR( A)
2: Q<1
33 R<—A
4:  Pour j < 1 an—1 faire
5: v<—R(j:n,j)
6 [H, a] < MatHouseholder4QRstep(v, n)
7 Si o # 0 alors > Sinon H = 1!
8 R—H=R
9 Q—Qx«H
10: Fin Si
11:  Fin Pour
12: Fin Fonction

Q.3
Ecrire un programme permettant de tester cette fonction. On dispose des fonctions:

e MatRand(m,n) retournant une matrice aléatoire de My, »(C) chacune des parties imaginaires et réelles de ses
éléments étant une variable aléatoire suivant la loi uniforme [0, 1].

e NormInf(A) retournant la norme infinie d’une matrice carrée A.

1: A — MatRand(50, 50)
2: [Q,R] « FactQR(A)
3: err <— NormInf(A — Q = R) > doit étre trés petit!
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