EXERCICE 6

®. 1D

Soit A e M, (C).

Montrer que s’il existe L € My (C), matrice triangulaire inférieure o diagonale unité, et, D € M,(R), matrice
diagonale a coefficients diagonaux strictement positifs, telle que A = LDL* alors A est hermitienne définie positive.

Soit A € M,,(C) admettant une factorisation LDL* avec L € M,,(C), matrice triangulaire inférieure a diagonale
unité, et, D € M, (R), matrice diagonale & coeffcients diagonaux strictement positifs.
La matrice A est alors hermitienne car

A* = (LDL*)" = (L*)*D*L* = LDL".
De plus YV € C"\{0} on a

(Az,z) = (LDL*z,z) = (DL"z, L*x)
On pose y = L*x # 0 car & # 0 et L™ inversible. On obtient alors

n
Az, z) =Dy, y) = > Diilyil* > 0

1=1

car D diagonale, D;; > 0, Vi e [1,n] et y # 0.
La matrice hermitienne A est donc bien définie positive.

Montrer que si A est hermitienne définie positive alors il existe L € My (C), matrice triangulaire inférieure a
diagonale unité, et, D € M, (R), matrice diagonale a coefficients diagonaux strictement positifs, telle que A = LDL*.



Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive.

D’apres le Corollaire de [2]/Corollaire 2.6 de [T], la matrice A admet une unique factorisation LU.

D’apres le Théoréme de [2]/Théoréeme de [I], la matrice hermitienne A peut alors s’écrire sous la forme
A = LDL* ou D est diagonale a coefficients réels et L triangulaire inférieure a diagonale unité.

Il reste a démontrer que D;; > 0, Vi € [1, n].

Comme A est définie positive, on a Vo € C"\{0}, (Az,z) > 0. Or on a

(Az,x) = (LDL*z,x) = (DL"z,L"x)

On note {eg,--- ,ey}, la base canonique de C" et on rappelle que Vi € [1,n], (De;,e;) = D;;. Soit i € [1,n]. En
choisissant = (L*)e; # 0, on obtient alors

(DL*z,L*x) = (De;,e;) = D;; > 0.
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