
Exercice 3

Soit vvv P Cn avec v1 ‰ 0. On note Ervvvs P MnpCq la matrice triangulaire inférieure à diagonale unité définie par

Ervvvs
“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . . . . 0

´v2{v1 1 0 . . . 0
... 0 . . . . . . ...
... ... . . . . . . 0

´vn{v1 0 . . . 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(P-1)

Q. 1

a. Calculer le déterminant de Ervvvs.

b. Déterminer l’inverse de Ervvvs.

R. 1

a. La matrice Ervvvs est triangulaire : son déterminant est donc le produit de ses éléments diagonaux (Proposi-
tion B.2.8 de [2]) On a alors detpErvvvsq “ 1.

b. Pour calculer son inverse qui existe puisque detpErvvvsq ‰ 0, on écrit Ervvvs sous forme bloc :

Ervvvs
“

¨

˚

˚

˝

1 0 . . . 0

eee In´1

˛

‹

‹

‚

avec eee “ p´v2{v1, . . . ,´vn{v1q
t

P Cn´1 On note X P MnpCq son inverse qui s’écrit avec la même structure
bloc

X “

¨

˚

˚

˝

a bbb˚

ccc D

˛

‹

‹

‚



avec a P C, bbb P Cn´1, ccc P Cn´1 et D P Mn´1pCq.
La matrice X est donc solution de ErvvvsX “ I. Grace à l’écriture bloc des matrices on en déduit rapidement la
matrice X. En effet, en utilisant les produits blocs des matrices, on obtient

ErvvvsX “

¨

˚

˚

˝

1 000tn´1

eee In´1

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

a bbb˚

ccc D

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

1 ˆ a 1 ˆ bbb˚
` 000tn´1 ˆ D

eee ˆ a ` In´1 ˆ ccc eee ˆ bbb˚
` In´1 ˆ D

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

a bbb˚

aeee ` ccc eeebbb˚
` D

˛

‹

‹

‚

Comme X est l’inverse de Ervvvs, on a ErvvvsX “ I et donc en écriture bloc
¨

˚

˚

˝

a bbb˚

aeee ` ccc eeebbb˚
` D

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

1 000tn´1

000n´1 In´1

˛

‹

‹

‚

.

Ceci revient à résoudre les 4 équations

a “ 1, bbb˚
“ 000tn´1, aeee ` ccc “ 000n´1 et eeebbb˚

` D “ In´1

qui donnent immédiatement a “ 1, bbb “ 000n´1, ccc “ ´eee et D “ In´1. On obtient le résultat suivant
¨

˚

˚

˝

1 0 . . . 0

´eee In´1

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

1 0 . . . 0

eee In´1

˛

‹

‹

‚

“ In.
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Soit A P MnpCq avec A1,1 ‰ 0. On note AAA:,j le j-ème vecteur colonne de A et AAAi,: son i-ème vecteur ligne. On pose
AAA1 “ AAA:,1.

Q. 2

a. Soit vvv P Cn avec v1 ‰ 0. Calculer Ã “ ErvvvsA en fonction des vecteurs lignes de A.

b. En déduire que la première colonne de ErAAA1sA est le vecteur pA1,1, 0, . . . , 0q
t i.e.

ErAAA1sAeee1 “ A1,1eee1 (P-2)

où eee1 est le premier vecteur de la base canonique de Cn.

R. 2

a. Pour simplifier les notations, on note E “ ErAAA1s et vvv “ AAA1. Par définition du produit de deux matrices on a

Ãi,j “

n
ÿ

k“1

Ei,kAk,j, @pi, jq P v1, nw
2.

Quand i “ 1, on a par construction E1,k “ δ1,k et donc

Ã1,j “ A1,j, @j P v1, nw ðñ Ã̃ÃA1,: “ AAA1,:. (R3.1)

Pour i ě 2, on a Ei,1 “ ´
vi
v1

et Ei,k “ δi,k, @k P v2, nw. On obtient alors pour tout j P v1, nw

Ãi,j “ Ei,1A1,j `

n
ÿ

k“2

Ei,kAk,j “ ´
vi
v1
A1,j `

n
ÿ

k“2

δi,kAk,j “ ´
vi
v1
A1,j ` Ai,j

ce qui donne pour tout i P v2, nw

Ãi,j “ Ai,j ´
vi
v1
A1,j, @j P v1, nw ðñ Ã̃ÃAi,: “ ´

vi
v1
AAA1,: `AAAi,: (R3.2)
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En conclusion, la matrice Ã s’écrit

Ã “

¨

˚

˚

˚

˝

AAA1,:

AAA2,: ´ pv2{v1qAAA1,:
...

AAAn,: ´ pvn{v1qAAA1,:

˛

‹

‹

‹

‚

b. De (R3.1), on tire Ã1,1 “ A1,1. A partir de (R3.2) on obtient pour tout i P v2, nw, Ãi,1 “ Ai,1 ´
vi
v1
A1,1. Par

construction vj “ Aj,1 pour tout j P v1, nw, ce qui donne Ãi,1 “ 0.
La première colonne de Ã est p1, 0, . . . , 0q

t.
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