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Chapitre IV

Résolution de systémes linéaires
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Méthodes itératives pour la résolution du systéme linéaire

Ax = b.

Trouver une matrice d’itération B et d'un vecteur c telles que
k1]
vérifie

Bx“l + ¢, k>0, xI° arbitraire
k—00

lim x*] =% avec x = A!b

Principe et résultats généraux

«O» «F>» «E» «E>» DA™



'—' Exercice 1 &

Montrer que la suite définie par

B=M?!N et ¢=M"1h.

Soit A une matrice inversible décomposée sous la forme A = M — N avec M inversible. On pose
Théoréme 3.1

x0 e K" et xlk+1 = BxlK 4 ¢
converge vers X = A"'b quelque soit x[% si et seulement si p(B) < 1.

Alors la suite définie par

B=M'N et c =M"'b

x0T e K" et xlF1 —BxIK 4 ¢

converge vers X = A"tb quelque soit x[% si et seulement si p(B) < 1.
«O» «F>» «E» «E>» = DA™
~ Méthodes itératives Principe et résultats généraux

Soit A € M,(IK) une matrice inversible décomposée sous la forme A = M — N avec M inversible. On pose




lllustration de la convergence

Avec les notations du Théoréme et, en supposant p(B) < 1, on pose

o[k _ K _ 5
On a alors

4
Si B normale (pour simplifier) alors U unitaire et D diagonale t.q.
et

B = UDU*.

ID[, = £(D)
En posant EIXl = U*el¥l on a

et on obtient

r(B)

el — Bkel® — (UDU*)“el® — UD*U*el® car U unitaire

EKl _ pkglol

|, <o [, - ece €1,
P P P
Le facteur asymtotique de convergence est 0(B).
= Plus le rayon spectral de B est proche de 0, plus rapide est la convergence
«O» «F>» «E» «E>» = DA™
~ Méthodes itératives Principe et résultats généraux



'—| Exercice 2 &

Soit A € M, »(C) une matrice hermitienne inversible décomposée en A = M — N ot M est inversible. On note B = | — M~*A.
Q.1
Montrer que la matrice M* + N est hermitienne. ]
On suppose maintenant que M* + N est définie positive.
Q.2
Soit x un vecteur quelconque de C" ety = Bx.
@ Montrer que
(X, AX) = (y, Ay) = (x, AMAX) + (M~'Ax, Ax) — (M~'Ax, AM~Ax) (1)
et
x—y=M"Ax. (2)
@ En déduire que
X Ax) = {y, Ay) = {(x = y), (" + N)(x —y)). ®3)
Q.3)
{ Montrer que si A est définie positive alors p(B) < 1. W

On suppose p(B) < 1 et on va démontrer, par 'absurde, que A est définie positive.

On suppose qu'il existe xI% € C™\{0} tel que ag = <x[°],Ax[°]> € C\|0, +0[. On défini alors les suites

vk e IN*, xIK = Bxlk=1 et ) = <x[k],Ax[k]>.

@ Montrer que
lim x%1 =0 et lim o =0.
k—>+00 k=400
@ Montrer que ag €] — 0, 0].
@ Démontrer par récurrence sur k € N* que
(P xM 20, XM —xk=1 20, et 02 an 1 > .

@ Conclure.

«OP» «F»r « > < = »

A
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Théoréme 3.2

hermitienne définie positive. On a alors

Soient A une matrice hermitienne inversible décomposée en A = M—N avec M inversible et M* + N

P(M*N) < 1 si et seulement si A est définie positive.

Principe et résultats généraux

«O» «F>» «E» «E>» DA™
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Soit A € M,(K) une matrice réguliére, avec Vi€ [1,n], A;; #0

A1n O 0 0 0 0 Agp N
A t. .
A = . It |
: 0 ' : .
0 0 An.n Ap1 o
-F
Coer D

An—tn

Notations

«O>» «F>» «E» «E>» E QO
2025/11/28 ehls
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Ax=b <« Vi, bi=) Aix
La méthode itérative de Jacobi

i—1

n
= Z AjjXj + AqiXi Z A jXj

j=1 j=1 j=i+1

i—1
. k
Vie [[1, n], b; = Z A,'JXJ-[ ] + A,'7,'X,-[
j=1
ou encore

j=it+1

n
k+1 k
b 3 A

1 n
Vie [17’7]7 Xik+1] = A_ bi o Z AUXJ[k]

j=1,j#i
~ Méthodes itératives

Méthode de Jacobi

«O» «F>» «E» «E>» DA™
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n i—1
Ax=b <« Vi, b= Aix
j=1
La méthode itérative de Jacobi

= Z AjjXj T AiiXi
j=1

i—1

ou encore

n
+ D) A
j=i+1

Vie [[1, n], b; = Z A,'JXJ-[k] + A,'7,'X,-[k+1] + Z A,'J)(}kzI
j=1

n
<

j=i+1
b = —Ex!* 4 Dxlk+1l _ pxlA]

. 1

Vie[1,n], xl.[kH] =—
Aji
<

On note J sa matrice d'itération

n
bi— Z AUXJ[k]>
J=1j#i
xU1 — D YE + F)xIK 1 Db
JEDYE+F).
«O» «F>» «E» «E>» = DA™
~ Méthodes itératives
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n i—1
Ax=b — Vi, b,‘=ZA,'jXJ
j=1
La méthode itérative de Gauss-Seidel

n
2 AjjXj + AjiXi + Z AjjX;
j=1 =it1
Vie[ln], b

ou encore

Aj ,x[kﬂ] + Z AjjX kel Z Ajjx; " Vie[l,n]
j=1 j=i+1
Vie[l,n], x [l+1]

I

i—1
k+1]
b, — Z A,'J'X[ +1]

i Z AU
Jj=1 Jj=i+1
~ Méthodes itératives

Méthode de Gauss-Seidel

«4O>» «<Fr <> «E>» E DAl
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n i—1

Ax=b — Vi, b,‘=ZA;JXj
j=1
La méthode itérative de Gauss-Seidel :

n
= DA ALK+ Y AL
j=1

Vie [1, n], b; = AjiX

1

j=it1
[
ou encore

e

j=i+1

i—1 n
UL S a1 N A vie [1,0]
j=1

b = —Exk+1l 4 pxlk+tl _ pxlAl

i—1 n
X’_[k+1] 4 (b,- _ Z A;J-Xj[k“] _ Z AinJ-[k]>
j=1 j=i+1
— xU=D-E)'rx" +(D-E)"b
On note G sa matrice d'itération

GE(D-E)'F
C Méthodes itératives

Méthode de Gauss-Seidel

Vie[1,n], =

1
Aji

«O» «F>» «E» «E>» DA™
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Soit w € R*.

x,.[k+1] = W)?’_[k+1] +(1- W)X,-[k]
ou >A<,.[k+1] est obtenu a partir de I'une des deux méthodes précédentes.
Avec la méthode de Gauss-Seidel : méthode S.O.R. (successive over relaxation)
'—| Exercice 3 &

Soit A € M,(R) une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note A;; la composante (i, )

de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A =D — E — F, ou D représente la diagonale de A, —E la
partie triangulaire inférieure stricte et —F la partie triangulaire supérieure stricte.

La méthode S.O.R. (successive over relaxation) de paramétre w € R* est donnée par

i—1 n
[k+1] _ W . o lk+1] L [k] .
X; o (b, 71‘;Auxj 7J§IAUXJ- ) +(1—w)x; ", Viel[l, n]

Déterminer la matrice d’itération B et le vecteur ¢ tels que

k1l — Byl 4 ¢
en fonction de D, E, F, et b.

«4O0>» «F» «E» « >
Méthode de relaxation

= A



La méthode itérative S.0.R. de paramétre w € R*

Vie[1,n], x =

i—1 n
w
- (bi — Z A,‘ij[k+1] — Z A,'J'Xj[k]> + (1 — W)Xi[k]
Aii j=1 j=i+1
ou vectoriellement
D e
o (0 (52
w w
Sa matrice d'itération est

—w (K] D -
D+F)x"+ W—E b.

D T
LW":‘(——E> (—WD+F>. (1)
w w
En particulier, on a £; = G matrice d'itération de Gauss-Seidel.
~ Méthodes itératives

«O» «F>» «E» «E>» = DA™
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Avec les notations du Théoréme 3.1, on a

o Jacobi: J¥DY(E+F)avecM=DetN=E+F

e SOR.:

weR* L, =

convergence si et seulement si p(J) <1
o Gauss-Seidel : G (D—E)'"FavecM=D—-EetN=F
def

convergence si et seulement si p(G) < 1
(Q —
w

E)" (%D +F)avecM=2 —EetN=1%D+F
Le Théoréme 3.2 peut aussi étre utilisé:

convergence si et seulement si P(Ly) <1

A et (M* + N) hermitiennes définies positives alors convergence.
car M* + N = %D

Pour S.O.R. : A herm. déf. pos. = ( (M* + N) herm. déf. pos. < w€]0,2[)
«O» «F>» «E» «E>» = DA™
~ Méthodes itératives Etude de la convergence



'—[ Exercice 4 & }

Soit A € M,(IR) une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note 4; ; la
composante (7, j) de la matrice A. On décompose la matrice A sous la foorme A=D—-E—F, o0 D

représente la diagonale de A, —E la partie triangulaire inférieure stricte et —F la partie triangulaire
supérieure stricte.

La matrice d’itération de la méthode S.O.R., notée L,,, est donnée par

e (28) (1o0). o

On pose L = D"'E et U= D"'F.

Q.1
Montrer que
Ly =(1—wL)™((1=w)l+wU).

Q.2
En déduire que
P(Lw) = |w—1]. (2)

«O» «F>» «E» «E>» DA™
Etude de la convergence 2025/11/28 20 / 45




Proposition 3.1

Soit A une matrice inversible telle que tous ses éléments diagonaux soient non nuls. On note

D = diag(A) et E, F, les matrices a diagonales nulles respectivement triangulaire inférieure et
supérieure telles que A=D—E —F.

La matrice d'itération de la méthode S.O.R., notée L,,, donnée par
“1
Ly = (E—E) (1_—WD+F)
w w

P(Lw) = |w—1]. 2)
La méthode S.O.R. diverge si w €] — o0,0] U [2, +0].

vérifie

Une condition nécessaire de convergence de la méthode S.O.R. est 0 < w < 2.

& La condition 0 < w < 2 est nécessaire mais non suffisante pour avoir convergence!

V_
«4O0>» «F» «E» « >
 Méthodes itératives Etude de la convergence
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'—‘ Exercice 5 &

On note T € M,(C) la matrice tridiagonale

o oa 0 0
by a :
T=1o 0 (O]
Cn—1
0 0 b, a
Q.1 \

Soit j1e C*. On note Q(1) € M,(C) la matrice diagonale de diagonale (11, 1%, .., ).
Expliciter la matrice T(j) ‘:"Q(N)TQ"(“) en fonction des coefficients tridiagonaux de la matrice T et de yu.
@ Déterminer det(T(y1)) en fonction de det(T).

Soit A € M,(R) une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note A; ; la composante (i) de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A =D — E — F, ot D représente la diagonale de A, —E
la partie triangulaire inférieure stricte et —F la partie triangulaire supérieure stricte.

On note respectivement J ' D-*(E + F) et £, %' (D — E)"'F les matrices d'itérations des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel.

Soit y € R". On souhaite résoudre le systéme Ax = y par la méthode de Gauss-Seidel ou par la méthode de Jacobi.

On suppose dans la suite que la matrice inversible A & M, (R) s'écrit sous la forme

o 1 0 0
B2 0z :
A=1lo 0 @
Te Vn-1
0 0 Ba an

et que ses éléments diagonaux sont non nuls.

@2}
O35 Montrer que les valeurs propres de 3 sont les racines du polynome
q3(A) £ det(AD — E — F).

@ En utilisant la question 1, montrer que q3(\) = det(AD — AE — 1F).

® En deduire que si X € C est valeur propre de J alors —\ I'est aussi.
[@.3) . N

® Montrer que les valeurs propres de L1 sont les racines du polynome

qe, (V) £ det(AD — AE — F).
En déduire que
L YA €%, qr, (A%) = A"ga(N). 3)

oD )
i Comparer les valeurs propres de J 4 celles de L.

Une des deux méthodes est-elle a privilégier dans ce cas?

DA

S Wisthodes iératives T Etude de la convergence 028 Y SRy T




Proposition 3.2

\

nuls.

Alors les rayons spectraux des matrices d'itération de Jacobi, J, et de Gauss-Seidel, £, vérifient

Dans ce cas,

Soit A € M,(IR) une matrice tridiagonale (i.e. A;j; =0, si |i —j| > 1) d'éléments diagonaux non

P(Ly) = P(J)z.

o les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent ou divergent simultanément.

o Si elles convergent, alors la méthode de Gauss-Seidel converge plus rapidement.

«4O0>» «F» «E» « >
Etude de la convergence

= A



= oy
Pl’OpOSItIOﬂ 3.3 : voir Ciarlet[2006],Introduction & ’analyse numérique matricielle et & I’optimisation, Théoréme 5.3-5,
pages 106 a 109.

Soit A € M,,(R) une matrice tridiagonale dont les éléements diagonaux sont non nuls. On suppose

que les valeurs propres de la matrice d'itération de Jacobi J sont réelles et que p(J) < 1.
On note wy le paramétre optimal de la méthode S.O.R. vérifiant

P(Lw) = min, (P(Ly)).
et donné par
2
= >1. 3
BT TR ) )
On a alors

P(Luy) =wo —1 et p(Ly,) < P(L1) = p(I)? < p(J).

«4O0>» «F>» «E» «E>» £ 9Dae
Etude de la convergence 2025/11/28 24 / 45



Ici, A e M,(R), matrice tridiagonale aléatoire inversible a éléments diagonaux non nuls t.q. les valeurs

propres de J sont réelles et p(J) < 1.

D’aprés la proposition précédente
2

wy = T 0 ) >1, p(Ly,) = min ( P(Ly), wel0,2]), P(Ly,)=wo— 1.
1
X Solving Az = b by iterative methods, A tridiagonal matrix, order:50
10% g T T T T T
o 1 3 Jacobi, p = 0.88
100 fat ——GS., p=078 1
08 B ——S.0.R.[wy)], p=0.36
X ——S.OR.fwy— ], p=0.70
102 . ———S.0.R.[wy + k], p = 0.57| E
07 ] -k cp(J)F
. ——mk > cp(L1)F
107F " 4
06l J L.)
L, 10°F 5
05l 1t
4]
10°F 3
04k q 4
03 g 101 3
02 p(La)] 0 1
01r B 10ME 3
o L L L L po =k o w+h 1016 L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 o 20 40 60 80 100 120
w k (itérations)
. . d'ord = =
Figure: A est d'ordre n = 50. o> AT CEr = 9ac

S Wisthodes iératives T Etude de la convergence 2R Y SR T




Ici, A e M,(R), matrice tridiagonale aléatoire inversible a éléments diagonaux non nuls t.q. les valeurs
propres de J sont réelles et p(J) < 1.
D’aprés la proposition précédente

2

"0 = gy T b L) = min (P(Lw). wEl0.20), P(Lu) = o 1.
1
s Solving Az = b by iterative methods, A tridiagonal matrix, order:100
10° T T T T T
09 Bl <.
10° N 4
0.8~ 1
07F SO\ W s 3
0.7gv0 — 1 L e,
10 3
06 T
L, 100 5
05 - §
&
041 1 10° 3
- I p(La)] ——GS., p=096 S
b |——SOR[u, p=0.68 S ]
03 g 10 ——S.O.R.[wy — K], p = 0.86
———S.OR.Juwy + k], p=0.79
L | wizf |-k ep(d) ]
02 ek > ep(L1)F
—mem ke ep(Lay)t
01l 4 101 E — ==k ep(Lug1)* |
ko ep(Luyan)t
0 . . . . L . Lwo Ky g goth 1016 I . . . .
0 0.2 04 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 o 20 40 60 80 100 120
w k (itérations)
H 1 = =
Figure: A est d'ordre n = 100. B T E Dac

S Wisthodes iératives T Etude de la convergence 2R Y SR T



Théoréme 33 . voir Lascaux-Théodor, vol.2, Théoréme 19 et 20, pages 346 a 349
fortement dominante alors

Soit A une matrice a diagonale strictement dominante ou une matrice inversible a diagonale
e la méthode de Jacobi est convergente,

\.

e si w €]0,1] la méthode S.O.R. est convergente.

P Y
Theoreme 3.4 . voir Lascaux-Théodor, vol.2, Corollaire 24, page 351

si w €]0,2[.

Soit A une matrice hermitienne définie positive, alors la méthode S.O.R. converge si et seulement

\

Preuve : on utilise le Théoréme 3.2 du résumé ou Théoréme 3.4.3 p.115 du polycopié...
«O» «F>» «E» «E>» DA™
~ Méthodes itératives Etude de la convergence
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Principe de base
Résoudre :
Méthodes itératives :

Ax =b
Algorithme :

x[0 e K" et xtktl = Bxlkl 4 ¢
x[91 donné

Pour k=0, 1,--- faire

xlk+1  BxlH 4 ¢
Fin Pour

Critére d'arrét? Stockage de tous les x[K1?

Algorithmes scalaires

«O» «F>» «E» «E>» DA™



nécessaire n'est (a priori) pas connu.

Critéres d’arrét :

e nombre maximum d'itérations

La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence le nombre d'itération
= boucle Tantque

o £ > 0 permet |'arrét des calculs si x4 suffisament proche de x = A-th
Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?

Exemple de critére d'arrét pour la convergence :
Soit rlkl = b — AxIk] le résidu.

<eé
L

|
Car dans ce cas, on a avec el %5 — x[Kl — A-1p[K]

Pour éviter des problémes avec b proche de 0 :

lel]]
— < econd(A
H nd(A)

|r]
!

T S €
Ib] +1

Algorithmes scalaires

«4O>» «<Fr <> «E>» E DA
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Algorithme Méthode itérative pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b
Données :

A : matrice de M,(K) ,

b . vecteur de K",

x° vecteur initial de K",

€ . la tolérence, e € RT,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*

Résultat :
xtol

un vecteur de K" si convergence, sinon &J

C k0, xtl — &

x —x% r— b—Ax,

: tol — e(||b] + 1)

;. Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1

p—x

x < calcul de I'itérée suivante en fonction de p, A, b, ...
r<—b—Ax,

. Fin Tantque

10: Si |r| < tol alors

11: xtl—x

12: Fin Si

= p contient le vecteur précédent

©ONDI R NP

= Convergence

«O> < Fr o«

> « > E DA
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Jocobi:

kil 1 z k :
Xi[+]::ﬁ<bi_ Z A"J'Xj[])v V’E[[Ln]]'

J=1#i

@

10:
11:
12:
13:

NGO hEwN R

Algorithme 2 Algorithme 2
C k0, xtl — & Lk 0, x* — &
cx —x% r—b—Ax, 2: x —x% r—b—Ax,
: tol < (||b] + 1) 3: tol « e(|b] + 1)
: Tantque ||r|| > tol et k < kmax faire 4: Tantque ||r|| > tol et k < kmax faire
k—k+1 5. k<« k+1
p<—Xx 6: p<—Xx
7. Pour i — 1 a n faire
r«—b—Ax, Hs{ 8 xj «— — | b;
Fin Tantque Aii
Si |r| < tol alors = Convergence 9:  Fin Pour
Xtol —x
Fin Si 10  r«< b—Ax,
11: Fin Tantque
12: Si |r| < tol alors
13 xtl—x
14: Fin Si

- Z Aiij>

J=Lj#i

> Convergence

Algorithmes scalaires
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1 n
Jocobi: X = = p, — Ayx , Viel[l,n].
i Aji 1 Z Uhy] [[ ﬂ

J=Li#i

Algorithme 2 Algorithme 2
1 k0, xtl — & 1 k0, xtl — &
20 x —x% r—b—Ax, 2: x —x% r—b—Ax,
3: tol « e(||b| + 1) 3: tol « e(|b] + 1)
4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire 4: Tantque ||r|| > tol et k < kmax faire
5: k—k+1 5: k—k+1
6: p<—Xx 6: p<—Xx
7. Pour i< 1 a n faire 7. Pour j < 1 a n faire
n
x;%%(b,-— ) A,-,-p,-> & S0
8 " J=1#i o: Pour j — 1an (j # i) faire
9:  Fin Pour T S8 S+ Aip
100 reeb—Ax 11 Fin Pour
11: Fin Tantque 12: X = (bi —8)
12: Si |r|| < tol alors "
13. xtol — x 13: Fin Pour
14: Fin Si 4 reb—Ax,
15: Fin Tantque
16: Si |r| < tol alors
17: xtl—x
18: Fin Si

A4O0> «F>» «E» <

> E DA
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Algorithme Méthode itérative de Jacobi pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A matrice de M,(K) ,

b vecteur de K",

x0 vecteur initial de K",

3 . la tolérence, e € R,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

X un vecteur de K"

1: Fonction X < RSLJacobi( A, b,x%, ¢, kmax )

eI r0N

11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

19:

k—0.X—g
X —x0 r—b—Axx,
tol « e(|[b| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour / < 1 a n faire
S0
Pour j — 1a n (j # i) faire
S« S+A(0)) = pli)
Fin Pour
x(i)  (b(i) - $)/AG, )
Fin Pour
r—b—Ax=x,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si

20: Fin Fonction

Algorithmes scalaires

«O> «Fr o« >« > = A

2025/11/28 32/ 45



Gauss-Seidel:  x

1

1 i—1 n
(k+1) _ — (b - Z AUXJ_[kJrl] _ Z A’,J,Xj[k] Vie[1,n]

AII J:]-

j=it+1

Algorithme 3

Algorithme 3

k0, xt
x—x% r—b—Ax,
 tol — £(|b] + 1)

k—k+1
px

NG AR

: Tantque |r| > tol et k < kmax faire

[x « calcul par Gauss-Seidel

@

9: r<—b-— Ax,
10: Fin Tantque

11: Si |r| < tol alors
12: xto!
13: Fin Si

«— X

—

c k0, xtl — g

x —x% r—b—Ax,

. tol — (||| + 1)

;. Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1

p—x

o U A WN R

7. Pour i — 1 a n faire

1 i—1
Xj «— — b,‘ — Z AjjXj —
j=1

n

ZAM

j=it1

®

Aji
9:  Fin Pour

r< b—Ax,

. Fin Tantque

. Si|r| < tol alors
130 xtl e x

Fin Si

)
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i—1 n
1
Gauss-Seidel: Xi(k+1) ~ bi — Z A;j><j[k+1] - Z A,'ij[k] Vie[1,n]
Jj=1 j=i+1

Algorithme 3 Algorithme 3

1 k0, x" — 1 k0, x" —
2 x —x% r—b—Ax, 2 x —x% r—b—Ax,
3: tol « e(|b| + 1) 3: tol « e(|b| + 1)
4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire 4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
5. ke—k+1 5. k—k+1
6 p—x 6 p—x
7. Pour i< 1a n faire 7. Pour i < 1 a n faire
1 i—1 n
Xf‘*;(h’*ZAUXJ’ ZAijpj> 8: S0
s ! Jj=1 j=i+1 9: Pourj—1ai—1 faire
9. Fin Pour 1o: S S+
100 reb—Ax I, 11: Fin Pour
11: Fin Tantque : 12: Pour j — i+ 1an faire
12: Si |r| < tol alors 13 S < S+ A pj
13 x%l e x 14 Fin Pour
14: Fin Si 15 xi——(bi=8)
ii

16:  Fin Pour

17:  r< b—Ax,
18: Fin Tantque

19: Si |r| < tol alors
20:  x'l e x

21: Fin Si

«O> < Fr o«
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Algorithme Méthode itérative de Gauss-Seidel pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K,

x° vecteur initial de K",

& la tolérence, e € R,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

X un vecteur de K"

1: Fonction X « RSLGaussScidel( A, b,x°, &, kmax )

22:

23

k—0,X—&
x—x% r—b—Axx,
tol < e(|[b] + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour j — 1 a n faire
S0
Pourj«—1ai—1 faire
S« S+ A(i,j) * x(j)
Fin Pour
Pour j — i+1an faire
$ < S+ A(i.j) * plj)
Fin Pour
x(i) < (b(i) = S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si | r| < tol alors
X —x
Fin Si
: Fin Fonction

e Wisthodes ieératives T Algorithmes scalaires
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Fonction X « RSLJacobi( A, b,x%, e, kmax )
k<0, X<

x—x% r—b—Axx,

tol «— (b + 1)

Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1

p—x

Pour i < 1 a n faire

S0

Pour j — 1 an (j # i) faire
S < S+ A(i.j) * p()
Fin Pour
x(i) < (b(i) = S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque

Si ||r| < tol alors
X —x

Fin Si
Fin Fonction

Algorithmes scalaires

Fonction X « RSLGaussSeidel( A, b, x°, e, kmax )
k<0, X<

x—x% r—b—Axx,

tol < e(|[b] + 1)

Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1

p—x

Pour i < 1 a n faire

S0
Pour j—1ai—1 faire
S < 8+ A(i.j) » x(j)
Fin Pour
Pour j < i+1an faire
S < S+ A(i.j)  p()
Fin Pour
x(i) «— (b(i) = S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si ||r| < tol alors
X —x
Fin Si

Fin Fonction

< » « = E Al



Fonction X < RSLJacobi( A, b,x°, ¢, kmax )

Fonction X < RSLGaussSeidel( A, b, x°, ¢, kmax )
k<0, X< k<0, X<
x—x% r—b—Axx, x—x% r—b—Axx,
tol «— (b + 1) tol «— (b + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1 k—k+1
p—x p—x
Pour i < 1 a n faire Pour i < 1 a n faire
S0 S0
Pour j — 1 an (j # i) faire Pour j« 1ai—1 faire
S < S+ A(i,j) * pj) S < S+ A(i,j) * x(j)
Fin Pour Fin Pour
x(i) « (b(i) = S)/A(i, i) Pour j — i+1an faire
Fin Pour S «— S+ A(i.j) * p(j)
r—b—Axx, Fin Pour
Fin Tantque x(i) < (b(i) = S)/A(i, i)
Si ||r| < tol alors Fin Pour
X —x
Fin Si

r—b—Axx,
Fin Tantque
Fin Fonction

Si ||r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction
Méme ossature puisque toutes deux basées sur I'Algorithme générique
Peut-on simplifier, clarifier et racourcir les codes?

(O < Fr o«
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Fonction X « RSLJacobi( A, b,x%, e, kmax )
k<0, X<
x—x% r—b—Axx,
tol < e(||b|| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j — 1 an (j # i) faire
S < S+ A(i.j) * p()
Fin Pour
x(i) < (b(i) = S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si ||r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithme Itération de Jacobi : calcul de x tel que

1 N .
XI:A—H b — Z A,-jyj>7 Vie[1,n].

J=Li#i
Données :
A : matrice de M,(K) ,
b : vecteur de K",
y : vecteur de K",
Résultat :
X : un vecteur de K"

1: Fonction x « TterJacobi( A, b,y )

2:  Pour i« 1a n faire

3 S0

4 Pour j < 1an (j # i) faire
5 S<S+A())*v0)

6: Fin Pour

7 x(i) < (b(i) — S)/A(i, i)

8:  Fin Pour

9: Fin Fonction

Algorithmes scalaires
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Fonction X « RSLJacobi2( A, b,x°, e, kmax )

k—0,X—¢g

x—x% r—b—Axx,

tol «— (b + 1)

Tantque ||r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
X <« IterJacobi(A, b, p)
r—b—Asxx,

Fin Tantque

Si ||r| < tol alors
X —x

Fin Si

Fin Fonction

Algorithme Itération de Jacobi : calcul de x tel que

1 N .
XI:A—H b — Z A,-jyj>7 Vie[1,n].

j=Ti#i
Données :
A : matrice de M,(K) ,
b : vecteur de K",
y : vecteur de K",
Résultat :
X : un vecteur de K"

1: Fonction x « TterJacobi( A, b,y )

2:  Pour i« 1a n faire

3 S0

4 Pour j < 1an (j # i) faire
5 S<S+A())*v0)

6: Fin Pour

7 x(i) < (b(i) — S)/A(i, i)

8:  Fin Pour

9: Fin Fonction

Algorithmes scalaires
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Fonction X « RSLGaussSeidel( A, b,x%, &, kmax )
k0, X<
x—x% r—b—Axx,
tol < e(||b] + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour / < 1 a n faire
S0
Pour j—1ai—1 faire
S —S+A(i,Jj) * x(j)
Fin Pour
Pour j — i+ 1an faire
S < S+ A(i.j) * p(j)
Fin Pour
x(i) — (bi) — S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si | r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithme Itération de Gauss-Seidel : calcul de x tel que

1 i-1 n ]
X = <b,- - Z AjjXj — Z A,‘J}/j) , Vie[1,n].
ii =

J=i+1
Données :
A matrice de M,(K) ,
b vecteur de K",
y : vecteur de K",
Résultat :
X © un vecteur de K"

1: Fonction x « IterGaussSeidel( A, b,y )
2:  Pour i« 1a nfaire

3: S0

4 Pour j < 1 a —1 faire
5: S — S+ A(i,j) =x(j)
6: Fin Pour

7 Pour j < i+ 1 a n faire
8: S < S+A>.))*y()
[ Fin Pour

10: x(i) < (b(i) — S)/A(i, i)
11:  Fin Pour

12: Fin Fonction

Algorithmes scalaires
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Fonction X « RSLGaussSeidel2( A, b, x°, e, kmax )
k0, X
x—x% r—b—Axx,
tol < e(|b] + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
X < IterGaussSeidel(A, b, p)
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithme Itération de Gauss-Seidel : calcul de x tel que

1 i-1 n ]
X = <b,- - Z AjjXj — Z A,‘J‘}/j) , Vie[1,n].
ii =t

J=i+1
Données :
A matrice de M,(K) ,
b vecteur de K",
y : vecteur de K",
Résultat :
X © un vecteur de K"

1: Fonction x « IterGaussSeidel( A, b,y )
2:  Pour i« 1a nfaire

3 S0

4 Pour j «— 1 a/—1 faire
5: S — S+ A(i,j) =x(j)
6: Fin Pour

7 Pour j < i + 1 a n faire
8 S =S+ A>.J)*y()
[ Fin Pour

10: x(i) < (b(i) — S)/A(i, i)
11:  Fin Pour

12: Fin Fonction

Algorithmes scalaires
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Fonction X « RSLGaussSeidel2( A, b, x%, &, kmax )
k—0,X—g
x—x% r—b—Axx,

tol «— e(|[b] + 1)

Fonction X « RSLJacobi2( A, b,x%, ¢, kmax )
k—0,X—¢g
x—x% r—b—Axx,
tol — e(|[b] + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1 k—k+1
p—x p—x
X « IterGaussSeidel(A, b, p) x « IterJacobi(A, b, p)
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si

r—b—Axx,

Fin Tantque

Si | r| < tol alors
X —x

Fin Si

Fin Fonction

Fin Fonction
Les deux codes sont fortement similaires!

Peut-on éviter les copier/coller et gagner encore en lisibilité?

Algorithmes scalaires
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Ecriture Algorithme générique sous forme d'une fonction et on ajoute aux paramétres d'entrées une
fonction formelle TterFonc calculant une itérée :

x « TterFonc(A, b, y).

Algorithme Méthode itérative pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

TterFonc : fonction de paramétres une matrice d'ordre n,

et deux vecteurs de K. retourne un vecteur de K"

x0 vecteur initial de K",

B ¢ la tolérence, £ € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

xtl: un vecteur de K" si convergence, sinon &

1: Fonction X < RSLMethlter(A, b, ITERFONC, x°, £, kmax)
2 ke 0,x g

3 x—x% re—b-Ax

4 tol « g(|b| +1)

5. Tantque |r| > tol et k < kmax faire
6: ke—k+1

7 p—x

8 x « IterFonc(A, b, p)

9: r—b—Ax,

10:  Fin Tantque

11:  Si ||r| < tol alors

12: Xl x

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

«O> «Fr o« > « = A
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Fonction X « RSLGaussSeidel3( A, b,x%, &, kmax )
X < RSLMethlter(A, b, IterGaussSeidel, x°, £, kmax)
Fin Fonction

Fonction X « RSLJacobi3( A, b,x%, e, kmax )
X « RSLMethlter(A, b, IterJacobi, x°, €, kmax)
Fin Fonction

Algorithme Méthode itérative pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

TterFonc : fonction de paramétres une matrice d'ordre n,

et deux vecteurs de K. retourne un vecteur de K"

x0 : vecteur initial de K",

3 : latolérence, £ € RY,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

xtl: un vecteur de K" si convergence, sinon &

1: Fonction X < RSLMethlter(A, b, ITerFonc, x°, e, kmax)
ke 0, x' g

3 x<—x%r—b—Ax,

4 tol < g(|b| +1)

5. Tantque |r| > tol et k < kmax faire
6: k—k+1

7 p—x

8 X « IterFonc(A, b, p)

[ r«—b—Ax,

10:  Fin Tantque

11: i ||r| < tol alors
12: Xt x

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

DA
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Méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w € R*,

i—1 n
[k+1] _ W [k+1] [K] [kl -
X = bj — Z Ajjx; - Z Apxi | + (1 —w)x Vie[1,n]
" j=1 Jj=i+1
Paramétre w  "en trop" dans I'appel

Algorithme Itération S.O.R. d | f . I SOR .
Données : e a onction ter pour pouvoir

A matrice de M,(K) , utiliser la fonction générique RSLMethlter!

b :  vecteur de K",

y : vecteur de K",

w :  réel non nul.

Résultat :

X 1 un vecteur de K”

1: Fonction x < IterSOR( A, b,y, w )

2:  Pour i < 1a n faire

3 S0

4 Pour j — 1 ai—1 faire

5: S—S—A(,)) =x())

6: Fin Pour

7 Pour j < i +1 a n faire

8: S S—A(i,j)*y()

o: Fin Pour
10: x(i) — w (b(i) = S)/A(i, i) + (1 — w) = y(i)
11:  Fin Pour
12: Fin Fonction

«O> «F>» «E» «E>» = A
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Méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w € R*,

i—1 n
k+1 w k+1 k k .
xi[ ]:; b,-—ZA,-jxj[ I_ Z A,-J-xj[] —|—(1—W)X,-[] Vie[1,n]
" j=1 Jj=i+1
Paramétre w  "en trop" dans I'appel

Algorithme Itération S.O.R. . .
Donnes - de la fonction IterSOR  pour  pouvoir
A matrice de Mo(K) , utiliser la fonction générique RSLMethlter!
b :  vecteur de K",
y ¢ vecteur de K", Fonction X < RSLSOR3( A, b, w,x°, ¢, kmax )
w : réel non nul. TterFun « ((M, r,s) — TterSOR(M, r,s, w))
Résultat : X « RSLMethlter(A, b, IterFun, x°, &, kmax)
X 1 un vecteur de K”

1: Fonction x < IterSOR( A, b,y, w )
2:  Pour i < 1a n faire

3 S0

4 Pour j — 1 ai—1 faire

5: S—S—A(,)) =x())

6: Fin Pour

7 Pour j < i +1 a n faire

8: S < S—A(i,j) = v(j)

o: Fin Pour

10: x(i) — w (b(i) = S)/A(i, i) + (1 — w) = y(i)
11:  Fin Pour

12: Fin Fonction

Fin Fonction

Algorithmes scalaires
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e Jacobi

Les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et S.O.R. peuvent s'écrire sous la forme
M=DetN=E+F,

Mxtk 1 — Nx[kl 4 p
avec A = M — N et, dans ce cas, la matrice d’itération est B = M*N.
o Gauss-Seidel : M=D —Eet N=F,

e SOR:M=2_EetN=12%“D+F
En posant, ®(x) = M"*(Nx + b), on a

= o(x),

xlk+1]
= on peut utiliser I'algorithme vectoriel du point fixe

Algorithmes matriciels
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Algorithme Méthode de point fixe vectorielle

®(x) = M (Nx + b)

Données :

[} c o KN — KV

x0 : donnée initiale, x0 € KV,

tol : la tolérence, tol € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

aior ¢ un réel tel que [[®(ato1) — aol| < tol

1: Fonction ayo < PtFixeVec( @, x0, tol, kmax )
2 k0,04 —

30 x <« x0, ix — ®(x0),

4 e | —x|

5. Tantque crr > tol et k < kmax faire
6 k—k+1

7 x « fx

8 fix — ®(x)

o: err « | — x|

10:  Fin Tantque

11:  Si err < tol alors

12: Qtol < X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

y =®(x) < My = Nx + b.
o Jacobi : M =D (diagonale) et N = E + F,
¢ — (x — RSLMatDiag(M, Nx + b))
o Gauss-Seidel : M =D —E (tri. inf.) et N=F,

> — (x > RSLTrilnf(M, Nx + b))

fx
B ou ¢ S.O.R.:M=L _E (tri. inf) et N = 12D + F,
>~ <x — RSLTrilnf(M, Nx + b)).
fx—x

= ou

> «

«O> < Fr o« Ay
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Algorithme Méthode de point fixe vectorielle

Données :

[} c o KN — KV

x0 : donnée initiale, x0 € KV,

tol : la tolérence, tol € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

aior ¢ un réel tel que [[®(ato1) — aol| < tol

1: Fonction ayo < PtFixeVec( @, x0, tol, kmax )
2 k0,04 —

30 x <« x0, ix — ®(x0),

4 e | —x|

5. Tantque crr > tol et k < kmax faire
6 k—k+1

7 x « fx

8 fix — ®(x)

o: err « | — x|

10:  Fin Tantque

11:  Si err < tol alors

12: Qtol < X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

= ou

fx—x
x[+1

Algorithmes matriciels

Fonction X « RSLJacobiPF( A, b,x°, ¢, kmax )
[M,N] « JacobiMN(A)

® —  x — RSLMatDiag(M, Nx + b))
X < PtFixeVec(®, x0, tol, kmax)
Fin Fonction
Fonction X « RSLGaussSeidelPF( A, b,x°, &, kmax )
[M,N] « GaussSeidelMN(A)
> — (x — RSLTrilnf(M, Nx + b)
X «— PtFixeVec(®, x0, tol, kmax)
Fin Fonction
Fonction X « RSLSORPF( A, b, w,x°, ¢, kmax )
[M,N] <= SORmatMN(A, w)
>~ <x — RSLTrilnf(M, Nx + b)

X — PtFixeVec(®, x0, tol, kmax)
Fin Fonction
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© Meéthodes itératives
)

Q
Q
Q
Qo

Qo

©00O0O0

o Autres méthodes

Autres méthodes
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Nous venons de voir trois méthodes itératives classiques. Nous pouvons citer d'autres méthodes
e Méthode des directions alternées (Douglas, Peaceman, Rachford 1955)

Méthodes de Richardson (pas constant, pas variable, préconditionnées, ...)

Méthodes de Gradient Conjugué et dérivées: CG, CGS, BICG, BICGSTABL, ...

Generalized Minimal Residual method (GMRES) et dérivées, ...

«O» «F>» «E» «E>» = DA™
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