EXERCICE 2

Soit A € M, ,(C) une matrice hermitienne inversible décomposée en A = M — N ot M est inversible. On note
B=1-M1A

Q.1
Montrer que la matrice M* + N est hermitienne.

&
On a

(M*+N)" =M+ N*
=A+N+N"=A"+N+N* car A est hermitienne
= M* + N.

La matrice M* + N est donc hermitienne.

On suppose maintenant que M* + N est définie positive.

Q. 2
Soit x un vecteur quelconque de C" ety = Bz.

a. Montrer que
(x,Az) — (y,Ay) = (z, AM'Az) + (M 'Az,Az) — (M~ Az, AM ‘Az ) (P-1)
et
r—y=M7IAz. (P-2)

b. En déduire que
(x,Az)— (Y, Ay) =z —y), M+ N)(z—y)). (P-3)



&2

a. On ay = Bx avec B = | — M~'A ce qui donne

r—y=x—Bxr= (I—B)sz‘lAm.
L’équation est donc démontrée. Pour prouver (P-1), on note que
y=z—M?!Az
et donc

{y,Ay) = (x — M*Az,A(z — M'Az))
= (z,Az) — (M Az, Az) — (z, AM*AZ) + (M"LAz, AM~ 1Az .

On en déduit immédiatement ([P-1]).

. En utilisant (P-2)), on obtient

(& —y,(M*+N)(z —y)) = (M*Az, (M* + N)M*Az)
= <|\/|‘1Aa:, (I\/I - N*)M_lA:v> car M* + N hermitienne
= (M*Az, (M +M* — A" )M 'Az) car N=M—A
= (M*Az,Az) + (M'Az, M*M'Az) — (M"'Az, AM""Az) car A hermitienne

Or, par propriété du produit scalaire, on a
M Az, M*M Az )y = (MM'Az, M Az = (Az, M 'Az) = (z, A"M'Az) .
Comme A est hermitienne, on obtient
(M Az, MM Az ) = (z, AM Az ) .
On abouti alors A
-y, M +N)(x—y))=M'Az,Az) + (z, AM'Az) — (M*Az, AM"'Az ) .
L’équation (P-3)) est obtenue en utilisant ([P-I]).



Montrer que si A est définie positive alors p(B) < 1.

On veut démontrer que sous les hypothéses A hermitienne définie positive et M* + N (hermitienne) définie positive
on a P(B) < 1, c’est a dire que pour tout élément propre (A, u) de B alors |A| < 1.

Soit (A,u) € C x C™"\{0} un élément propre de B. On a Bu = Au. En prenant = u dans Q2| on ay = Bu = Xu et
donc ¢ —y = (1 — A\u. De (P-3)) on obtient

(u, Auy — Oy, MAuy = (1 — MNu, (M + N)((1T— Nu))

c’est & dire
(1 — (M%) (u, Aw) = [1 — A]* Cu, (M + N)u) . (R2.1)

On va montrer que |1 — A| > 0, c’est a dire A # 1. Pour cela on effectue une démonstration par 1’absurde.

Par P’absurde on suppose A = 1. Dans ce cas, comme Bu = u, on a £ = y. De (P-2), on déduit alors M"1Az = 0
et comme A et M~! sont inversibles = 0. Or & = u est un vecteur propre de B, il ne peut donc étre nul! On a
une contradiction et donc, 'hypothése de départ est fausse: on a démontré que A # 1.

Comme par hypothése, la matrice M* + N (hermitienne) est définie positive et u # 0, on obtient
11— M2 Cu, (M* + N)u) > 0.

On déduit alors de (R2.1]) que
(1 — M%) (u, Au) > 0.

Comme A est hermitienne définie positive et u # 0, on a
(u, Auy > 0

et donc 1 — |A]? > 0, cest a dire |\ < 1.



Q.4

On suppose P(B) < 1 et on va démontrer, par I'absurde, que A est définie positive.
On suppose qu’il existe 219 e C™\{0} tel que ap £ <:L'[O],A:r[o]> e C\|0, +oo[. On défini alors les suites

vk e N*, zlF — BzlF-11 ¢t o = <m[k],Am[k]>.

a. Montrer que
lim z* =0 e lim ap = 0.

k— 400 k—+0o0
b. Montrer que ag €] — o0, 0].

c. Démontrer par récurrence sur k € IN* que

(Pk;) : (L'[k] # 0, x[k] —x[k_l] #= 0, et 0= ap_1> ag.

d. Conclure.

a. On a alors
zlFl = BP0 vk e IN.

D’apres le Théoreme [3.2.5] page [106],

p(B) <1 «— lim B*» =0, Yve C"
k—+o0

On a donc
lim zl*l = 0.

k—+o0
Comme l'application & — {(x, Az) est continue, on en déduit

lim ap = lim x[k],A.’I:[k]> = 0.
k—+00 k—+00
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b. Pour une matrice quelconque {(x,Azx) € C, or A étant hermitienne, on a (x, Ax) € R. En effet, par propriété du

produit scalaire on a
(@,Az) = (N'z.x) = (Az.x) = (&, AT).

Comme par hypothése ag € C\]0, +0[, on en déduit ag €] — 0, 0].

c. Tout d’abord de I'égalite (P-3) avec z = z!#~1 ot y = Bz = z!*! on obtient

(a0 A1 (s A (1) a0

e Initialisation : montrons que (Py) est vérifiée.
On a zl0 0 et zl1] = Bzl0].
On montre par 'absurde que zlt = 0. Supposons gl = 0, alors ay = 0 et zl0 — 2l = 2[00 2 0. Comme
M* + N est hermitienne définie positive on obtient

040—041—< M*-i—N —.’l: >>0

et contradiction avec o < 0.

On montre ensuite par Uabsurde que z!9 % z[1. Supposons 2!t = £[%. Par construction z11 = BzlY], et
dans ce cas, comme zl0 % 0, (1,m[0]) serait un élément propre de B: contradiction avec p(B) < 1.
Comme 2! — 1] » 0, on a

ao—a1—< , (M* 4+ N)( I gl >>0

et donc 0 = ag > ag.

e Hérédité : soit k € IN*. On suppose (Py) vérifice. On a alors zlkl 0, gk = BglFl et ap < 0.
On montre par Uabsurde que ¥+ % 0. Supposons z!#*1 = 0, alors agq = 0 et 2] — g1 = gk .
Comme M* + N est hermitienne définie positive on obtient

a, — iy = (@ — 1), w4 Ny @l — gl 1)) >



et contradiction avec ay < 0.
On montre ensuite par I'absurde que zlkl 2 glh+1], Supposons zlkt1] = 2] Par construction zlF 1 =

Bz!#l et dans ce cas, comme 2¥ 2 0, (1, 2[F]) serait un élément propre de B: contradiction avec p(B) < 1.
Comme z!#l — 2[F+11 £ 0 on a

ar, = g = (@ = a1, (e 4 Nl — 241 > 0

et donc 0 = ap > apyq.

e Conclusion : la proposition est vérifiée pour tout k € IN*.

d. La suite (ay)ren est donc strictement décroissante de premier terme g < 0: elle ne peut converger vers 0. On
a donc une contradiction avec I’hypothése initiale, A hermitienne non définie positive
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