
Théorème : Convergence locale de la méthode du point fixe

Soit α un point fixe d’une fonction Φ de classe C1 au voisinage de α.

Si |Φ1pαq| ă 1, alors il existe δ ą 0 pour lequel xk converge vers α pour tout x0 tel que |x0 ´ α| ď δ. De plus, si
x0 ‰ α, on a

lim
kÑ`8

xk`1 ´ α

xk ´ α
“ Φ1

pαq. (P-1)

si Φ1pαq ‰ 0, la convergence est d’ordre 1 (exactement).

Proof. On va construire un intervalle fermé borné, noté V , pour lequel les hypothèses du Théorème 1.4 sont vérifiées.
Comme Φ1 est continue dans un voisinage de α avec |Φ1pαq| ă 1, alors il existe δ ą 0 tel que

@x P rα ´ δ, α ` δs, |Φ1
pxq| ă 1.

On propose ici une démonstration de ce résultat.

˝ On note pPq la proposition (avec les hypothèses sur Φ de l’énoncé)

pPq : Dδ ą 0 tel que @x P rα ´ δ, α ` δs, |Φ1
pxq| ă 1.

On va démontrer pPq par l’absurde en supposant non pPq, c’est à dire

@δ ą 0, Dx P rα ´ δ, α ` δs, tel que |Φ1
pxq| ě 1.

Soit n P N˚, on note par exemple δn “ 1{n. Alors on a

Dxn P rα ´ δn, α ` δns, tel que |Φ1
pxnq| ě 1.

Comme α ´ 1{n ď xn ď α ` 1{n, la suite pxnqnPN˚ converge vers α. Par continuite de x ÞÑ |Φ1pxq| et comme
|Φ1pxnq| ě 1, on déduit

lim
nÑ`8

|Φ1
pxnq| “ |Φ1

pαq| ě 1

ce qui est en contradiction avec l’hypothèse |Φ1pαq| ă 1. ˝



On note V “ rα ´ δ, α ` δs,
@x P V , |Φ1

pxq| ă 1.

Comme l’intervalle V est un fermé et que l’application |Φ1| est continue sa borne supérieure est atteinte dans V :

Dx̄ P V tel que |Φ1
px̄q| “ sup

xPV
|Φ1

pxq|.

On a donc L “ |Φ1px̄q| ă 1.
Montrons que ΦpVq Ă V . En effet, d’après la formule de Taylor-Lagrange:
@x P V , Dξ Psminpx, αq,maxpx, αqrĂ V tel que

Φpxq “ Φpαq ` px ´ αqΦ1
pξq.

On en déduit
|Φpxq ´ Φpαq| “ |x ´ α||Φ1

pξq| ď δ|Φ1
pξq| ď δ

Comme Φpαq “ α, on obtient |Φpxq ´ α| ď δ i.e. Φpxq P V .
On peut donc appliquer le Théorème 1.4 avec ra, bs “ V “ rα ´ δ, α ` δsq ce qui permet de conclure.


