
Théorème : Théorème du point fixe dans R (application C1

Soient I Ă R un intervalle fermé, non vide, et Φ P C1pIq vérifiant ΦpIq Ă I et

DL ă 1 tel que @x P I, |Φ1
pxq| ď L, (P-1)

Soit x0 P I et pxkqkPN la suite définie par xk`1 “ Φpxkq. On a alors

a. la fonction Φ admet un unique point fixe α P I,

b. @k P N, xk P I,

c. la suite pxkq converge vers α avec un ordre 1 au moins.

d. Si x0 ‰ α, alors
lim

kÑ`8

xk`1 ´ α

xk ´ α
“ Φ1

pαq. (P-2)

et, si Φ1pαq ‰ 0, la convergence est d’ordre 1 (exactement).

Proof. Pour démontrer les trois premiers points il suffit de montrer que (P-1) entraine que Φ est contractante sur I pour
pouvoir appliquer le théorème 1.2.
En effet, soit px, yq P I2, x ‰ y. D’après le théorème des accroissements finis, il existe ξ Psminpx, yq,maxpx, yqr tel que

Φpxq ´ Φpyq

x ´ y
“ Φ1

pξq.

Ce résultat s’obtient aussi par un développement de Taylor. On obtient alors

|Φpxq ´ Φpyq| “ |x ´ y||Φ1
pξq| ď L|x ´ y|.

L’application Φ est donc contractante sur I et le théorème 1.2 s’applique.
Pour le dernier point, on remarque tout d’abord que si x0 ‰ α, alors @k P N, xk ‰ α. Ensuite, on utilise la définition
de la suite et du point fixe α:

xk`1 ´ α “ Φpxkq ´ Φpαq.



On utilise le théorème des accroissements finis pour obtenir: Dξk Psminpxk, αq,maxpxk, αqr tel que

Φpxkq ´ Φpαq

xk ´ α
“ Φ1

pξkq.

Quand k Ñ `8, on a xk Ñ α et donc ξk Ñ α. Par continuité de la fonction Φ1 on obtient (P-2).
Pour démontrer que la convergence est d’ordre 1 (exactement) si Φ1pαq ‰ 0, on va multiplier l’équation précédente par
pxk ´ αq´ε avec ε ą 0 pour obtenir

Φpxkq ´ Φpαq

pxk ´ αq1`ε
“ pxk ´ αq

´εΦ1
pξkq.

Or |x ´ α|´ε Ñ
xÑα

`8, et ϕ1pxq Ñ
xÑα

ϕ1pαq ‰ 0, ce qui entraine

lim
kÑ`8

|xk`1 ´ α|

|xk ´ α|1`ε
“ lim

kÑ`8
|xk ´ α|

´ε
|ϕ1

pξkq| “ `8.

Donc, @ε ą 0, la convergence n’est pas d’ordre 1 ` ε. Elle est donc d’ordre 1 (exactement).


