EXERCICE 5

Soient I < R un intervalle fermé, non vide, (par ex., avec a < b, [a,b], [a,+o[, | —0,a] ou R ) et & : I — [ une
application contractante.
Soit xg € I tel que ®(xzg) # zp. On considére la suite (zy)keny donnée par

Lyl = (I)(:Uk) Vk e IN. (P—l)

Q.1
Montrer que la suite (P-1)) est bien définie (xy existe pour tout k € IN).
®. D

La suite (1) e, est bien définie si la relation (P-1)) permet de définir complétement (et de maniére unique) ’'ensemble

des termes de la suite (x)gen, connaissant x.
Il faut donc vérifier que, Vk € IN, € I, car il faut pouvoir calculer ®(zy.).
C’est bien sur immeédiat par récurrence car ®(I) < I. On propose toutefois une démonstration:

e Initialisation: pour k£ = 0. Par hypothese, zg € I.

e Hérédité: on suppose zj € I, montrons que xp,q € I. Par définition, xj; = ®(x). Puisque par hypotheése,
O([)c I, onaxkqel.

On va démontrer que la suite (P-1]) est une suite de Cauchy.

Q. 2
a. Montrer que

Vke N, |zpi1 — k| < LF|zy — zo). (P-2)

b. Montrer que
VkeN, V>0, |vgs — Tppia1| < Loy, — zp-1]. (P-3)



c. En déduire que,
1—LP

1-L

Vke N, Vp > 2, |vp4p— 2k < L¥|z1 — o). (P-4)

®. 2
a. La fonction ® étant contractante sur I, on a, par définition:

AL e [0,1] t.q Y(z,y) e I?, [®(z)— D(y)| < Lz —yl.

On obtient alors
[Zp41 — 2| = |P(7g) — P(TR—1)| < Llzg — 2p—1]-

Par récurrence, on en déduit que la proposition suivante est vraie pour tout k € IN:
(Pr): lorrs — ox| < LF|ay — aol
k) 1Tk+1 — Tk| S L1 — Z0|-
On propose toutefois une démonstration:

e Initialisation: (Pp) est trivialement vraie.

e Hérédité: soit k € IN, on suppose que (Py) est vérifice. Montrons que (P, 1) est vraie. On a, en utilisant
(P-1)) et 'hypothése de contraction sur ®,

|Th2 — Tha1| = [P(Th41) — P(2p)| < Llzprr — zp-
Par hypothese de récurrence, on en déduit
[Tpro — Tpo1| < LLF|21 — mg
et donc (Py1) est vraie.

b. Soit k£ € IN. On va montrer, par récurrence la proposition

(Q) ¢ |opes — Tpsr-1] < LHap — xp_y

pour tout [ € IN.



e Initialisation: (Qp) est trivialement vraie.
e Héredité: soit [ € IN, on suppose que (Q;) est vérifice. Montrons que (Q;,1) est vraie.

Comme P est contractante, on a

[Thri41 — Trrt] = P (@k+1) — P(@hti-1)| < LlThtt — Tppi-1]-
En utilisant, 'hypothése de récurrence, on en déduit
l I+1
|Tht141 — Thyt| < LLwp — o] = LT |zg, — 2.
La proposition (Q;,1) est donc vraie.

e Conclusion: on démontré par récurrence que (Q;) est vraie pour tout [ € IN.

c. Soient ke N et p > 2. On a

p—1

| Zhrp — Tkl = [(Thap — Thip—1) T @hip1 — Thap—2) + - - + @pe1 — 3p)| = | D @hr141 — Tert)|-
=0

Par application répétée de I'inégalité triangulaire, on obtient

p—1
|Zh1p — T < 2 |Thri41 — Tt
=0

En utilisant (P-3)), on obtient alors

p—1 p—1
ks — okl < 3 Dawr — 7l = lopss — 24 Y L.
1=0 =0

La somme correspond alors & une somme partielle d'une série géométrique et donc

‘ ‘ < ! [p‘ |
T i z Tl|.
k+p kI~ 1 k+1 k

En utilisant (P-2)), on obtient alors (P-4)).



. Déduire de la question précédente que la suite (P-1) est une suite de Cauchy.
. Montrer que la suite (P-1)) converge vers un point five de ® a l'ordre 1 au moins.

. Montrer ['unicité du point fize.

.Ona0<L<1,etdonc L¥ - 0 quand k — +00. De (P-4)), on déduit alors que (xx)ren est une suite de
Cauchy.
On propose toutefois une démonstration détaillée.
Pour que (zj)ren soit une suite de Cauchy, il faut montrer que

Ve >0, IM e N, tel que Vke N, k> M, VYpe N, |z, — x| <€

Comme 0 < L < 1, on déduit de (P-4)) en utilisant (P-2)

1
[Tsp — 2| < ﬁLk\xl = 0

Soit € > 0, pour avoir |z, — 2| < €, il est suffisant d’avoir

1
ELk‘xl — SCO’ < €

c’est a dire, comme 1 — L > 0 et x1 = ®(xg) # ¢

(1 —L)e

Lk < )
|z1 — 20

La fonction In étant croissante strictement on obtient

(1 —L)e

In(LF) = k1In(L) < In
(L") (L) (m_xo’

).



Or In(L) < 0, ce qui donne

1 (1 - L)e
k > In :
In(L) (\xl = 330])
En prenant M € IN tel que
1 (1—-L)e
M > In (————
In(L) (|:151 — :1:0\)

alors

VkelN, k> M, Vpe N, |zpy,—xi| <e
. La suite (z)gen est une suite de Cauchy dans R espace complet donc elle converge dans R vers un point que
’on nomme S. De plus pour tout k, x; appartient a I fermé, donc sa limite S appartient aussi a [.

La fonction ® étant contractante sur I, elle est donc continue sur /. On a alors par continuité de o

klim O (zy) = D(B).
—-+a0

Comme xj 1 = ®(z1) on aussi

lim ®(xp) = lim xp, =0
k—+00 k—+o0

et donc [ est un point fixe de ®. L’existence d'un point fixe est donc établi.

On a donc
[Zke1 — Bl = [®(zx) — ®(B)| < Llzy — BI.

Comme 0 < L < 1, la convergence est au moins d’ordre 1.
. On suppose qu'il existe §1 et B2 dans [a, b] tels que ®(51) = [ et D(F2) = [2. Dans ce cas on a

181 — B2| = |®(B1) — (B2)| < L|B1 — Bal.

On en déduit
(1—-L)|p1 — B2 <0

Comme 1 — L > 0, on en déduit g1 = B, c’est a dire 'unicité du point fixe.






