
Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I
Résolution de systèmes linéaires

Méthodes itératives1

1 Exercices du cours

Exercice 1
Soit A une matrice inversible décomposée sous la forme A “ M ´ N avec M inversible. On pose

B “ M-1N et ccc “ M-1bbb.

Montrer que la suite définie par
xxxr0s P Kn et xxxrk`1s “ Bxxxrks ` ccc

converge vers x̄xx “ A-1bbb quelque soit xxxr0s si et seulement si ρpBq ă 1.

Exercice 2
Soit A P Mn,npCq une matrice hermitienne inversible décomposée en A “ M ´ N où M est inversible. On note
B “ I ´ M-1A.

Q. 1
Montrer que la matrice M˚ ` N est hermitienne.

On suppose maintenant que M˚ ` N est définie positive.

Q. 2
Soit xxx un vecteur quelconque de Cn et yyy “ Bxxx.

a. Montrer que
xxxx,Axxxy ´ xyyy,Ayyyy “

@

xxx,AM-1Axxx
D

`
@

M-1Axxx,Axxx
D

´
@

M-1Axxx,AM-1Axxx
D

(2.1)

et
xxx ´ yyy “ M-1Axxx. (2.2)

b. En déduire que
xxxx,Axxxy ´ xyyy,Ayyyy “ xpxxx ´ yyyq, pM˚ ` Nqpxxx ´ yyyqy . (2.3)

Q. 3
Montrer que si A est définie positive alors ρpBq ă 1.

On suppose ρpBq ă 1 et on va démontrer, par l’absurde, que A est définie positive.

Q. 4
On suppose qu’il existe xxxr0s P Cnzt0u tel que α0

def
“

@

xxxr0s,Axxxr0s
D

P Czs0,`8r. On défini alors les suites

@k P N˚, xxxrks “ Bxxxrk´1s et αk “

A

xxxrks,Axxxrks
E

.

a. Montrer que
lim

kÑ`8
xxxrks “ 0 et lim

kÑ`8
αk “ 0.

b. Montrer que α0 Ps ´ 8, 0s.

c. Démontrer par récurrence sur k P N˚ que

pPkq : xxxrks ‰ 000, xxxrks ´ xxxrk´1s ‰ 000, et 0 ě αk´1 ą αk.

d. Conclure.
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Exercice 3
Soit A P MnpRq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note ai,j la composante pi, jq

de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D représente la diagonale de A, ´E la
partie triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.
La méthode S.O.R. (successive over relaxation) est donnée par

x
rk`1s

i “
w

aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j

¸

` p1 ´ wqx
rks

i , @i P v1, nw

Q. 1
Déterminer la matrice d’itération B et le vecteur ccc tels que

xxxrk`1s “ Bxxxrks ` ccc

en fonction de D, E, F, et bbb.

Exercice 4
Soit A P MnpRq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note ai,j la composante pi, jq

de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D représente la diagonale de A, ´E la
partie triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.
La matrice d’itération de la méthode S.O.R., notée Lw, est donnée par

Lw “

ˆ

D
w

´ E

˙-1 ˆ

1 ´ w

w
D ` F

˙

. (4.1)

On pose L “ D-1E et U “ D-1F.

Q. 1
Montrer que

Lw “ pI ´ wLq
-1

pp1 ´ wqI ` wUq .

Q. 2
En déduire que

ρpLwq ě |w ´ 1|. (4.2)

Exercice 5
On note T P MnpCq la matrice tridiagonale

T “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 c1 0 . . . 0

b2 a2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . cn´1

0 . . . 0 bn an

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (5.1)

Q. 1
Soit µ P C˚. On note Qpµq P MnpCq la matrice diagonale de diagonale pµ, µ2, . . . , µnq.

a. Expliciter la matrice Tpµq
def
“ QpµqTQ-1pµq en fonction des coefficients tridiagonaux de la matrice T et de µ.

b. Déterminer detpTpµqq en fonction de detpTq.

Soit A P MnpRq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls. On note ai,j la composante pi, jq

de la matrice A. On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D représente la diagonale de A, ´E la
partie triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.
On note respectivement J def

“ D-1pE ` Fq et L1
def
“ pD ´ Eq

-1F les matrices d’itérations des méthodes de Jacobi et de
Gauss-Seidel.
Soit yyy P Rn. On souhaite résoudre le système Axxx “ yyy par la méthode de Gauss-Seidel ou par la méthode de Jacobi.
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On suppose dans la suite que la matrice inversible A P MnpRq s’écrit sous la forme

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

α1 ν1 0 . . . 0

β2 α2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . νn´1

0 . . . 0 βn αn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.2)

et que ses éléments diagonaux sont non nuls.

Q. 2
a. Montrer que les valeurs propres de J sont les racines du polynôme

qJpλq
def
“ detpλD ´ E ´ Fq.

b. En utilisant la question 1, montrer que qJpλq “ detpλD ´ λE ´ 1
λFq.

c. En déduire que si λ P C est valeur propre de J alors ´λ l’est aussi.

Q. 3
a. Montrer que les valeurs propres de L1 sont les racines du polynôme

qL1pλq
def
“ detpλD ´ λE ´ Fq.

b. En déduire que
@λ P C˚, qL1pλ2q “ λnqJpλq. (5.3)

Q. 4
a. Comparer les valeurs propres de J à celles de L1.

b. Une des deux méthodes est-elle à privilégier dans ce cas?

2 Exercice supplémentaire

Exercice 6
Soit A P MnpCq une matrice hermitienne définie positive et bbb P Cn.

Q. 1
Montrer les résultats suivant:

a. tous les éléments diagonaux de A sont dans R˚
`.

b. toutes les valeurs propres de A sont dans R˚
`.

c. A est inversible.

On note xxx la solution de Axxx “ bbb et on décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F où D “ diagpAq est la
matrice diagonale telle que, @i P v1, nw, Di,i “ Ai,i, E est triangulaire inférieure d’éléments diagonaux nuls, et, F est
triangulaire supérieure d’éléments diagonaux nuls.
On va étudier une méthode itérative pour la résolution du système linéaire Axxx “ bbb.
Soit xxx0 P Cn donné. On définit la suite pxxxkqkPN par, @k P N,

pD ´ Eqxxxk`1{2 “ Fxxxk ` bbb (6.1)
pD ´ Fqxxxk`1 “ Exxxk`1{2 ` bbb (6.2)
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Q. 2
a. Démontrer, en justifiant toutes les opérations utilisées, que le vecteur xxxk`1 peut s’écrire sous la forme

xxxk`1 “ Bxxxk ` ccc (6.3)

en déterminant le vecteur ccc et en montrant que

B “ pD ´ Fq
-1EpD ´ Eq

-1F.

b. Montrer que
xxxk`1 ´ xxx “ Bpxxxk ´ xxxq.

c. Montrer que
D-1 “ pD ´ Eq´1 ´ D-1EpD ´ Eq´1. (6.4)

Soit pλ,pppq un élément propre de la matrice B.

Q. 3
a. Montrer que

λAppp ` pλ ´ 1qED-1Fppp “ 0. (6.5)

b. En déduire que

λ “
xFppp,D-1Fpppy

xppp,Apppy ` xFppp,D-1Fpppy
P r0, 1r. (6.6)

c. En déduire la convergence xxxk vers xxx.

Q. 4
a. Ecrire une fonction algorithmique rD,E,Fs Ð DecomppAq retournant la décomposition de la matrice A en

A “ D ´ E ´ F.

b. Ecrire une fonction algorithmique RSLiter utilisant (6.1)-(6.2) pour approcher la solution du système linéaire
Axxx “ bbb. Pour celà on pourra utiliser les fonctions

‚ xxx Ð RSLtriinfpA, bbbq retourne la solution du système Axxx “ bbb où A est une matrice triangulaire inférieure
inversible,

‚ xxx Ð RSLtrisuppA, bbbq retourne la solution du système Axxx “ bbb où A est une matrice triangulaire supérieure
inversible.

En aucun cas, il ne faudra utiliser les matrices inverses...
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