
Analyse Numérique I
Résolution de systèmes non linéaires

Exercices supplémentaires

Exercice 1 : Méthode de Dichotomie
On suppose que la fonction f est continue sur ra, bs, vérifie fpaqfpbq ă 0 et qu’il existe un unique α Psa, br tel que
fpαq “ 0. On défini les trois suites pakqkPN, pbkqkPN et pxkqkPN par

‚ a0 “ a, b0 “ b et x0 “ a`b
2 ,

‚ @k P N,
$

’

&

’

%

ak`1 “ bk`1 “ xk si fpxkq “ 0,

ak`1 “ xk, bk`1 “ bk si fpbkqfpxkq ă 0,

ak`1 “ ak, bk`1 “ xk si fpakqfpxkq ă 0.

et
xk`1 “ pak`1 ` bk`1q{2.

Q. 1
a. Montrer que les suites pakq et pbkq convergent vers α.

b. En déduire que la suite pxkq converge vers α.

Q. 2
a. Montrer que pour tout k P N, |xk ´ α| ď b´a

2k`1 .

b. Soit ϵ ą 0. En déduire que si k ě
logp

b´a
ϵ q

logp2q
´ 1 alors |xk ´ α| ď ϵ.

Q. 3
[Algo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée Dichotomie, retournant une approximation de α avec une
précision de ϵ ainsi que le nombre d’itérations nécessaire.

Exercice 2

Soient I “ r0, π{2s et
"

Φ : I ÝÑ R

x ÞÝÑ sinpxq
. Soit x0 P Izt0u. Pour tout k P N, on pose

xk`1 “ Φpxkq.

Q. 1
a. Montrer que la suite pxkqkPN est bien définie.

b. Montrer que la suite converge vers α P I que l’on déterminera.

Q. 2
a. Montrer que

lim
kÑ`8

|xk`1 ´ α|

|xk ´ α|
“ 1.

b. La convergence est-elle linéaire? Justifier.

Exercice 3
Soient ra, bs un intervalle non vide de R et ϕ une fonction continue de ra, bs dans lui même (ϕpra, bsq Ă ra, bs). Soit
x0 P ra, bs. On considère la suite pxkqkPN donnée par

xk`1 “ ϕpxkq @k P N. (3.1)

Q. 1
Montrer que la suite (3.1) est bien définie (xk existe pour tout k P N).

Q. 2
Montrer que si la suite (3.1) converge, alors elle converge vers un point fixe de ϕ.
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Q. 3
Existence du point fixe : montrer qu’il existe α P ra, bs tel que ϕpαq “ α.

On suppose de plus que ϕ est contractante, c’est à dire que

DL P r0, 1r, tel que, @px, yq P ra, bs2, |ϕpxq ´ ϕpyq| ď L|x ´ y|.

Q. 4
a. Montrer que ϕ admet un unique point fixe α P ra, bs.

b. Montrer que la suite pxkqkPN converge vers α, pour toute donnée initiale x0 dans ra, bs.

Q. 5
[Algo]Écrire l’algorithme du point fixe (fonction PointFixe) permettant de résoudre l’équation ϕpxq “ x.

Exercice 4
Soient I Ă R un intervalle fermé, non vide, (par ex., avec a ă b, ra, bs, ra,`8r, s ´ 8, as ou R ) et Φ : I ÝÑ I une
application contractante.
Soit x0 P I. On considère la suite pxkqkPN donnée par

xk`1 “ Φpxkq @k P N. (4.1)

Q. 1
Montrer que la suite (4.1) est bien définie (xk existe pour tout k P N).

On va démontrer que la suite (4.1) est une suite de Cauchy.

Q. 2
a. Montrer que

@k P N, |xk`1 ´ xk| ď Lk|x1 ´ x0|. (4.2)

b. Montrer que
@k P N, @l ě 0, |xk`l ´ xk`l´1| ď Ll|xk ´ xk´1|. (4.3)

c. En déduire que,

@k P N, @p ě 2, |xk`p ´ xk| ď
1 ´ Lp

1 ´ L
Lk|x1 ´ x0|. (4.4)

Q. 3
a. Déduire de la question précédente que la suite (4.1) est une suite de Cauchy.

b. Montrer que la suite (4.1) converge vers un point fixe de Φ à l’ordre 1 au moins.

c. Montrer l’unicité du point fixe.

Exercice 5

Soit α P R, I “sα´, α`r un voisinage de α et ϕ P C1pIq. On suppose que α est un point fixe de ϕ tel que

|ϕ1pαq| ă 1.

Q. 1
a. Montrer qu’il existe δ ą 0 tel que pour tout x P V “ rα ´ δ, α ` δs, |ϕ1pxq| ă 1.

b. Montrer que ϕ est contractante sur V et que ϕpVq Ă V.

c. Citer précisemment le théorème du cours qui, à partir de Q. 1-a. et b,permet d’en déduire la convergence de
l’algorithme du point fixe vers α au moins à l’ordre 1.

Soit x0 P V et la suite pxkqkPN définie par l’algorithme du point fixe.

Q. 2
Montrer que, si x0 P Vztαu, alors

lim
kÑ`8

xk`1 ´ α

xk ´ α
“ ϕ1pαq. (5.1)
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Q. 3
Supposons maintenant que ϕ P C8pVq et que

@i P v1, pw, ϕpiqpαq “ 0.

a. Montrer que la méthode du point fixe est d’ordre p ` 1 au moins.

b. Montrer que, si x0 P Vztαu, alors

lim
kÑ`8

xk`1 ´ α

pxk ´ αqp`1
“

ϕpp`1qpαq

pp ` 1q!
. (5.2)

c. Que peut-on dire si ϕpp`1qpαq ‰ 0?

Exercice 6

Soit f une fonction de classe C1 sur ra, bs vérifiant fpaqfpbq ă 0. et λ “
fpbq´fpaq

b´a . Soit x0 P ra, bs donné. La suite
obtenue par la méthode de la corde est donnée par

xk`1 “ xk ´
fpxkq

λ
, @k P N.

On note Φpxq “ x ´
fpxq

λ .

Q. 1
Montrer que si pour tout x P ra, bs on a

minpλpx ´ aq, λpx ´ bqq ď fpxq ď maxpλpx ´ aq, λpx ´ bqq (6.1)

alors Φpra, bsq Ă ra, bs.

Q. 2
Montrer que si pour tout x P ra, bs on a

minp0, 2λq ă f 1pxq ă maxp0, 2λq (6.2)

alors |Φ1pxq| ă 1.

Q. 3
En déduire que sous les deux conditions précédentes la méthode de la corde converge vers l’unique solution α P ra, bs
de fpxq “ 0.

Exercice 7

En ´1700 av. J.-C., les babyloniens ne connaissaient que
les nombres rationnels (fractions) et ils utilisaient le sys-
tème sexagésimal (base 60). Pour approcher la valeur

?
2,

ils utilisaient comme approximation (voir tablette YBC
7289)

α “ 1 `
24

60
`

51

602
`

10

603
“

30547

21600

L’erreur commise est |α ´
?
2| « 5.994e ´ 7.

Q. 1
Comment feriez-vous pour trouver à la main une méthode permettant de trouver des nombres rationnels ap-
prochant

?
2.

Q. 2
Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de

?
a où a est un réel positif.

Q. 3
Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de n

?
a où a est un réel positif et n P N˚.
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Exercice 8
Q. 1

a. Soit ϕ une application définie sur ra, bs à valeurs réelles.

• A quelle(s) condition(s) a-t’on existence et unicité d’un point fixe α P ra, bs de Φ?

• Sous ces conditions, que peut-on dire de la suite xk`1 “ ϕpxkq, @k P N avec x0 P ra, bs?

b. [Algo] Ecrire une fonction algorithmique suitePtFixe retournant les pn ` 1q premiers éléments de la suite
des itérés de la méthode du point fixe pour une fonction ϕ (attention la fonction algorithmique est vraiment
différente de ce que l’on a vu en cours: l’objectif n’est pas le même!).

Soit f la fonction définie sur R par fpxq “ x2 ´ 10. On cherche à approcher la racine positive, notée α, de l’équation
fpxq “ 0 par une méthode de point fixe. On pose ϕωpxq “ x ´ ωfpxq, avec ω P R`˚.

Q. 2
On choisit ici, ω “ 1.

a. Montrer que α est un point fixe de ϕ1.

b. Démontrer le résultat intermédiaire suivant: soit g P C0pR;Rq, a P R et b P R`, alors

|gpaq| ą b ùñ Dδ ą 0, @x P ra ´ δ, a ` δs, |gpxq| ą b.

c. Démontrer qu’il existe δ ą 0, tel que

@x P rα ´ δ, α ` δsztαu, |ϕ1pxq ´ α| ą |x ´ α|.

d. Soit x0 P R, que peut-on dire de la convergence de la suite xk`1 “ ϕ1pxkq, @k P N?

on pose ϕωpxq “ x ´ ωfpxq, avec 0 ă ω ă 1.

Q. 3
Montrer que α est un point fixe de ϕω, pour tout ω ‰ 0.

Dans la suite, on choisit ω “ 1
8 et on pose xk`1 “ ϕ 1

8
pxkq, pour k P N.

Q. 4
a. En utilisant un théorème du cours que l’on citera précisemment, montrer que ϕ 1

8
a un unique point fixe α

dans r3, 4s et que la suite des itérés de l’algorithme du point fixe converge vers α, pour tout x0 dans r3, 4s.

b. Pour x0 suffisamment proche de α, la convergence est de quelle ordre exactement?.

On va montrer, par une autre preuve, les résultats de la question 4, sans utiliser le théorème général du cours. Cela
permettra aussi d’estimer précisément la vitesse de convergence de la méthode du point fixe appliquée à ϕ 1

8
.

Q. 5
Soit x0 P r3, 4s, x0 ‰ α.

a. Montrer que

@k P N, pxk`1 ´ αq “ pxk ´ αq

„

1 ´
1

8
pxk ` αq

ȷ

.

b. En utilisant a. et ϕ 1
8

pr3, 4sq Ă r3, 4s (à établir), montrer que

@k P N,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ´
1

8
pxk ` αq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
5 ´ α

8
.

c. En déduire que la suite pxkqkě0 converge vers α, et que la convergence est linéaire.

d. Montrer que

@k P N, |xk ´ α| ď

ˆ

5 ´ α

8

˙k

|x0 ´ α| .

e. En déduire que

@k P N, |xk ´ α| ď

ˆ

1

4

˙k

,

puis estimer le nombre d’itérations suffisant pour obtenir une valeur de α précise à ε ą 0 près.
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Q. 6
[Algo] Proposer un programme algorithmique permettant de calculer les 20 premiers termes de la suite des itérés
de l’algorithme du point fixe pour la fonction ϕ 1

8
. Toutes les données devront être initialisées.

Exercice 9
Q. 1

Citer précisement le théorème de convergence du point fixe dans R pour une application contractante.

On rappelle que, de manière générale, la suite des itérés pzkqkPN de la méthode de Newton pour la résolution de
l’équation gpxq “ 0 est

zk`1 “ zk ´
gpzkq

g1pzkq
, avec z0 donné.

Soit λ P R`˚, on définit la fonction fλ par
"

fλ : R ÝÑ R

x ÞÝÑ x2 ´ λ
.

On note pxkqkPN la suite des itérés de la méthode de Newton pour la résolution de l’équation fλpxq “ 0 pour x0

donné.

Q. 2
a. Expliciter la fonction Φ telle que xk`1 “ Φpxkq.

b. Etablir le tableau de variations de la fonction Φ.

c. En déduire que Φpxq ě
?
λ, @x Ps0,`8r.

d. Montrer que l’application Φ est contractante sur r
?
λ,`8r.

Q. 3
Soit x0 P r

?
λ,`8r.

a. Montrer que la suite pxkqkě1 est bien définie

b. En déduire que cette suite converge vers
?
λ.

Q. 4
Soit x0 P r

?
λ,`8r. on note ek “ xk ´

?
λ, @k P N.

a. Montrer que

ek`1 “
e2k
2xk

. (9.1)

b. En déduire l’ordre de convergence de la suite (en justifiant!)

Q. 5
Que peut-on dire de la suite pxkqkě1, si x0 Ps0,

?
λr? Justifier.

Exercice 10
Soit B un espace de Banach et U Ă B un sous-ensemble fermé. On suppose que ΦΦΦ : U ÝÑ U est une application
contractante. Soit xxxr0s P U. On note pxxxrksqkPN, la suite récurrente donnée par

@k P N, xxxrk`1s “ ϕϕϕpxxxrksq. (10.1)

Q. 1
Montrer que la suite (10.1) est bien définie (xk existe pour tout k P N).

On va démontrer que la suite (10.1) est une suite de Cauchy.

Q. 2
a. Montrer que

@k P N,
›

›

›
xxxrk`1s ´ xxxrks

›

›

›
ď Lk

›

›

›
xxxr1s ´ xxxr0s

›

›

›
. (10.2)

b. Montrer que
@k P N, @l ě 0, }xk`l ´ xk`l´1} ď Ll

›

›

›
xxxrks ´ xxxrk´1s

›

›

›
. (10.3)

c. En déduire que,

@k P N, @p ě 2,
›

›

›
xxxrk`ps ´ xxxrks

›

›

›
ď

1 ´ Lp

1 ´ L
Lk

›

›

›
xxxr1s ´ xxxr0s

›

›

›
. (10.4)
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Q. 3
a. Déduire de la question précédente que la suite (10.1) est une suite de Cauchy.

b. Montrer que la suite (10.1) converge vers un point fixe de Φ à l’ordre 1 au moins.

c. Montrer l’unicité du point fixe.
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