Analyse Numérique I
Résolution de systémes non linéaires

Exercices supplémentaires

J

EXERCICE 1 : Méthode de Dichotomie

On suppose que la fonction f est continue sur [a,b], vérifie f(a)f(b) < 0 et qu’il existe un unique « €]a, b[ tel que

f(a) = 0. On défini les trois suites (ax)ken, (br)ren €t (Tk)ren par

e ag=a,by=>bet xg= “;’b,
e Vke N,
apy1 = bpy1 = Ty, si f(zx) =0,
A1 = Ty b1 = br  si f(bg)f(zr) <O,
aps1 = Qk, by = x  si f(ax)f(zr) <O.
et

Try1 = (apyr + bry1)/2.

.1
a. Montrer que les suites (ay) et (by) convergent vers a.

b. En déduire que la suite (xy) converge vers .

.2
b—a
DL

a. Montrer que pour tout k € N, |z — o <

b—a
b. Soit € > 0. En déduire que si k > loli(gé)) —1 alors |z — a] <e.

[Algo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée Dichotomie, retournant une approximation de « avec une

précision de € ainsi que le nombre d’itérations nécessaire.

EXERCICE 2

I — R
x +— sin(x)

Soient I = [0,7/2] et { ®

T4+1 = fI)(xk)

.1
a. Montrer que la suite (zy)ren est bien définie.

b. Montrer que la suite converge vers o € I que l’on déterminera.

.2
a. Montrer que
. |1 — af
lim ———

= 1.
k—+oo |z — o

b. La convergence est-elle linéaire? Justifier.

EXERCICE 3

. Soit xg € I\{0}. Pour tout k € IN, on pose

Soient [a,b] un intervalle non vide de R et ¢ une fonction continue de [a, b] dans lui méme (¢([a,b]) < [a,b]). Soit

xo € [a,b]. On considére la suite (zj)ken donnée par

Tht+1 = ¢(I‘k) Vk e IN.

Q.1

Montrer que la suite (3.1)) est bien définie (x) existe pour tout k € IN).

Q.2

Montrer que si la suite (3.1) converge, alors elle converge vers un point fize de ¢.

(3.1)



Q.3
Ezistence du point fize : montrer qu’il existe o € [a,b] tel que ¢(a) = .

On suppose de plus que ¢ est contractante, c’est a dire que

3L € [0, 1], tel que, Y(z,y) € [a, 0], [¢(z) — 6(y)| < Llz —y].

a. Montrer que ¢ admet un unique point fire a € [a, b].
b. Montrer que la suite (x)renw converge vers «, pour toute donnée initiale xog dans [a,b].

Q.5 3
[Algo] Ecrire ’algorithme du point fixe (fonction PointFixe) permettant de résoudre léquation ¢(x) = x.

EXERCICE 4

Soient I < R un intervalle fermé, non vide, (par ex., avec a < b, [a,b], [a,+0[, | —0,a] ou R ) et ® : I —> I une
application contractante.
Soit g € I. On consideére la suite (2)gew donnée par

41 = P(ay) Vk e IN. (4.1)

Q.1
Montrer que la suite (4.1)) est bien définie (x) existe pour tout k € IN).

On va démontrer que la suite (4.1]) est une suite de Cauchy.

Q. 2
a. Montrer que
Vk e ]N, |(Ek+1 — fEk| < Lk|1'1 — ZL’0|. (42)
b. Montrer que
VYke NN, VI =0, |5L'k+l — -Tk+l—1‘ < Ll|xk — :Ck_1|. (4.3)
c. En déduire que,
1-Lr .
VkelN, Vp =2, |zpgp— x| < T LL |z1 — xo]. (4.4)
Q.3

a. Déduire de la question précédente que la suite (4.1) est une suite de Cauchy.
b. Montrer que la suite (4.1)) converge vers un point fixze de ® a l’ordre 1 au moins.

c. Montrer l'unicité du point fize.

EXERCICE 5

Soit a € R, I =]a_,a[ un voisinage de a et ¢ € C'(I). On suppose que « est un point fixe de ¢ tel que

¢ (a) < 1.

a. Montrer qu’il existe § > 0 tel que pour tout x €V = [a — §,a + ¢], |¢'(x)] < 1.
b. Montrer que ¢ est contractante surV et que ¢(V) < V.

c. Citer précisemment le théoréme du cours qui, a partir de Q. 1{d. et[fpermet d’en déduire la convergence de
Ualgorithme du point fixe vers a au moins a 'ordre 1.

Soit zg € V et la suite (xy)ren définie par algorithme du point fixe.

Q. 2
Montrer que, si zo € V\{a}, alors

. Te+1 —
lim ———
k—+0 T — Q

= ¢'(). (5.1)



Q.

3
Supposons maintenant que ¢ € C* (V) et que

Vie[1,p], ¢%(a)=0.
a. Montrer que la méthode du point fixe est d’ordre p + 1 au moins.

b. Montrer que, si xg € V\{a}, alors

lim R+l T ()

k—+o0 (T —a)Ptl — (p+ 1) (5:2)

c. Que peut-on dire si ¢ (a) # 07

EXERCICE 6

Soit f une fonction de classe C! sur [a,b] vérifiant f(a)f(b) < 0. et A = W. Soit x € [a,b] donné. La suite
obtenue par la méthode de la corde est donnée par

Q.1

Q.2

Tk4+1 = Tk — f(ik), Vk e IN.
f(z
On note ®(z) =z — %
Montrer que si pour tout x € [a,b] on a
min(A(z — a), A(z — b)) < f(x) < max(A(x — a), A(x — b)) (6.1)
alors ®([a,b]) < [a,b].
Montrer que si pour tout x € [a,b] on a
min(0,2)\) < f'(z) < max(0, 2)) (6.2)

alors |®'(z)] < 1.

Q.3

En déduire que sous les deux conditions précédentes la méthode de la corde converge vers l'unique solution « € [a, ]
de f(x) = 0.

EXERCICE 7

En —1700 av. J.-C., les babyloniens ne connaissaient que
les nombres rationnels (fractions) et ils utilisaient le sys-
téme sexagésimal (base 60). Pour approcher la valeur v/2,
ils utilisaient comme approximation (voir tablette YBC
7289)

24 51 10 30547

60 602 60 21600

L’erreur commise est |a — /2| ~ 5.994e — 7.

Comment feriez-vous pour trouver a la main une méthode permettant de trouver des nombres rationnels ap-
prochant V2.

Q. 2

Généraliser la méthode pour trouver une approzimation rationnelle de \/a ot a est un réel positif.

Q.3

Généraliser la méthode pour trouver une approzimation rationnelle de 3/a ot a est un réel positif et n € IN*.



EXERCICE 8

a. Soit ¢ une application définie sur [a,b] a valeurs réelles.

o A quelle(s) condition(s) a-t’on existence et unicité d’un point fixe o € [a,b] de &2

o Sous ces conditions, que peut-on dire de la suite xj11 = ¢(xr), Vk € N avec xg € [a, b]?

b. [Algo| Ecrire une fonction algorithmique suitePtFixe retournant les (n + 1) premiers éléments de la suite
des itérés de la méthode du point fixe pour une fonction ¢ (attention la fonction algorithmique est vraiment
différente de ce que l'on a vu en cours: lobjectif n’est pas le méme!).

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 22 — 10. On cherche & approcher la racine positive, notée «, de I’équation
f(z) = 0 par une méthode de point fixe. On pose ¢, (z) = z — wf(x), avec w € RT*,

Q. 2 S
On choisit ici, w = 1.

a. Montrer que a est un point fixe de ¢1.

b. Démontrer le résultat intermédiaire suivant: soit g€ CO(R;R), a € R et be R*, alors

lg(a)] >b = 30 >0, Ve e[a—4d,a+d], |g(x) > b

c. Démontrer qu’il existe § > 0, tel que

Ve e [a—d,a+d\{a}, |o1(z)—qa|>|z—aqal

d. Soit xg € R, que peut-on dire de la convergence de la suite xpr1 = ¢1(xg), Yk e N?

on pose ¢, (x) =z —wf(x), avec 0 <w < 1.

Q.3
Montrer que « est un point fixe de ¢, pour tout w # 0.

Dans la suite, on choisit w = % et on pose Tpy1 = d’é (zk), pour k € IN.
Q. 4 . : : : :
a. En utilisant un théoréme du cours que l’on citera précisemment, montrer que ¢ 1 G un unique point fize o
dans [3,4] et que la suite des itérés de l’algorithme du point fixe converge vers a, pour tout xo dans [3,4].
b. Pour xq suffisamment proche de «, la convergence est de quelle ordre exactement?.
On va montrer, par une autre preuve, les résultats de la question [4 sans utiliser le théoréme général du cours. Cela
permettra aussi d’estimer précisément la vitesse de convergence de la méthode du point fixe appliquée a ¢ L.
Q.5
Soit xg € [3,4], ¢ # .

a. Montrer que

VkeN, (zp11—a)=(zp—a) [lé(szra)].

b. En utilisant @ et ¢1([3,4]) < [3,4] (a établir), montrer que

5—a

<
8

1
Vk e N, ‘1—8(1‘k+a)

c. En déduire que la suite (x)p=0 converge vers «, et que la convergence est linéaire.

d. Montrer que

5—a\”
Vk e N, |xk—a|<< 3 ) |xo — .

e. En déduire que

N\ F
Vk e N, xk—a<(4> )

puis estimer le nombre d’itérations suffisant pour obtenir une valeur de o précise a € > 0 preés.



[Algo| Proposer un programme algorithmique permettant de calculer les 20 premiers termes de la suite des itérés
de l'algorithme du point fixe pour la fonction d)%. Toutes les données devront étre initialisées.

EXERCICE 9

Q.1
Cliter précisement le théoréme de convergence du point fixe dans R pour une application contractante.

On rappelle que, de maniére générale, la suite des itérés (zx)renw de la méthode de Newton pour la résolution de
Péquation g(z) = 0 est
9(zk)

g (2k)’

Zka1 = 2k — avec zg donné.
Soit A € R™*, on définit la fonction f) par
{ Hh + R — R

On note (xk)ken la suite des itérés de la méthode de Newton pour la résolution de l'équation fy(z) = 0 pour zg
donné.

37 a. Expliciter la fonction ® telle que xi11 = P(zy).

b. Etablir le tableau de variations de la fonction ®.

c. En déduire que ®(z) = V), Y €]0, +oo.

d. Montrer que ’application ® est contractante sur [\5, +ool.
Q.3

Soit z¢ € [V, +o0].
a. Montrer que la suite (zy)k=1 est bien définie

b. En déduire que cette suite converge vers /.

Q. 4
Soit xg € [\f/\, +o[. on note ey, = x), — VA, Vk e IN.

a. Montrer que

62

k
= —, 9.1
€k+1 2% ( )

b. En déduire l’ordre de convergence de la suite (en justifiant!)
Q.5
Que peut-on dire de la suite (x1)p=1, si o €]0, VA[? Justifier.

EXERCICE 10

Soit B un espace de Banach et U < B un sous-ensemble fermé. On suppose que ® : U — U est une application
contractante. Soit z[% € U. On note (.’L'[k]) kelN, la suite récurrente donnée par

Vke N, zlF+t — p(zltl). (10.1)

Q.1
Montrer que la suite (10.1)) est bien définie (xy, existe pour tout k € IN).

On va démontrer que la suite (10.1)) est une suite de Cauchy.

Q. 2

a. Montrer que

Vk e N, Ha:[k“] - :z:[k]H < LF me —zlo H : (10.2)
b. Montrer que

VEEN, VI >0, |zpet— psi] < L! H.’z:[k] g1l H . (10.3)

c. En déduire que,
_Lp
VkeNN, Vp =2, Hx[k“’] —gl¥ H < %Lk Hx[” — gl0] H . (10.4)



.3

a. Déduire de la question précédente que la suite (10.1) est une suite de Cauchy.
b. Montrer que la suite (10.1) converge vers un point fize de ® a l'ordre 1 au moins.

c. Montrer l"unicité du point fize.



