Analyse Numérique I
Résolution de systémes non linéaires
Exercices supplémentaires

J

EXERCICE 1 : Méthode de Dichotomie

On suppose que la fonction f est continue sur [a,b], vérifie f(a)f(b) < 0 et qu’il existe un unique « €la,b[ tel que
f(a) = 0. On défini les trois suites (ax)ken, (bk)ken €t (Tx)ren par

. aO:a,bozbetxoz%ﬂ’,
e Vk e N,
Ap+1 = bk+1 = Tk si f(xk) = 0,
apy1 = Tk, bpyr = b si f(bg) f(zr) <O,
Q41 = Ak, bk+1 = Tk si f(ak)f(:ck) < 0.
et

T4+1 = (ak+1 + bk+1)/2.

Q.1
a. Montrer que les suites (ay) et (by) convergent vers a.
b. En déduire que la suite (xy) converge vers a.
R. 1
a. Supposons qu'il existe k € IN tel que f(xg) = 0, (i.e. x5 = « car xy € [a,b]) alors par construction agi; = byi; =
Tk = « pour tout i € IN*. Ceci assure la convergence des 3 suites vers a.
Supposons maintenant que Vk € IN, f(xz) # 0. Par construction, nous avons ap < ax+1 < b, a < bry1 < by et
ay, < by. La suite (ay) est convergente car elle est croissante et majorée. La suite (by) est décroissante et minorée :
elle est donc convergente. De plus 0 < by — ap < b’“_r% et donc 0 < by, — ap < 1)2%“ On en déduit que les suites
(ar) et (br) ont méme limite. Comme par construction, Vk € IN, « € [ay, bi| ceci entraine que « est la limite de ces
2 suites.
b. Par construction, Vk € IN,, ar < xp < bg. D’aprés le théoréme des gendarmes, les suites (ay) et (bg) convergeant
vers «, on obtient la convergence de la suite (xy) vers a.
Q.2
a. Montrer que pour tout k € N, |z, — o < ;’k_—ﬁ.
. L. . log(%=2)
b. Soit € > 0. En déduire que si k > Tog(2) — 1 alors |z — o] < e.
R. 2
a. OnaVke NN, x; = % et ap < a < b, dou |z — af < WT‘““ Ce qui donne
b—a
|Ik; — Oé| < W

b. Pour avoir |z — a < e, il suffit d’avoir Qb,:—fl < ¢, et la fonction log étant croissante on obtient

log(2=%)

log(2)

[Algo] Ecrire une fonction algorithmique, nommeée Dichotomie, retournant une approzimation de a avec une précision de
€ ainsi que le nombre d’itérations nécessaire.

Voici un exemple d’une telle fonction (existence mais non unicité de racines)



Algorithme 1 Méthode de dichotomie pour la recherche d’une racine o de f

Données : a, b : deuxréelsa <b,
f o fec(a,bliR) et f(a)f(b) <0
eps : un réel strictement positif.
Résultat : = : un réel tel que |z — a| < eps.
iter . nombre d’itérations nécesssaire.

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:

Fonction [z, iter] < Dichotomie( f,a,b,eps )

A, BeR
A<—a, B<—b, x <« (a+)/2
tter <0
Tantque |z — A| > eps faire
Si f(z) == 0 alors
A—zxz, Bz

Sinon Si f(B)f(z) < 0 alors

A—zx > B inchangé
Sinon

Bz > A inchangé
Fin Si
x <« (A+ B)/2

iter «— iter + 1
Fin Tantque

16: Fin Fonction

EXERCICE 2

® 1)

Soient I = [0,7/2] et { ®

I — R

v — sin(z) Soit zg € I\{0}. Pour tout k € IN, on pose

T4+1 = (I)(;Ek)

a. Montrer que la suite (zy)ren est bien définie.

b. Montrer que la suite converge vers a € I que l’on déterminera.

a. Pour cela, il suffit de démontrer par récurrence sur k que xx € I.

e Initialisation: x( € I, par hypothése.
e Heérédité: Soit k € IN*. On suppose zy € I, et on peut donc calculer f(xy) et définir x5 = ®(zy).
Or, sur Ry, on a sin(z) < z, (étudier g(z) = = — sin(x) ...). Comme z € I et que sin(x) > 0,Vx € I, on
obtient
0 < xpaq =sin(zy) < ap

et donc xpyq € 1.

. On a vu que la suite était décroissante (zxp41 < xx) et minorée par 0: elle est donc convergente. Notons a € R sa

limite.
On a, Vk € IN, zy € I, un fermé borné de R, donc a € 1.

Comme ® est continue sur I, on a
lim ®(zy) = ®( lim ;) = f(a)

k—+0o0 k—+0o0
De plus, on a
Jim, 20 =l zen =
et donc a € I est un point fixe de ®.
En posant g(z) = z — ®(x), on a g(0) = 0 et, Yo € I\0, ¢'(x) = 1 — cos(x) > 0 c’est a dire g(x) > 0: la seule racine
de g dans I est donc 0 et c¢’est alors 'unique point fixe de ®, i.e. a = 0.



a. Montrer que
[Tk 11 — af .
k-t |z — @

b. La convergence est-elle linéaire? Justifier.

a. Comme zg € I\{0}, ar une simple récurrence, on peut montrer que
Vke IN*, 0<ay < 1.
Soit k € N. Comme ® € C!, on a, en utilisant la formule de Taylor-Lagrange,
&k €] min(a, zp), max(a, zp)[, P(xk) = P(a) + (z1 — )P’ (&)

On obtient donc
() — P(a) = Tpy1 — o = (zp — )P (&)

Comme zp, — « # 0, on en déduit
[Tk 1 —
7k — q

= (&)
Or xj, converge vers a et & €] min(a, xy), max(«, x)[ entraine & L
— 400

La fonction ®’ étant continue, un passage a limite donne

. |-75k+1 - a' . / /
lim ———— = lim & = = 0) =1.
D o o] T DR, T 8 = ) = eos0)

b. La convergence n’est pas linéaire car il aurait fallu démontrer I'existence de p €]0, 1] telle que

‘$k+1 - 04‘

k-t |z — e

La convergence est donc sous-linéaire.

EXERCICE 3

Lo

Q.1

@)

Soient [a,b] un intervalle non vide de R et ¢ une fonction continue de [a,b] dans lui méme (¢([a,b]) < [a,b]). Soit
€ [a,b]. On considére la suite (zj)ren donnée par

Th+1 = (b(l‘k) Vk € IN. (3.1)

Montrer que la suite (3.1) est bien définie (x) existe pour tout k € IN).

La suite (z))ren, est bien définie si la relation (3.1) permet de définir complétement (et de maniére unique) ’ensemble
des termes de la suite (z1)ren, connaissant .

Dans le cas présent, il faut s’assurer que zy € [a,b] pour tout entier k car la fonction ¢ n’est par hypothése définie que
sur [a,b]. En effet, si x; n’appartient pas a l'intervalle [a,b], alors on ne peut pas définir xp;1 puisque ¢(xy) n’existe
pas.

Nous montrons ce résultat pas récurrence :
- Initialisation pour k& = 0. Par hypothése, z¢ € [a, b].

- Héredité: nous supposons que zj, € [a,b] et nous allons montrer que z,1 € [a,b]. Par définition, z11 = ¢(ay).
Puisque par hypotheése, ¢([a,b]) < [a,b], on en déduit immédiatement que zx11 € [a, b].

[ Remarque. hypothése importante : ¢([a,b]) < [a,b]. ]




Q.2

Montrer que si la suite (3.1]) converge, alors elle converge vers un point fixe de ¢.

@2

Q.3

Supposons que la suite (zj)ren converge vers une limite notée T. T € [a, b] car [a, b] est un intervalle fermé. Par ailleurs,
en utilisant la continuité de ¢, on a

li = ¢(T).
Jm o(er) = ¢(2)
Par les théoréme de comparaison des limites et la relation (3.1)), on a:

()

T = = lim ¢(xp) = o(T).

k—+0

lim xp1” =
k—+w

Ainsi T = ¢(z) et donc T est un point fixe de ¢.

[ Remarque. hypothéses importantes : [a,b] est fermé et ¢ est continue sur [a,b].

Ezistence du point fize : montrer qu’il existe o € [a,b] tel que ¢(a) = .

®. 3)

On consideére la fonction g définie par g(z) = ¢(z) — . Comme ¢([a,b]) < [a, b],
gla) =¢(a) —a=>a—a=0.

De maniére similaire,
g(b) =o(b) —b<b—-b<0.

Puisque ¢ est continue sur [a, b], le théoréme des valeurs intermédiaires (ou Bolzano) (sur [a,b], ¢ prend toutes les valeurs
entre ¢(a)et (b)) garantit 'existence d’un nombre « € [a, b] tel que g(a) = 0. Or
0=yg(a) = ¢(a) — o,

donc a est un point fixe de ¢.

Remarque. L’hypothése de continuité de ¢ est cruciale. Le résultat est faux si ¢ n’est pas continue.
On peut par exemple considérer la fonction ¢g : [—1,1] — [—1,1] telle que ¢o(z) = 3 si —1 <z <0, et o(z) = —3
si 0 <ax <1, qui nadmet pas de point five sur [—1,1] (voir Figure .
1.0 -
—y=¢o(z) e
—y=z L
-1.0 -05 e 0.5 1.0
-0.5
-1.01
Figure 1: Graphe représentatif de la fonction ¢ et de la droite y = =

On pourra aussi remarquer qu’il n’y a pas forcément unicité du point fize. En effet, la fonction ¢ définie par
¢(z) = x, VY € [a,b] est continue de [a,b] dans [a,b] et admet une infinité de points fizes.




Q.5

®5)

On suppose de plus que ¢ est contractante, c’est a dire que

iLe [Oa 1[7 tel que, V(x,y) € [a7b]2a |¢(.’IJ) - ¢(y>| < L|.’E - y|

. Montrer que ¢ admet un unique point fize « € [a, b].

. Montrer que la suite (zy)rew converge vers «, pour toute donnée initiale xo dans [a,b].

. Nous utilisons une démarche classique pour montrer I'unicité. Nous supposons que la fonction ¢ admet deux points

fixes a1 et s (a1 = P(a1) et as = @P(an)) et nous allons montrer que a; = ay. En utilisant le fait que ¢ est
contractante, on a

lar — az| = [p(a1) — ¢p(az)| < Llon — aal.
ce qui peut étre réécrit comme

(1 — L)|041 — 062‘ < 0. (R31)

Comme (1 — L) > 0, 'inégalité¢ (R3.1)) implique |3 — az| < 0 et donc a3 = ag. La fonction ¢ a donc au plus un
point fixe.

. On a montré, dans les questions précédentes, que la fonction ¢ admet un unique point fixe « € [a, b]. Alors, pour

tout k € N,
|[Tk1 — af = [d(zx) — ()| < Llzy — o,

si bien que, par récurrence, on peut montrer que
|ty — o < LFlzg —al, VYkeNN.

Comme L < 1, klim LF = 0 et donc le terme de droite de 'inégalité précédente tend vers 0. Par le théoréme de
—+®0

comparaison des limites,
lim |zx —al=0.
k—+00

[Algo] Ecrire I’algorithme du point fize (fonction PointFixe) permettant de résoudre 'équation ¢(x) = .

On écrit ci-dessous l'algorithme du point fixe, en supposant que 1’on recherche un point fixe non nul.

Algorithme 2 Fonction PointFixe : résout ¢(z) = x par la méthode du point fixe

Données : ¢ : fonction de R dans R

xo : nombre réel, (donnée initiale)
tol : nombre réel strictement positif (tolérance)
kmax : nombre entier supérieur ou égal a 1 (nombre maximal d’itérations)

Résultat : x : un réel tel que lé@)=z] 4]

|z]|+1

: Fonction x < PointFixe(¢, xq, tol, kmax)

k<1
T« ¢(z0)
T ‘Irw_lfg‘ > résidu a litération 1
Tantque r > tol et k < k., faire
To < T

z — ¢(xo)

> résidu a litération k+1

Fin Tantque

: Fin Fonction

EXERCICE 4




Soient I < R un intervalle fermé, non vide, (par ex., avec a < b, [a,b], [a,+®[, | —®0,a] ou R ) et ® : I — I une
application contractante.
Soit xg € I. On considére la suite (zx)ren donnée par

Tpy1 = Payg) Vk e IN. (4.1)

Q.1
Montrer que la suite (4.1)) est bien définie (xy existe pour tout k € IN).

&1

La suite (zj)ren, est bien définie si la relation permet de définir complétement (et de maniére unique) l’ensemble
des termes de la suite (z1)ren, connaissant .

Il faut donc vérifier que, Vk € IN, xy € I, car il faut pouvoir calculer ®(x) et que ® est définie sur I.

C’est bien sur immédiat par récurrence car ®(I) c I. On propose toutefois une démonstration:

e Initialisation: pour k = 0. Par hypothése, xg € I.

e Hérédité: on suppose zj € I, montrons que zp41 € I. Par définition, xx11 = P(xx). Puisque par hypotheése,
O(I)cI,onax,y el

On va démontrer que la suite (4.1]) est une suite de Cauchy.

Q.2
a. Montrer que
VEe N, |zpy1 — xx] < LF|zy — 2ol (4.2)
b. Montrer que
VEeN, VI >0, |whe— ppio1| < LYog — zpl. (4.3)
c. En déduire que,
1-L?
VkelN, Vp =2, |zpqp— x| < 1 LL |x1 — 0. (4.4)
R. 2

a. La fonction ® étant contractante sur I, on a, par définition:
SLe[0,1] ta Y(o,y)e 12, |®(x) - @(y)| < Lz — yl.

On obtient alors
|Tk+1 — k| = [@(z) — P(2h—1)| < Llzg — zp—1]-

Par récurrence, on en déduit que la proposition suivante est vraie pour tout k € IN:
. k
(Pk) : ‘Ik+17£€k| <L |£ZJ1*£L'0‘.
On propose toutefois une démonstration:

e Initialisation: (Py) est trivialement vraie.

e Hérédité: soit k € IN, on suppose que (Py) est vérifice. Montrons que (Pg41) est vraie. On a, en utilisant (4.1))
et I’hypothése de contraction sur @,

[Trr2 = Tir1] = |[R(zrr1) — P(ak)| < Llwgsr — xl-
Par hypothése de récurrence, on en déduit
|Zhto — Thea| < LLF|2 — 20
et donc (Pr1) est vraie.

b. Soient ke Net p>2. On a

p—1
|@htp = 2| = [(@htp = Thip—1) + (@hip-1 = Thip-2) + oo+ (@1 — ap)| = | D (@hris1 — 2ppr)].
=0

Par application répétée de I'inégalité triangulaire, on obtient

p—1

|Thyp — 2] < Z |Thti+1 — Thpt
1=0




En utilisant , on obtient alors

p—1 p—1
|Thyp — k| < 2 LHapry — zp] = |2pp1 — ] 2 L'
1=0 =0

La somme correspond alors & une somme partielle d’une série géométrique et donc

1—-LP
ﬁ|$k+1 — Zk-

[whp — 2k < 5

En utilisant (4.2), on obtient alors (£.4)).

. Déduire de la question précédente que la suite (4.1) est une suite de Cauchy.
. Montrer que la suite (4.1)) converge vers un point fize de ® a l'ordre 1 au moins.

. Montrer lunicité du point fize.

.Ona0<L<1,etdonc L*¥ — 0 quand k — +c0. De ([&.4)), on déduit alors que (z}) est une suite de Cauchy.

On propose toutefois une démonstration détaillée.
Pour que (z) soit une suite de Cauchy, il faut montrer que

Ve>0, IM e N, tel que Vke N, k= M, Vpe N, |zpq, — x| <e

Comme 0 < L <1, 0n a

1
|£L‘k+p —:Ek‘ < ﬁLkml —(Eo‘

Soit € > 0, pour avoir |zx4, — x| < €, il est suffisant d’avoir
1
—— Ik T — X0 <€
T L |

c’est a dire, comme 1 — L > 0,
Lk < w
|21 — o

La fonction In étant croissante strictement on obtient

1—1L)e
In(L¥) = k(L) < In (222,
(14) = kIn(z) < 1n (=)
Or In(L) < 0, ce qui donne
1 (1—1L)e
k> In .
IH(L) (‘.131 —.170‘>
En prenant M € N tel que
1 (1—-1L)e
M > In
@) " or = o]

alors
VkeN, k=M, Vpe NN, |xpt, — k| <e.

. La suite (x) est une suite de Cauchy dans R espace complet donc elle converge dans R vers un point que 'on

nomme (. De plus pour tout k, x; appartient a I fermé, donc sa limite 8 appartient aussi a 1.
La fonction ® étant contractante sur I, elle est donc continue sur I. On a alors par continuité de ®

lim ®(x) = ®(H).

k—+00

Comme 41 = ®(z)) on aussi
kEI}rloc d(zy) = kll){lrloo Tpy1 =3
et donc S est un point fixe de ®. L’existence d’un point fixe est donc établi.
On a donc
[Tr1 — Bl = |®(xx) — 2(B)| < Llxx) — Bl

Comme 0 < L < 1, la convergence est au moins d’ordre 1.



c. On suppose qu'il existe 81 et B2 dans [a, b] tels que ®(B1) = B et P(F3) = B2. Dans ce cas on a

|81 — Ba| = [®(B1) — ®(B2)| < L|B1 — Bal-

On en déduit
(1—=L)|f1—B2| <0

Comme 1 — L > 0, on en déduit 8y = S, c’est a dire 'unicité du point fixe.

EXERCICE 5

Soit a € R, I =]a_,a[ un voisinage de « et ¢ € C1(I). On suppose que « est un point fixe de ¢ tel que

|¢/(a)| < 1.

a. Montrer qu’il existe § > 0 tel que pour tout x €V = [ — §,a + ¢], |¢'(x)] < 1.
b. Montrer que ¢ est contractante sur V et que ¢(V) < V.

c. Citer précisemment le théoreme du cours qui, a partir de Q.1]d et [Jpermet d’en déduire la convergence de
Ualgorithme du point fixe vers a au moins a ordre 1.

o

. Puisque ¢’ est continue et que |¢'(a)| < 1, il existe § > 0 et un intervalle fermé V = [ — 6, + §] CJa—, ay [ tels
que pour tout z € V, |¢'(z)| < 1.
On propose ici une démonstration de ce résultat.

o Comme ¢’ est continue en o, on a
Ve >0, 38 > 0 tel que Vz € I, <$c —a|<B= |¢(z)—¢(a)| < 5).

On note M = ¢'(«) et on prend € = 1 — |M| qui est strictement positif car 0 = |M| = |¢/(a)| < 1. Dans ce
cas, il existe > 0 tel que Ja — B,a + B[c I et

Veel, (|x—a|<ﬁ=> |¢’(m)—M|<1—|M>.

Soit x € I tel que |z — a] < B, c’est a dire = €]a — B, + S, alors on a
¢/(@) — M| <1— M| & —1+|M| < ¢/(@)~ M <1 |M]
< —1+M+|M|<¢(x)<1+M-—|M|
Comme —|M| < M < |M|,ona M+ |M|>0et M — |M| <0, ce qui entraine
¢/ (x) — M| <1—|M|= —-1<¢(z)<1.

On a donc,

Vo ela— o+ B[, ¢/ ()] < 1.
En posant § = §/2 (par ex.), on obtient, en définissant V = [a — §,  + 6],

VeeV, |9(z)<l.

b. On pose
L = sup g/ ()| = max |/ (x)].

zeV

Comme V est fermé, L < 1. Soient (x,y) € V2. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe & €]z, y[< V
telle que

Puisque |¢'(§)| < L, on obtient
V(l‘, y) € VQﬂ |(;5(:L‘) - ¢(y)| < L|‘T - y|7



ce qui signifie ¢ est contractante sur V. De plus, si z € V, en utilisant la formule précédente avec y = a € V, on

obtient
|p(z) —a| < Lz — o] < |z — a] <9,

et donc ¢(z) € V. Ainsi on a ¢(V) < V.

c. Voici le théoréme du cours:

-

Théoréme (Théoréme du point fixe dans R, application contractante). Soient I < R un intervalle fermé,
non vide, et ® une application contractante de I dans lui-méme. Alors, il existe un unique point o € I
vérifiant ®(a) = . Le point v est appelé point fixe de la fonction ®. Pour tout xo € I, la suite

Tht1 = @(xk), Vke N (R5.2)

est bien définie et elle converge vers a avec un ordre 1 au moins.

Soit xg € V et la suite (x)gew définie par Ialgorithme du point fixe.

Q.2
Montrer que, si zo € V\{a}, alors
. Tk+1 — @ ’
1 —_— = . 5.1
k—1>rJIrloo T — ¢ (a) ( )
R. 2
Avec xg € V\{a}, d’aprés Q. 1, la suite définie par z511 = ¢(x), Vk € IN converge vers « a l'ordre 1 au moins.
Comme « est un point fixe de ¢, i.e. o = ¢(«) et xp1 = ¢(xy), Yk € N, avec o # a, on a Vk € IN, 2 # «. On a donc
T —a _ dlan) - 6(a)
T — TEr—a
Comme la suite (xy)rew converge vers « avec Vk € IN, 2, # « et que ¢ est dérivable en « on obtient
lim ¢(xk) B ¢(CU) _ ¢/(Ck).
k—+00 T —
Q.3
Supposons maintenant que ¢ € C* (V) et que
vie [Lp], 6% (a)=0.
a. Montrer que la méthode du point fixe est d’ordre p + 1 au moins.
b. Montrer que, si xo € V\{a}, alors
_ (p+1)
lim Tk 9PT(@) (5.2)
k—+oo (z — a)Pt! (p+1)!
c. Que peut-on dire si P (a) # 07
R. 3

a. Comme ¢'(«) = 0, alors (en particulier) |¢'(a)| < 1. D’apreés la question 1, cela signifie que pour tout xg € V, la
suite (xx)gen définie par Uagorithme du point fixe (R9.10]) converge vers «.
Soit k£ € IN. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, il existe & €] min(«, ), max(«, zx)[ tel que

(xk _ a)p+1

. _a_x_a_pwiaip
mher o= 0ow) = 6(0) = 2, =g ¢0e) + o)

c’est a dire
(zp — a)P*!

(p+1)!

De plus, ¢ € CP(V), P+ est continue sur V, un fermé borné et donc

3C >0, tel que Yz e V, [¢P™H(2)] < C.

Thi1— o= pPTY(&). (R5.3)

Comme & € V, on déduit de (R5.3)) que

C it

|[Zkr1 — ] < m@k -«



et donc la convergence est d’ordre (p + 1) au moins.

b. La fonction ¢®+1) étant continue et limy_, 1o, & = @, on a

Jim g(E) = 60 (a).

Comme 9 € V\{a}, on a Vk € IN, 24, # « et donc (R5.3)) peut s’écrire

T —a  pPHD(&)
@ —apT (T (R5.4)

En prenant la limite, on obtient

. Tp41 — & 1 (p+1)
1 = P .
k—l}}—loc (xp — )P+l (p+ 1)!¢ (a)

c. Soit e > 0. En multipliant la valeur absolue de (R5.4) par |z, — «| ¢ # 0, on obtient

[P+ (&)
(p+ 1)

|1 — @

T — appriee ol

Or |z —a|® — 4o, et ¢®t(z) — ¢P+D(a) # 0, ce qui entraine

rT—a
— (p+1)
k—+o0 |{L‘k — a|p+l+8 k—+400 (p + 1)'

Donc, Ve > 0, la convergence n’est pas d’ordre p + 1 + . Elle est d’ordre (p + 1) (exactement).

EXERCICE 6

Soit f une fonction de classe C! sur [a, b] vérifiant f(a)f(b) < 0. et A = W. Soit xg € [a,b] donné. La suite obtenue
par la méthode de la corde est donnée par

Tp4+1 = Tk — f(ik), Vk e IN.
f(z
On note ®(z) =z — ¥

Q.1

Montrer que si pour tout x € [a,b] on a

min(A(z — a), A(x — b)) < f(z) < max(A(z — a), A\(x — b)) (6.1)

alors ®([a,b]) < [a,b].
R. 1

Si A > 0, 'inéquation (6.1)) devient

Mz —b) < f(x) S/\(Jc—a)c)aéx—@ <b

A
< a< P(x) <.

Si A < 0, 'inéquation (6.1)) devient

Mz —a) < f(x) g)\(ac—b)@aéx—@ <b
< a < P(x) <0
Q.2
Montrer que si pour tout x € [a,b] on a
min(0,2)) < f'(z) < max(0, 2)) (6.2)

alors |®'(x)] < 1.
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R. 2
Si A > 0, 'inéquation (6.2)) devient

0<f’(:r)<2>\<:0<@<2
f'(x)
A

s —-1<1-— <1
< —1<d(z) <1

Si A < 0, 'inéquation (6.2)) devient

< fila) <0e0<i®) g

A
f'(x)
A
s —-1<d(z) <1

e -—-1<1-— <1

.3
En déduire que sous les deux conditions précédentes la méthode de la corde converge vers l'unique solution « € [a,b] de

f(z)=0.

Sous les hypothéses (6.1]) et (6.2) on a ®([a,b]) < [a,b] et Va € [a,b], |®'(z)| < 1. Comme f est de classe C* sur [a, b], la
fonction ® lest aussi. La suite (xy) est définie par xx1 = ®(x). Ainsi les hypothéses du théoréme sont vérifiées ce
qui assure 'unicité du point fixe ainsi que la convergence de la suite (xy) vers ce point fixe.

EXERCICE 7

En —1700 av. J.-C., les babyloniens ne connaissaient que les
nombres rationnels (fractions) et ils utilisaient le systéme sex-
agésimal (base 60). Pour approcher la valeur 1/2, ils utilisaient
comme approximation (voir tablette YBC 7289)

w_1424, 5L 10 30547
- 60 602 603 21600

L’erreur commise est |a — v/2| ~ 5.994e — 7.

Q.1
Comment feriez-vous pour trouver a la main une méthode permettant de trouver des nombres rationnels approchant /2.

® 1)

11 suffit de voir que 1/2 est la racine positive de f(z) = 2> — 2 et d’appliquer la méthode de Newton par exemple. La
suite des itérés de Newton s’écrit alors

. :x_f(xk):x_xi—2:xi+2
e e I ™ o

Avec zg = 1, on obtient

ko xp V2 — |
1 137 8.57864e-02
2 i1 2.45310e-03
3 3 2.12390e-06
Avec xg = %, on obtient
k Tk |\/§ — (tk|
1 % 1.07864e-02
2 % 4.08236e-05
83 01
3 8001 5.89203e-10

11



Q.2

Généraliser la méthode pour trouver une approzimation rationnelle de \/a ot a est un réel positif.

® 2

Q.3

Il suffit de voir que +/a est la racine positive de f(z) = x?

suite des itérés de Newton s’écrit alors

— a et d’appliquer la méthode de Newton par exemple. La

flxg) ri—a zi+a
LTI ) T T T 2
Avec a = 3 et g = 1, on obtient
koar V3 —ay
1 2 2.67949e-01
2 T 1.79492e-02
3 % 9.20496e-05

Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de ¥/a ot a est un réel positif et n € IN*.

@3

Il suffit de voir que {/a est la racine positive de f(z) = 2™ — a et d’appliquer la méthode de Newton par exemple. La
suite des itérés de Newton s’écrit alors

f(zk) zpy —a (n—1)a} +a
T = 1. — = 1. — =
kL= T k nan T T

Avec a = 3, n =4 et 9 = 1, on obtient

k T |V/3 —

1 E 1.83926e-01
2 é% 3.11482e-02
3 115403137 1.06368e-03

1
4 236297297271080786836;80186738085152257 1.28780e-06
179546943199700984864483416264832 .

EXERCICE 8

a. Soit ¢ une application définie sur [a,b] o valeurs réelles.

o A quelle(s) condition(s) a-t’on existence et unicité d’un point fixe o € [a,b] de D2

o Sous ces conditions, que peut-on dire de la suite xx+1 = ¢(xy), Vk € N avec xg € [a, b]?

b. [Algo| Ecrire une fonction algorithmique suitePtFixe retournant les (n+ 1) premiers éléments de la suite des itérés
de la méthode du point fixe pour une fonction ¢ (attention la fonction algorithmique est vraiment différente de ce
que l'on a vu en cours: lobjectif n’est pas le méme!).

a. Si ¢ une application continue de [a,b] dans lui-méme. Alors, il existe au moins un point « € [a,b] vérifiant
¢(a) = a. Le point « est appelé point fixe de la fonction ¢.
De plus, si ¢ est contractante (lipschitzienne de rapport L € [0,1[), c’est a dire

3L < 1 t.q. [6(z) — 6(y)] < Lle — y| V(z,y) € [a,b]",

alors ¢ admet un unique point fixe « € [a, b].
Dans ce cas la suite (zy)ren est bien définie et elle converge vers a avec un ordre 1 au moins.

b. On cherche a retourner les (n + 1) valeurs zg, ..., 2.

12



Algorithme 3 Fonction retournant les (n + 1) premiers éléments de la suite des itérés zp11 = ¢(xy), Vk = 0 avec
xg € [a,b].

Données :
o : ¢:la,b] — R,
xo : donnée initiale, z¢ € [a, b],
n : dans IN
Résultat :
X : dans R"™! tel que X (k + 1) = ay, Vk € [0,n]

1: Fonction X « suitePtFixe( ¢, xg,n )

2: X(l) «— X

3. Pour k< 1an faire X(k+ 1) — ¢(X(k))
4. Fin Pour

5: Fin Fonction

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 22 — 10. On cherche & approcher la racine positive, notée «, de I’équation

f(z) = 0 par une méthode de point fixe. On pose @, (z) = z — wf(x), avec w € RH*.

Q. 2

On choisit ici, w = 1.
a. Montrer que a est un point fixe de ¢1.

b. Démontrer le résultat intermédiaire suivant: soit g € C°(R;R), a € R et be R*, alors

lg(a)] >b == 36 >0, Ve e[a—4d,a+4], |g(x) >b.

c. Démontrer qu’il existe § > 0, tel que

Veela—d,a+d\{a}, |¢1(z)—a]>|z—ql

d. Soit xg € R, que peut-on dire de la convergence de la suite 1 = ¢1(zx), Vk € N?

a. On a ¢1(a) = a — f(a) = o (car « est une racine de f), donc « est bien un point fixe de ¢;.
b. La fonction g étant continue, on a
Ve>0, In>0, Ve eR,|x —a| <n = [g(x) —g(a)] <e.

De plus, comme
V(w,y) € B?, ] - |yl| < |z —y]

on obtient

llg(2)] = l9(a)l| < lg(x) — g(a)
et donc

lg(z) —gla)| <e = —e+]g(a)| <|g(z)] <e+lg(a)l-
En choisissant, par exemple, € = %(\g(a)\ —b) > 0, on obtient
1 1
l9(2)] > —< +g(a)l = 5(g(a)| +b) > S(b+b) = b

et donc, on a démontré

1
avec € = §(|g(a)| —b)>0,3In>0, VeeR,|Jz—a| <n = |g(z)] > b

En posant § = g, et en rappelant que [a — d,a + 6] = {x € R, |z — a| < §} on obtient
36 >0, Yz e [a—0d,a+ 6], |g(z)| > b.
¢. Comme ¢; est C*(R;R), on peut appliquer la formule de Taylor:

Vz € R, 3¢, €] min(z, ), max(z, )[, ¢1(x) = ¢1(a) + (x — a)@)(&).

On en déduit
lp1(z) — af = |z — al|¢} (&)]-
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Or |¢h(a)| > 1, et ¢} € CO(R; R), on peut donc appliquer le résultat précédent avec g = ¢}, pour obtenir
36 >0, Vz € [a— 0, + 8], |9} (x)] > 1.

On obtient alors
va e [a—d,a+0)\{a}, [¢1() — al = [z — all¢} ()] > |z — al.

d. On a alors
|¢1(xk) - 0“ = ‘$k+1 - Oé‘ > ‘$k — Oé‘.

La suite x, ne peut converger vers « (mais elle pourrait peut-étre converger vers une autre valeur...).

on pose ¢, (x) = —wf(x), avec 0 <w < 1.

Q.3
Montrer que « est un point fixe de ¢, pour tout w # 0.

R. 3
On a

fla)=0 <= wf(a) =0 (carw #0) < a—wf(a)=a < ¢,(a)=q,

et donc « est un point fixe de ¢,,.

Dans la suite, on choisit w = é et on pose rgi11 = (/)é (zx), pour k € IN.

Q. 4
a. En utilisant un théoréme du cours que l’on citera précisemment, montrer que qbé a un unique point fixe a dans [3, 4]
et que la suite des itérés de 'algorithme du point fixve converge vers a, pour tout xo dans [3,4].
b. Pour xq suffisamment proche de «, la convergence est de quelle ordre exactement?.
R. 4

a. Voici I'énoncé du théoréme du point fixe dans R pour les applications C! (Théoréme [1.4] dans [?]):

Théoréme. Soient I = R un intervalle fermé, non vide, et ® € C1(I) vérifiant ®(I) = I et
L < 1 tel que Yz € I, |®'(z)| < L, (R8.5)

Soit kg € I et (z)ren la suite définie par xx11 = P(xg). On a alors
(a) la fonction ® admet un unique point fivze a € I,
(b)) VEe NN, xp €1,
(¢) la suite (xy) converge vers a avec un ordre 1 au moins.

(d) Sixg # a, alors
lim LY g/(a). (R8.6)

k—+m T —Q

et, si ®'(a) # 0, la convergence est d’ordre 1 (exactement).

Appliquons le théoréme du cours :
o @1 est C! sur [3,4] (c’est un polynome).
o On a ¢§([3,4]) c [3,4]. En effet, qﬁé e CY([3,4]) et ¢ (x) = 1 — 7 qui est positif sur [3,4], donc d)% est
8

croissante sur [3,4]. Puisque ¢1 est continue et croissante sur [3,4], on a ¢1([3,4]) = [¢1(3),¢1(4)] =

1
8
[3+ 1,4 — 8] < [3,4] (on peut aussi faire un tableau de variations).

o Onal|¢y(z)<i<1, Vee[3,4]

D’aprés le théoréme, gbé a donc un unique point fixe o dans [3, 4], et la suite (z)ren (de la méthode du point fixe)

converge vers «, pour tout xy dans [3,4].

14



b. On a

¢ () = 1— @ #0, (R8.7)

et donc, d’aprés le théoréme la convergence est d’ordre 1 exactement.
On va montrer, par une autre preuve, les résultats de la question [4] sans utiliser le théoréme général du cours. Cela
permettra aussi d’estimer précisément la vitesse de convergence de la méthode du point fixe appliquée a ¢§-
Q.5
Soit xg € [3,4], o # .

a. Montrer que

VEeN, (zp41— )= (v — ) [1—;(9%4—04)].

b. En utilisant@. et 1([3,4]) < [3,4] (a établir), montrer que

5—«

<
8

1
Vk e IN, ‘1—8(a:k+a)

c. En déduire que la suite (zx)g>0 converge vers a, et que la convergence est linéaire.

d. Montrer que

5—a\”
VkeN, |z —al < 3 |zo — .

e. En déduire que

1\ F
Vk e NN, |xk—a<<4> )

puis estimer le nombre d’itérations suffisant pour obtenir une valeur de o précise a € > 0 prées.

a. On a:
1 2
Tht1 = Tk — 3 [(a:k) — 10] .
De plus, comme f(a) =0 < o> -10=0 <= a?=10,0n a

2

(z1)? =10 = (z3,)° — a? = (z, — a) (w7 + ) .

On a donc

(Tps1 — ) = (v, — @) [1 - é (xg + 04)] . (R8.8)

b. On a déja établi, en Q. EI, que ¢%([3,4])  [3,4]. Comme zy = 3, la suite des itérés zy 1 = qbé (zx) est bien définie
et xy € [3,4] pour tout k = 0. On en déduit que

3+a<1( N )<4+a
< x « S
8 g F 8
et donc 4 ] 5
-« -«
0 —<1—-< < )
5 S(xk—&-a) 3
ce qui permet d’établir que
1 1( +a) < 5—«
— —(zp+a)| < .
g r 8
c. A partir de (R8.8), on obtient alors
1 5—«
|mk+1—a|=|mk—a|1—§(xk+a)< |z — af.

On pose C' = 5_7(’. Comme «a € [3,4],ona 0 < C < i < 1 et on obtient
VkeN, |xpi1 —al < Clag —al.

On en déduit (voir Définition dans [?]) que la suite (z1) converge vers a & 'ordre 1 au moins (au moins aussi
rapidement qu’'une suite géométrique de raison i)
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Pour que la suite converge vers a a l'ordre 1 exactement il faut (voir (10]) dans [?]) que

Jp €]0,1[, tel que lim M = L.
k—+o |z — «f
Comme xg # «, on a alors Yk € IN, z, # « et, de (R8.8)), on obtient
‘$k+1 - 01‘ 1 1] e
L e 1->al
|z — af 8 (@e +a) koo G=H

Comme « € [3,4], on obtient

1 1
- —<p<l-—<1
O<l-ggsw 16 =

et donc la convergence est d’ordre 1 exactement, c’est a dire, la convergence est linéaire.

Remarque. pour démontrer ce résultat, il n’etait pas nécessaire de montrer que la convergence est d’ordre
1 au moins.

d. Par récurrence sur k, on obtient alors

k
Yk e N, |z, — o] < <5 8°‘> |20 — af . (R8.9)

On propose toutefois la démonstration de cette inégalité (par récurrence faible).

e Initialisation: pour k = 0, I'inégalité (R8.9) est vraie, car |zg — a| < |zg — of.

e Hérédité: soit k € IN. On suppose (R8.9)) vraie au rang k, et on va montrer qu’elle est vérifiée au rang k + 1.

on a montré que
5—«
[Zh41 —af < |2k — af ,

8

Par hypothése de récurrence, on obtient

5 —« 5—a\" 5—a\ "
|zp11 —af < 3 3 |zo — ] = 5 |zo — af .

et donc l'inégalité est vérifiée au rang k + 1.

e Conclusion: l'inégalité est vraie pour tout k € IN.

e. On a montré que C' = 5770‘ < i
|zo — a] < 1 on obtient

(voir R. . En utilisant cette inégalité dans celle donnée en Q. @ et comme

1\" 1\"
|xk—a|<(4> |xo—a|<<4) .

Pour obtenir une valeur de « précise a ¢ > 0 preés, il faut déterminer une valeur de k pour laquelle |z — o < e.
Pour cela, il suffit d’avoir

' 1
|:Lk — Oé| < 47 <e.
La fonction In étant croissant sur R+, on obtient
1 1
In <4k> <In(e) < In(l)—kln@d) <ln(e) = k> _IEEZ = oamin.

Remarque. Par exemple avec € = 1e-05, on obtient k = kuyin, avec knin ~ 8.3048 et alors

Vk =29, |z —al < le-05.

[Algo] Proposer un programme algorithmique permettant de calculer les 20 premiers termes de la suite des itérés de
Ualgorithme du point fixe pour la fonction qﬁé. Toutes les données devront étre initialisées.
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1. g« (z»—»x(l/8)*(:c210)
2: X <« suitePtFixe(g, 3, 19)

‘ EXERCICE 9

Q.1
Citer précisement le théoréme de convergence du point fixe dans R pour une application contractante.

R. 1
Voici le Théoréme tiré de [?]:

Théoréme (Théoréme du point fixe dans R (application contractante)). Soient I < R un intervalle fermé, non
vide, et ® une application contractante de I dans lui-méme. Alors, il existe un unique point o € I vérifiant
®(a) = . Le point a est appelé point fixe de la fonction ®. Pour tout xg € I, la suite

Thy1 = (I)(.Tk>7 Vk e N (R9.10)

est bien définie et elle converge vers a avec un ordre 1 au moins.

On rappelle que, de maniére générale, la suite des itérés (z)ren de la méthode de Newton pour la résolution de 1’équation
g(x) =0 est
9(zk)
9'(zi)’

2+l = 2k — avec zg donné.
Soit A € R™*, on définit la fonction fy par

{f,\:]R—>IR

On note (zx)ken la suite des itérés de la méthode de Newton pour la résolution de ’équation fy(x) = 0 pour xg donné.

Q. 2
a. Expliciter la fonction ® telle que xi11 = P(xy).
b. Etablir le tableau de variations de la fonction ®.
c. En déduire que ®(z) = V), Y €]0, +oo.
d. Montrer que 'application ® est contractante sur [\F)\, +ool.
R. 2
a. On pose
2 A 72 A
@(z)dzdx—f?(x)zxfl _rt .
fi(x) 2z 2z

Soit xg € R*. La suite (xg)ren des itérés de la méthode de Newton pour la résolution de 1'équation fy(z) = 0 est
donnée, pour tout k > 0, par

Tk+1 = (I)(J;k)

z2-\
212

b. On établi le tableau de variations de la fonction ® sachant que ®'(z) =

—00 —®0 vV
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c. Directement, du tableau de variations, on a ®(z) > /A, Va €]0, +oo[ car ® est décroissante sur ]0,v/A[, croissante

sur |V, +oo[ et (vVA) = VA
d. On a Vz € [V/A, o[, ®'(z) € [0, 1[. D’aprés la formule de Taylor V(z,y) € [VA, +o0[2, 3¢ €]z, y[ tel que

P(x) = O(y) + (z —y)P'(£).
On en déduit alors

[9(2) — B(y)] = | — y][#/(€)] < 5lx — ]

La fonction @ est donc contractante (Définition [1.22] [?]) de rapport L = % < 1 sur [V/A, +o0[.

Q.3
Soit zo € [V, +o0].

a. Montrer que la suite (zx)r>1 est bien définie

b. En déduire que cette suite converge vers v/\.

R. 3
a. Pour que la suite soit bien définie, il faut et il suffit que x # 0, Yk € IN. On a 2, = ®(x0) € [V, +0[. De plus,
comme @([ﬁ, +oo[) < [V/A, +o0], on en déduit par récurrence que

Vk > 1,241 = @(,’Ek) S [\5\, +OO[.
Donc, on a z # 0, Vk € IN.

b. Vintervalle [v/A, +oo[ est un fermé de R et on a

o O([VA +0]) © [VA, +oo,

e @ est contractante sur [v/A, +o0[ (et donc continue)

D’apres le théoréme du point fixe dans IR pour une application contractante (Théoréme [?]), ® admet un unique
point fixe o dans [v/A, +o0, et la suite (x3)gew converge vers a pour tout choix de zq € [v/A, +o0.

Or, on a ®(v/A) = VX et VA e [V, +0], et donc a = v/

Q. 4
Soit zo € [V, +[. on note e, = x, — VA, Yk e IN.

a. Montrer que
ei
e = —, 9.1
o1 = o 01)

b. En déduire l'ordre de convergence de la suite (en justifiant!)

R. 4
a. On a
€+l = Th+1 — \/X = (I)(CE]C) - \/X
B .7324—)\_ Y\ x7 — 2o VA + A
B 2.’Ek B 2.’Ek
(@ = VAP ()’
2xy 2xy
1 1
b. On a zj = VA et donc < I On a donc
1
lek+1] < m|€k+1|2~
La méthode est donc d’ordre 2.
Q.5

Que peut-on dire de la suite (xy)p>1, 5i xo €]0, VN[? Justifier.
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Si xo €]0, VA, alors x1 € [V, +0].
On note yo = x1 € [V, 4+, et yrp1 = ®(yx), Yk € N. D’aprés ce qui précéde, la suite (yx)rew converge vers v/ a
Pordre 2. Or, par construction xy+1 = yg, Vk € IN*. La suite (zx)ren converge donc aussi vers VA a lordre 2.

EXERCICE 10

Soit B un espace de Banach et U < B un sous-ensemble fermé. On suppose que ® : U — U est une application
contractante. Soit (% € U. On note (z!*)4e, la suite récurrente donnée par

Vke N, zlF+i = gzl (10.1)
Q.1
Montrer que la suite (10.1)) est bien définie (xy, existe pour tout k € IN).
R. 1
La suite (z!*])cw, est bien définie si la relation 10.1|) permet de définir complétement (et de maniére unique) I’ensemble
des termes de la suite (z!*]),c, connaissant (.
Il faut donc vérifier que, Vk € IN, z!* € U, car il faut pouvoir calculer ®(z!*1) et que ® est définie sur U.
C’est bien sur immédiat par récurrence car ®(U) < U. On propose toutefois une démonstration:
e Initialisation: pour k = 0. Par hypothése, zl% e U.
e Hérédité: on suppose z!¥l € U, montrons que z**1 € U. Par définition, zlF+1] = @(m[k]). Puisque par hypothése,
®(U)cU,onazlFtlleU,
On va démontrer que la suite (10.1]) est une suite de Cauchy.
Q.2
a. Montrer que
Yk e N, Hm[’““] - m[’“]H < LF Hx[” — zl0] H : (10.2)
b. Montrer que
VEEN, VI =0, |zhet— opeia] < L! Hw[k] gkl H : (10.3)
c. En déduire que,
_ P
Vke N, Vp > 2, Hx[’”p] — gl H < %Lk Hx[l] — gl H ) (10.4)
R. 2

a. La fonction @ étant contractante sur U, on a, par définition:
ILe[0,1] t.q Y(z,y)eU?, |®(@) -2 <Llz—y|.

On obtient alors
2120ttt i < 5.

Par récurrence, on en déduit que la proposition suivante est vraie pour tout k € IN:

P et -] 2t -0

On propose toutefois une démonstration:

o Initialisation: (Py) est trivialement vraie.

e Heérédité: soit k € IN, on suppose que (Pj) est vérifice. Montrons que (Pr41) est vraie. On a, en utilisant
(10.1)) et 'hypothése de contraction sur ®,

Hx[k+2] _ plk+1] H _ Hq,(m[kﬂ]) _ (I,(x[k])H <L Hz[lﬁ-l] _ gl H
Par hypothése de récurrence, on en déduit

Hz[mz] _ k1] H < LLF Hx[u _w[O]H

et donc (Pg1) est vrale.
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b. Soient ke Net p>2. On a

H””[k+p] _ gl¥ H _ H(x[mp] gkt o gl glep=20y (k1] “'[k])H
p—1
_ Z(x[zmﬂ] _x[k-H]) )
=0

Par application répétée de I'inégalité triangulaire pour la norme e, on obtient
p—1
Hm[k+p] _ gkl H < Z Hx[k+l+1] _ plk+] H
En utilisant ((10.3)), on obtient alors
p—1
H [k+p] _ k] H < Z I H [k+1] _ plk] H _ Hx[k-&-l] _ zl* H Z Il
1=0 =0

La somme correspond alors & une somme partielle d’une série géométrique et donc

Hzmp] _ W < H 1-L° Hm[kﬂ] 2l¥ H
En utilisant ((10.2)), on obtient alors (10.4]).

a. Déduire de la question précédente que la suite (10.1)) est une suite de Cauchy.
b. Montrer que la suite (10.1) converge vers un point fize de ® a l'ordre 1 au moins.

c. Montrer l'unicité du point fize.

a. Ona 0 < L <1, et donc L¥ — 0 quand k — +o0. De (10.4), on déduit alors que (z[*]) est une suite de Cauchy.
On propose toutefois une démonstration détaillée.
Pour que (.’B[k]) soit une suite de Cauchy, il faut montrer que

Ve>0, IM e N, tel que Vke N, k> M, Vpe NN, Ha:[k+p] — zl¥ ” <e

Comme 0 < L < 1,0n a
e al] < el -l

Soit € > 0, pour avoir H.’l:[k_Hﬂ — zlk] H < ¢, il est suffisant d’avoir

7L’“ |21 — o] < e
c’est a dire, comme 1 — L > 0,
k (1—L)e
T e

La fonction In étant croissante strictement on obtient

(1—-1L)e

In(L*) = kIn(L) < In (W)'

Or In(L) < 0, ce qui donne

1 (1—L)e
k> o (o —gm)
En prenant M € IN tel que
1 (I1-1L)e
M= @ ln(Hm[u ~ 200 H)

alors
VkeNN, k> M, Vpe NN, Hx[kﬂﬂ] _ ¥ H e
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b. La suite (z!¥]) est une suite de Cauchy dans B un espace de Banach (espace normé complet) donc elle converge
dans B vers un point que 1’on nomme 8. De plus pour tout k, zl¥! appartient a U fermé, donc sa limite 8 appartient
aussi a U.

La fonction ® étant contractante sur U, elle est donc continue sur U. On a alors par continuité de ®

lim @) = ®(B).

k=400
Comme z*+1] = ®(z[*]) on aussi

i Y = 1 [k+1] _
ICEIEOCQ(Q: ) kEI-rkloox 'B

et donc B est un point fixe de ®. L’existence d’un point fixe est donc établi.

On a donc
18 -] a5

Comme 0 < L < 1, la convergence est au moins d’ordre 1.

c. On suppose qu'il existe 81 et B2 dans [a, b] tels que ®(B1) = B1 et B(B2) = B2. Dans ce cas on a

181 — Bz| = |®(B1) — ®(B2)| < L[B1 — B2

On en déduit
(1-L)[|B1— B2 <0

Comme 1 — L > 0, on en déduit 81 = B, c’est a dire I'unicité du point fixe.
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