
Ing. MACS 1 Analyse Numérique I
Sup’Galilée Année 2024-2025

Partiel du 8 janvier 2025∗

durée : 3h00.

Sans documents et sans appareils électroniques
Le barême est donné à titre indicatif

Dans ce sujet:

‚ Les trois exercices sont indépendants.

‚ Les entrées/sorties des fonctions algorithmiques que vous écrirez devront être décrites.

‚ Le but de toute fonction algorithmique que vous écrirez, et qui n’est pas explicitement demandée, devra
être précisé.

Exercice 1 (0.0 points)

Soient A P MnpKq une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls, bbb P Kn et xxx “ A-1bbb.
On rappelle que si G P MnpKq alors

`

@vvv P K, lim
kÑ8

Gkvvv “ 0
˘

ðñ ρpGq ă 1. (1)

Q. 1

On décompose A sous la forme A “ M ´ N avec M inversible et on pose

B “ M-1N et ccc “ M-1bbb.

On définit la suite pxxxrksqkPN par

xxxr0s P Kn et xxxrk`1s “ Bxxxrks ` ccc. (2)

a. Rappeler la définition de ρpBq, rayon spectral de la matrice B.

b. Montrer que pour tout k P N

xxx ´ xxxrk`1s “ Bpxxx ´ xxxrksq.

c. En déduire que la suite pxxxrksqkPN converge vers xxx quelque soit xxxr0s si et seulement si ρpBq ă 1.

R. 1

a. Le rayon spectral d’une matrice A P MnpKq est le nombre ě 0 défini par

ρpAq “ max t|λi pAq| ; i P v1, nwu

Les λi pAq P C sont les n valeurs propres distinctes ou non de la matrice A.

b. Comme xxx “ A-1bbb (sans présupposer la convergence) on a Axxx “ bbb. Comme A “ M ´ N, on a
Mxxx “ Nxxx ` bbb et alors

xxx “ M-1Nxxx ` M-1bbb “ Bxxx ` ccc

On obtient donc
xxx ´ xxxrk`1s “ Bpxxx ´ xxxrksq.

c. La suite xxxrks converge vers xxx si et seulement si la suite eeerks def
“ xxx ´ xxxrks converge vers 000. On a

eeerks “ Bkeeer0s, @k P N.

D’après le Théorème (3.37 page 105) du cours, on a limkÑ`8 Bkeeer0s “ 0, @eeer0s P Kn si et seulement
si ρpBq ă 1.

∗Compilé le 2025/09/04 à 11:08:04.



On décompose la matrice A sous la forme A “ D ´ E ´ F, où D représente la diagonale de A, ´E la partie
triangulaire inférieure stricte et ´F la partie triangulaire supérieure stricte.
La méthode S.O.R. (successive over relaxation) est donnée par

x
rk`1s

i “
w

aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j

¸

` p1 ´ wqx
rks

i , @i P v1, nw (3)

Q. 2

a. Montrer que (3) s’écrit vectoriellement sous la forme

xxxrk`1s “ Bwxxx
rks ` ccc

où l’on explicitera la matrice Bw et le vecteur ccc en fonction de D, E, F, et bbb.

b. En utilisant les résultats de Q.1, démontrer que la suite xxxrks converge vers xxx si et seulement si
ρpBwq ă 1.

c. Soient L “ D-1E et U “ D-1F. Montrer que

Bw “ pI ´ wLq
-1

pp1 ´ wqI ` wUq .

d. En déduire que
ρpBwq ě |w ´ 1|. (4)

e. Que peut-on en déduire sur la convergence de la méthode S.O.R?

R. 2

a. Pour la méthode S.O.R. on a , @i P v1, nw,

x
rk`1s

i “
w

aii

˜

bi ´

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j

¸

` p1 ´ wqx
rks

i

ce qui s’écrit aussi

aii

w
x

rk`1s

i `

i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s

j “ bi ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks

j `
1 ´ w

w
aiix

rks

i

et matriciellement on obtient
ˆ

D
w

´ E

˙

xxxrk`1s “

ˆ

1 ´ w

w
D ` F

˙

xxxrks ` bbb.

Comme la matrice
`

D
w ´ E

˘

est inversible (car triangulaire inférieure à éléments diagonaux non
nuls), on a

xxxrk`1s “

ˆ

D
w

´ E

˙-1 ˆ

1 ´ w

w
D ` F

˙

xxxrks `

ˆ

D
w

´ E

˙-1

bbb

La matrice d’itération de S.O.R. est Bw “
`

D
w ´ E

˘-1 `

1´w
w D ` F

˘

et le vecteur ccc “
`

D
w ´ E

˘-1
bbb.

b. En posant

M “
D
w

´ E et N “
1 ´ w

w
D ` F

on a M inversible et
M ´ N “ D ´ E ´ F “ A.

On est donc sous les hypothèses de Q.1, ce qui nous donne le résultat demandé.
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c. Comme E “ DL et F “ DU on obtient

Bw “

ˆ

D
w

´ DL

˙-1 ˆ

1 ´ w

w
D ` DU

˙

“

ˆ

1

w
DrI ´ wLs

˙-1 ˆ

1

w
Drp1 ´ wqI ` wUs

˙

“ pI ´ wLq
-1

ˆ

1

w
D

˙-1 ˆ

1

w
D

˙

pp1 ´ wqI ` wUq

“ pI ´ wLq
-1

pp1 ´ wqI ` wUq .

d. La matrice L est triangulaire inférieure à diagonale nulle car elle est le produit d’une matrice
diagonale (et donc triangulaire inférieure) D-1 et d’une matrice triangulaire inférieure E à diagonale
nulle. De même la matrice U est triangulaire supérieure à diagonale nulle.
On sait que le déterminant d’une matrice est égale aux produits de ses valeurs propres comptées
avec leurs multiplicités. En notant n la dimension de la matrice Bw, et en notant λipBwq ses n
valeurs propres, on a donc

detpBwq “

n
ź

i“1

λipBwq.

Le rayon spectral de Bw, noté ρpBwq, correspond au plus grand des modules des valeurs propres.
On a alors

ρpBwq “ max
iPv1,nw

|λipBwq| ě |detpBwq|1{n

De plus on a

detpBwq “ det
´

pI ´ wLq
-1

pp1 ´ wqI ` wUq

¯

“ det
´

pI ´ wLq
-1

¯

det ppp1 ´ wqI ` wUqq

La matrice I ´wL est triangulaire inférieure à diagonale unité donc son inverse aussi. On en déduit
det

´

pI ´ wLq
-1

¯

“ 1. La matrice p1 ´ wqI ` wU est triangulaire supérieure avec tous ses éléments
diagonaux valant 1 ´ w et donc det ppp1 ´ wqI ` wUqq “ p1 ´ wqn. On a alors |detpBwq| “ |1 ´ w|n

et
ρpBwq ě | detpBwq|1{n “ |1 ´ w|.

e. On a ρpBwq ě 1, si w Ps ´ 8, 0s Y r2,`8r. On en déduit que la méthode S.O.R. diverge si w Rs0; 2r.
Et donc, ll est nécessaire (mais non suffisant) d’avoir w Ps0; 2r pour espérer la convergence.

A l’itération k, on note le résidu par rrrrks “ bbb ´ Axxxrks et, l’erreur par eeerks “ xxx ´xxxrks où xxx P Rn est la solution
de Axxx “ bbb.

Q. 3

a. Soit ε ą 0. Montrer que si
›

›rrrrks
›

› ď εmaxp}bbb} , 1q (critère d’arrêt de convergence) alors, il existe
C ą 0, indépendant de ε, tel que

›

›

›
eeerks

›

›

›
ď Cεmaxp}bbb} , 1q

b. [Algo] Ecrire une fonction SOR, utilisant (3), et permettant de retourner:

• le premier vecteur xxxrks vérifiant le critère d’arrêt de convergence ou le dernier vecteur xxxrkmaxs

sinon ( kmax étant le nombre maximal d’itérations),

• k, le nombre d’itération si convergence et ´kmax sinon.

R. 3

a. On a
rrrrks “ bbb ´ Axxxrks “ Apxxx ´ xxxrksq “ Aeeerks
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et donc, comme A est inversible, eeerks “ A-1rrrrks. On en déduit alors
›

›

›
eeerks

›

›

›
ď

›

›A-1
›

›

S

›

›

›
rrrrks

›

›

›
ď

›

›A-1
›

›maxpbbb, 1qε.

Avec C “
›

›A-1
›

› , on obtient le résultat souhaité.

b. Voici un exemple d’une telle fonction

Algorithme 1 Méthode itérative S.O.R. pour la résolution d’un système linéaire Axxx “ bbb

Données :
A : matrice de MnpKq ,
bbb : vecteur de Kn,
w : réel de s0, 2r,
xxx0 : vecteur initial de Kn,
ε : la tolérence, ε P R`,
kmax : nombre maximum d’itérations, kmax P N˚

Résultat :
XXX : un vecteur de Kn, 1er vecteur xxxrks

vérifiant le critère d’arrêt de convergence ou
le dernier vecteur xxxrkmaxs

k : un entier naturel, le nombre d’itération si convergence
et ´kmax sinon.

1: Fonction rXXX, ks Ð SOR( A, bbb, w,xxx0, ε, kmax )
2: k Ð 0, XXX Ð H

3: xxx Ð xxx0, rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx,
4: tol Ð ε ˚ maxp}bbb} , 1q

5: Tantque }rrr} ą tol et k ď kmax faire
6: k Ð k ` 1
7: ppp Ð xxx
8: Pour i Ð 1 à n faire
9: S Ð 0

10: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire
11: S Ð S ` Api, jq ˚ xpjq

12: Fin Pour
13: Pour j Ð i ` 1 à n faire
14: S Ð S ` Api, jq ˚ ppjq

15: Fin Pour
16: xpiq Ð pw{Api, iq ˚ pbpiq ´ Sq ` p1 ´ wq ˚ ppiq
17: Fin Pour
18: rrr Ð bbb ´ A ˚ xxx,
19: Fin Tantque
20: XXX Ð xxx
21: Si }rrr} ą tol alors
22: k Ð ´kmax
23: Fin Si
24: Fin Fonction

Soient α P R et bbb P R3. On définit la matrice Aα par

Aα “

¨

˝

2 0 α
0 2 0
α 0 2

˛

‚

On note respectivement J def
“ D-1pE ` Fq et L1

def
“ pD ´ Eq

-1F les matrices d’itérations des méthodes itératives
de Jacobi et de Gauss-Seidel.

4



Q. 4

a. Etudier la convergence de la méthode de Jacobi pour la résolution de Aαxxx “ bbb.

b. Etudier la convergence de la méthode de Gauss-Seidel pour la résolution de Aαxxx “ bbb.

R. 4

a. Oui car la diagonale de Aα est composée d’éléments non nuls.

b. On a convergence si et seulement si ρpJq ă 1, c’est à dire si les modules de valeurs propres de J
sont strictement plus petits que 1.
On a

J “

¨

˝

0 0 ´1
2 α

0 0 0
´1

2 α 0 0

˛

‚

Les valeurs propres de J sont les racines du polynôme caractéristique donné par

Ppλq “ detpλI ´ Jq

“ det

¨

˝

λ 0 1
2 α

0 λ 0
1
2 α 0 λ

˛

‚

“ t3 ´
1

4
α2t

Ses racines sont
“

´1
2 α,

1
2 α, 0

‰

et donc on a convergence si et seulement si α Ps ´ 2; 2r.

c. On a convergence si et seulement si ρpL1q ă 1, c’est à dire si les modules de valeurs propres de L1

sont strictement plus petits que 1.
On a

L1 “

¨

˝

0 0 ´1
2 α

0 0 0
0 0 1

4 α
2

˛

‚

Les valeurs propres de L1 sont les racines du polynôme caractéristique donné par

Ppλq “ detpλI ´ L1q

“ det

¨

˝

λ 0 1
2 α

0 λ 0
0 0 ´1

4 α
2 ` λ

˛

‚

“ t3 ´
1

4
α2t2

Ses racines sont
“

1
4 α

2, 0, 0
‰

et donc on a convergence si et seulement si α Ps ´ 2; 2r.

Exercice 2 (0.0 points)

Soient n P N˚ et pn ` 1q couples de R2, pxi, yiqiPv0,nw, tels que les xi sont distincts deux à deux. On note

Q. 1

a. Soit i P v0, nw. Montrer qu’il existe un unique polynôme Li de degré n, que l’on explicitera, et vérifiant

Lipxjq “ δij , @j P v0, nw. (1)

b. Montrer que les pLiqiPv0,nw forment une base de RnrXs (espace vectoriel des polynômes à coefficients
réels de degré inférieur ou égal à n).
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R. 1

a. De (1), on déduit que les n points distincts xj pour j P v0, nwztiu sont les n zéros du polynôme Li

de degré n : il s’écrit donc sous la forme

Lipxq “ C
n

ź

j“0
j‰i

px ´ xjq avec C P R

Pour déterminer la constante C, on utilise (1) avec j “ i

Lipxiq “ 1 “ C
n

ź

j“0
j‰i

pxi ´ xjq

Les points xi sont distincts deux à deux, on a
śn

j“0
j‰i

pxi ´ xjq ‰ 0 et donc

C “
1

śn
j“0
j‰i

pxi ´ xjq

d’où

Lipxq “

n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj
xi ´ xj

, @i P v0, nw. (R2.1)

Il reste à démontrer l’unicité. On suppose qu’il existe Li et Ui deux polynômes de RnrXs vérifiant
(1). Alors Qi “ Li ´ Ui est polynôme de degré n (au plus) admettant n ` 1 zéros distincts, c’est
donc le polynôme nul et on a nécessairement Li “ Ui.

b. On sait que dimRnrXs “ n ` 1. Pour que les tLiuiPv0,nw forment une base de RnrXs il suffit de
démontrer qu’ils sont linéairement indépendants.
Soit λ0, ¨ ¨ ¨ , λn n ` 1 scalaires. Montrons pour celà que

n
ÿ

i“1

λiLi “ 0 ùñ λi “ 0, @i P v0, nw

Noter que la première égalité est dans l’espace vectoriel RnrXs et donc le 0 est pris au sens polynôme
nul.
On a

n
ÿ

i“1

λiLi “ 0 ðñ

n
ÿ

i“1

λiLipxq “ 0, @x P R

Soit k P v0, nw. En choisissant x “ xk, on a par (1)
řn

i“1 λiLipxkq “ λk et donc

n
ÿ

i“1

λiLi “ 0 ùñ

n
ÿ

i“1

λiLipxkq “ 0, @k P v0, nw ðñ λk “ 0, @k P v0, nw.

Les tLiuiPv0,nw sont donc linéairement indépendants.

On définit le polynôme Pn par

Pnptq “

n
ÿ

i“0

yiLiptq. (2)

Q. 2

a. Montrer que le polynôme Pn est l’unique polynôme de RnrXs vérifiant

@i P v0, nw, Pnpxiq “ yi. (3)

b. [Algo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée Lagrange, retournant Pnptq avec t P R

donné.
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R. 2

a. Par construction Pn P RnrXs et on a, @j P v0, nw,

Pnpxjq
def
“

n
ÿ

i“0

yiLipxjq

“

n
ÿ

i“0

yiδi,j par (1)

“ yj .

Pour demontrer l’unicité, on propose ici deux méthodes

‚ On note Pa et Pb deux polynômes de RnrXs vérifiant (1). Le polynôme Q “ Pa´Pb appartient
aussi à RnrXs et il vérifie, @i P v0, nw,

Qpxiq “ Papxiq ´ Pbpxiq “ 0.

Les n`1 points xi étant distincts, ce sont donc n`1 racines distinctes du polynôme Q. Or tout
polynôme de degré n admet au plus n racines disctinctes. On en déduit que le seul polynôme
de degré au plus n admettant n ` 1 racines distinctes est le polynôme nulle et donc Pa “ Pb.

‚ c’est l’unique polynôme de degré au plus n vérifiant (2) car la décomposition dans la base
tLiuiPv0,nw est unique.

b. Voici un exemple de fonction

Algorithme 2 Fonction LAGRANGE permettant de calculer le polynôme d’interpolation de Lagrange Pnpxq

défini par (2)
Données : XXX : vecteur/tableau de Rn`1, XXXpiq “ xi´1 @i P v1, n ` 1w et

XXXpiq ‰ XXXpjq pour i ‰ j,
YYY : vecteur/tableau de Rn`1, YYY piq “ yi´1 @i P v1, n ` 1w,
t : un réel.

Résultat : y : le réel y “ Pnptq.

1: Fonction y Ð LAGRANGE( t,XXX,YYY )
2: y Ð 0
3: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire
4: L Ð 1
5: Pour j Ð 1 à n ` 1, pj „“ iq faire
6: L Ð L ˚ pt ´XXXpjqq{pXXXpiq ´XXXpjqq

7: Fin Pour
8: y Ð y ` YYY piq ˚ L
9: Fin Pour

10: return y
11: Fin Fonction

Soit k P v0, nw, on note par Pk l’unique polynôme de RkrXs vérifiant Pkpxiq “ yi, @i P v0, kw, et par πk le
polynôme

πkptq “

k
ź

i“0

pt ´ xiq.

On va établir une formule de récurrence permettant de déterminer Pk à partir de Pk´1.

Q. 3

En effectuant la division euclidienne du polynôme Pk par le polynôme πk´1 on a

Pk “ Rk´1 ` Qk´1πk´1 (4)

avec Rk´1 P Rk´1rXs et Qk´1 P R0rXs.
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a. Démontrer que Rk´1 “ Pk´1.

b. En déduire que

Qk´1 “
yk ´ Pk´1pxkq

πk´1pxkq
.

c. Déterminer P0.

d. [Algo] Proposer une fonction algorithmique récursive, nommée LagrangeRec, permettant de
calculer Pnptq en utilisant la formule de récurrence (4).

R. 3

a. On a, @i P v0, kw, Pkpxiq “ yi, ce qui donne

@i P v0, k ´ 1w, yi “ Rk´1pxiq ` Qk´1

“0
hkkkikkkj

πk´1pxiq “ Rk´1pxiq.

Or Pk´1 est l’unique polynôme de Rk´1rXs tel que @i P v0, k ´ 1w, Pk´1pxiq “ yi. On en déduit
donc R “ Pk´1.

b. On a
Pkpxkq “ yk “ Rpxkq ` Qk´1πk´1pxkq.

Les points pxiq
k
i“0 étant distincts deux à deux, on obtient πk´1pxkq ‰ 0 et on en déduit

Qk´1 “
yk ´ Pk´1pxkq

πk´1pxkq
.

c. On a P0pxq “ y0.

d. Voici un exemple d’une telle fonction

Algorithme 3 Fonction LAGRANGEREC permettant de calculer le polynôme d’interpolation de Lagrange
Pnpxq définit par ...
Données : XXX : vecteur/tableau de Rn`1, Xpiq “ xi´1 @i P v1, n ` 1w et

Xpiq ‰ Xpjq pour i ‰ j,
YYY : vecteur/tableau de Rn`1, Y piq “ yi´1 @i P v1, n ` 1w,
t : un réel.

Résultat : z : le réel z “ Pnptq.

1: Fonction y Ð LAGRANGEREC( t,XXX,YYY )
2: n Ð lengthpXq ´ 1
3: Si n ““ 0 alors
4: z Ð YYY p1q

5: Sinon
6: Q Ð pY pn ` 1q ´ LAGRANGERECpXXXpn ` 1q,XXXp1 : nq,YYY p1 : nqqq{PolyPinpXXXpn ` 1q,XXXp1 : nqq

7: z Ð LAGRANGERECpt,XXXp1 : nq,YYY p1 : nqq ` Q ˚ PolyPinpt,XXXp1 : nqq

8: Fin Si
9: Fin Fonction
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Algorithme 4 Fonction POLYPIN permettant de calculer le polynôme πn en t P R donné par πnptq “
n

ź

j“0

pt ´ xjq

Données : XXX : vecteur/tableau de Rn`1, XXXpiq “ xi´1 @i P v1, n ` 1w et
XXXpiq ‰ XXXpjq pour i ‰ j,

t : un réel.
Résultat : y : le réel y “ πnptq.

1: Fonction y Ð POLYPIN( t,XXX )
2: y Ð 1
3: Pour j Ð 0 à n faire
4: y Ð y ˚ pt ´XXXpj ` 1qq

5: Fin Pour
6: Fin Fonction

Q. 4 Application

Soient A “ p0,´2q, B “ p1, 1q et C “ p2, 6q. On cherche à expliciter le polynôme d’interpolation de
Lagrange, noté P, passant par les points A, B et C.

a. Sans utiliser la formule de récurrrence (4), déterminer P en détaillant les calculs.

b. En utilisant la formule de récurrence (4), détailler les calculs permettant d’obtenir P.

R. 4

a. En utilisant la formule (2) avec n “ 2 et en posant

px0, y0q “ A, px1, y1q “ B et px2, y2q “ C

on obtient
L0pxq “

1

2
px ´ 1qpx ´ 2q, L1pxq “ ´px ´ 2qx et L2pxq “

1

2
px ´ 1qx.

On en déduit alors

Ppxq “ y0L0pxq ` y1L1pxq ` y2L2pxq “ ´px ´ 1qpx ´ 2q ` 3 px ´ 1qx ´ px ´ 2qx “ x2 ` 2x ´ 2.

b. On a P0pxq “ y0 “ ´2 puis on utilise la formule de recurrence:

• k “ 1. On a
Q “

y1 ´ P0px1q

π0px1q
“

1 ´ ´2

1
“ 3

et donc
P1pxq “ P0pxq ` Qπ1pxq “ 3x ´ 2.

• k “ 2. On a
Q “

y2 ´ P1px2q

π1px2q
“

6 ´ 4

2
“ 1

et donc
P2pxq “ P1pxq ` Qπ2pxq “ px ´ 1qx ` 3x ´ 2 “ x2 ` 2x ´ 2.

Exercice 3 (0.0 points)

Soient f une fonction définie sur r´1, 1s à valeurs réelles et n P N. On souhaite approcher
ş1

´1 fpxqdx par
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Qnpfq une formule de quadrature élémentaire

Qnpfq
def
“ 2

n
ÿ

i“0

wifpxiq (1)

où les pxiq
n
i“0 sont des points distincts 2 à 2 dans r´1, 1s et les pwiq

n
i“0 sont des réels.

Q. 1

a. Démontrer que l’application Qn définie de C0pr´1, 1s;Rq, muni de la norme infinie, à valeurs dans
R est linéaire et continue.

b. Soit k P N. Montrer que Qn est de degré d’exactitude k au moins si et seulement si

@r P v0, kw, Qnpx ÞÑ xrq “

ż 1

´1
xrdx. (2)

R. 1

a. On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans P C0pr´1, 1s;Rq, et λ et µ deux réels.
Alors λf ` µg P C0pr´1, 1s;Rq, et on a

Qnpλf ` µgq “ 2
n

ÿ

j“0

wjpλf ` µgqpxjq

“ 2
n

ÿ

j“0

wj

`

λfpxjq ` µgpxjq
˘

“ λ2
n

ÿ

j“0

wjfpxjq ` µ2
n

ÿ

j“0

wjgpxjq

“ λQnpfq ` µQnpgq.

L’application f ÞÝÑ Qnpfq est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de
démontrer que

DC ą 0, tel que @f P C0pr´1, 1s;Rq, |Qnpfq| ď C }f}8 .

Or, on a, pour tout f P C0pr´1, 1s;Rq,

|Qnpfq| “ |2
n

ÿ

j“0

wjfpxjq|

ď 2
n

ÿ

j“0

|wj ||fpxjq|

ď C }f}8 , avec C “ 2
n

ÿ

j“0

|wj | indépendant de f.

b. ñ Soit r P v0, kw, Comme x ÞÑ xr est dans C0pr´1, 1s;Rq, et que la formule de quadrature est
exacte pour tout polynôme de degré inférieur ou égal à k, on en déduit

Qnpx ÞÑ xrq “

ż 1

´1
xrdx, @r P v0, kw.

ð Soit P P RkrXs. On peut le décomposer dans la base des monomes: il existe paiq
k
i“0 réels tels

que

Ppxq “

k
ÿ

i“0

aix
i.

Par linéarité de l’application f ÞÝÑ Qnpfq, on a

Qnpx ÞÑ P pxqq “

k
ÿ

i“0

aiQnpx ÞÑ xiq.
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Par hypothèse, on a

Qnpx ÞÑ xrq “

ż 1

´1
xrdx, @r P v0, kw

et donc

Qnpx ÞÑ Ppxqq “

k
ÿ

i“0

ai

ż 1

´1
xidx.

Par linéarité de l’intégrale, on obtient

Qnpx ÞÑ Ppxqq “

ż 1

´1

k
ÿ

i“0

aix
idx “

ż 1

´1
Ppxqdx.

On en déduit donc que Qnpfq est de degré d’exactitude k.

On note ptiq
n`1
i“0 les points de la discrétisation régulière de l’intervalle r´1, 1s en pn ` 2q points et, pour

i P v0, nw, xi le point milieu de l’intervalle rti, ti`1s.

Q. 2

a. Expliciter ti et xi en fonction de i et n.

b. Soit k P N. Montrer que Qn est de degré d’exactitude k au moins si et seulement si

@r P v0, kw,
n

ÿ

i“0

wix
r
i “

"

0 si r est impaire
1

r`1 sinon (3)

c. Montrer que (3) peut s’écrire sous la forme d’un système linéaire AWWW “ bbb avec WWW “ pw0, . . . , wnq
t

P

Rn`1 où l’on explicitera A et bbb en précisant leurs dimensions.

d. En déduire qu’avec le choix des points pxiq
n
i“0, il existe une unique formule de quadrature de degré

d’exactitude n au moins.

R. 2

a. On a
@i P v0, n ` 1w, ti “ ´1 ` ih, avec h “

2

n ` 1

et
@i P v0, nw, xi “ ti `

h

2
.

Ce qui donne

@i P v0, n ` 1w, ti “
2i ´ pn ` 1q

n ` 1
et @i P v0, nw, xi “

2i ` 1 ´ pn ` 1q

n ` 1

b. On a vu que Qn est de degré d’exactitude k au moins si et seulement si (3) est vérifiée. Or on a

@r P v0, kw, Qnpx ÞÑ xrq “ 2
n

ÿ

i“0

wix
r
i

et

@r P v0, kw,

ż 1

´1
xrdx “

"

0 si r est impaire
2

r`1 sinon

Ce qui prouve le résultat.

c. On a pk ` 1q équations à pn ` 1q inconnues qui s’écrit sous la forme AWWW “ bbb avec avec

A “

¨

˚

˚

˚

˝

x00 x01 x0n
x10 x11 x1n

xk0 xk1 xkn

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 1
x10 x11 x1n

xk0 xk1 xkn

˛

‹

‹

‹

‚

P Mk`1,n`1pRq

11



et bbb P Rk`1 avec

@j P v1, k ` 1w, bbbj “

"

0 si j est pair
1
j sinon

d. Avec k “ n, Qn est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si

AWWW “ bbb

avec A P Mn`1pRq et bbb P RN`1 donnés précédemment. On peut voir que la matrice A est la trans-
posée de la matrice de Vandermonde associée aux points pxiq

n
i“0. Hors cette matrice est inversible

si et seulement si les points pxiq
n
i“0 sont distincts deux à deux. C’est le cas ici! On en déduit donc

l’existence et l’unicité du vecteur WWW et donc des pwiq
n
i“0.

On dispose des fonctions algorithmiques:

• xxx Ð SolvepA, bbbq résolvant le système linéaire Axxx “ bbb avec A P MnpRq inversible et bbb P Rn,

• z Ð Powerpx, yq retournant xy avec px, yq P R2.

Q. 3 [Algo]

a. Ecrire une fonction algorithmique, nommée MidPoints, retournant l’ensemble des pxiq
n
i“0 et des

pwiq
n
i“0 tels que Qn soit de degré d’exactitude n au moins.

b. Ecrire une fonction algorithmique, nommée QuadElemMidPoints, retournant Qnpfq avec f P

C0pr´1, 1s;Rq.

R. 3

a. Voci un exemple de fonction:

Algorithme 5 Fonction MIDPOINT permettant de calculer les points pxiq
n
i“0 et pwiq

n
i“0 tels que Qn soit

de degré d’exactitude n au moins
Données : n : un entier naturel.
Résultat : XXX : vecteur/tableau de Rn`1, WWW piq “ xi´1 @i P v1, n ` 1w et

avec
WWW : vecteur/tableau de Rn`1, WWW piq “ wi´1 @i P v1, n ` 1w et

XXXpiq ‰ XXXpjq pour i ‰ j,

1: Fonction rXXX,WWW s Ð MIDPOINT( n )
2: h Ð 2{pn ` 1q

3: Pour i Ð 0 à n faire
4: XXXpi ` 1q Ð ´1 ` pi ` 1{2q ˚ h
5: Fin Pour
6: A Ð On`1

7: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire
8: Pour j Ð 1 à n ` 1 faire
9: Api, jq Ð PowerpXpjq, i ´ 1q

10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: bbb Ð OOOn`1

13: Pour j Ð 1 à n ` 1 (pas `2) faire
14: bbbpjq Ð 1{j
15: Fin Pour
16: WWW Ð SolvepA, bbbq
17: Fin Fonction

b. Voci un exemple de fonction:
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Algorithme 6 Fonction QUADELEMMIDPOINT permettant de calculer Qnpfq

Données : f : f P C0pr´1, 1s;Rq,
n : un entier naturel.

Résultat : y : y “ Qnpfq P R.

1: Fonction y Ð QUADELEMMIDPOINT( f, n )
2: rXXX,WWW s Ð MidPointpnq

3: y Ð 0
4: Pour i Ð 1 à n ` 1 faire
5: y Ð y `WWW piq ˚ fpXXXpiqq

6: Fin Pour
7: y Ð 2 ˚ y
8: Fin Fonction

Q. 4 Application

On fixe n “ 2.

a. Déterminer explicitement les points pxiq
2
i“0 et les poids pwiq

2
i“0 de tel sorte que Q2 soit de degré

d’exactitude 2 au moins.

b. Déterminer le degré d’exactitude maximal de Q2.

R. 4

a. On a x0 “ ´2
3 , x1 “ 0 et x2 “ 2

3 .

Q2px ÞÑ 1q “ 2w0 ` 2w1 ` 2w2 et
ş1

´1 1dx “ 2

Q2px ÞÑ xq “ ´4
3 w0 ` 4

3 w2 et
ş1

´1 xdx “ 0

Q2px ÞÑ x2q “ 8
9 w0 ` 8

9 w2 et
ş1

´1 x
2dx “ 2

3 .

On obtient donc le systeme
$

&

%

2w0 ` 2w1 ` 2w2 “ 2
´4

3 w0 ` 4
3 w2 “ 0

8
9 w0 ` 8

9 w2 “ 2
3

Après résolution, on obtient

w0 “

ˆ

3

8

˙

, w1 “

ˆ

1

4

˙

, w2 “

ˆ

3

8

˙

.

b. On a
Q2px ÞÑ x3q “ ´16

27 w0 ` 16
27 w2 “ 0 et

ş1
´1 x

3dx “ 0.

Ce qui donne

Q2px ÞÑ x3q “

ż 1

´1
x3dx

et donc Q2 est de degré d’exactitude 3 au moins.
On a

Q2px ÞÑ x4q “ 32
81 w0 ` 32

81 w2 “ 8
27 et

ş1
´1 x

4dx “ 2
5 .

Ce qui donne

Q2px ÞÑ x4q ‰

ż 1

´1
x4dx

et donc Q2 à pour degré d’exactitude maximal 3.
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