Ing. MACS 1 Analyse Numérique 1
Sup’Galilée Année 2024-2025

PARTIEL DU 8 JANVIER 2025F]
durée : 3h00.

Sans documents et sans appareils électroniques
Le baréme est donné & titre indicatif

Dans ce sujet:

e Les trois exercices sont indépendants.
e Les entrées/sorties des fonctions algorithmiques que vous écrirez devront étre décrites.

e Le but de toute fonction algorithmique que vous écrirez, et qui n’est pas explicitement demandée, devra
étre précisé.

EXERCICE 1 (0.0 points)

Soient A € M,,(K) une matrice inversible dont les éléments diagonaux sont non nuls, b € K" et £ = A™*b.
On rappelle que si G € M,,(K) alors

(Ve K, lim G*'v =0) < p(G) < 1. (1)
k—ao0

Q1)

On décompose A sous la forme A =M — N avec M inversible et on pose
B=MIN et ¢c=M"1b
On définit la suite (x!¥) g par
el e K" et glttl — Bl 4 ¢ (2)
a. Rappeler la définition de p(B), rayon spectral de la matrice B.

b. Montrer que pour tout k € IN
z— m[k+1] _ B(Q _ x[k])

c. En déduire que la suite (x*))en converge vers & quelque soit 219 si et seulement si p(B) < 1.

®. 1)

a. Le rayon spectral d’une matrice A € M,,(I) est le nombre > 0 défini par
P(A) = max {|A; (A)]; i € [1,n]}
Les A; (A) € C sont les n valeurs propres distinctes ou non de la matrice A.
b. Comme £ = A'b (sans présupposer la convergence) on a Az = b. Comme A = M — N, on a

Mz = Nz + b et alors
z=M!Nz+Mb=Bzx+ec
On obtient donc
z —zF1 = B(z — z¥).

[g] k] def

converge vers & si et seulement si la suite el*] £ 2 — 2%l converge vers 0. On a

eltl = Bke[o], Yk e IN.

c. La suite z!

D’aprés le Théoréme (3.37 page 105) du cours, on a limg_, o B¥el0l — 0, VelOl € K™ si et seulement
si p(B) < 1.

*Compilé le 2025/09/04 a 11:08:04.



On décompose la matrice A sous la forme A = D — E — F, ou D représente la diagonale de A, —E la partie
triangulaire inférieure stricte et —F la partie triangulaire supérieure stricte.
La méthode S.O.R. (successive over relaxation) est donnée par

i—1 n
k1] W k+1 k k ,
:cl[ o o (bi —;Aijxg i Z Aij:vg- ]) +(1— w)xl[ I vie [1,n] (3)

j=it+1

a. Montrer que (3)) s’écrit vectoriellement sous la forme
gl = Bt 4 ¢
ot l'on explicitera la matrice By, et le vecteur ¢ en fonction de D, E, F, et b.

b. En utilisant les résultats de Q démontrer que la suite ¥ converge vers & si et seulement si
P(By) < 1.

c. Soient L = D'E et U = D"IF. Montrer que

Bw = (I —wL) ™ (1 — w)l + wU).

d. En déduire que
P(By) = Jw —1]. (4)

e. Que peut-on en déduire sur la convergence de la méthode S.0.R?

R. 2
a. Pour la méthode S.O.R. on a , Vi € [1,n],

i—1 n
:El[kJrl] v (bl — Z Aijl'g-k+1] — 2 Aijl'g-k]) + (1 — w)l‘l[k]

Adi =1 =it

ce qui s’écrit aussi

i—1 n
— :L‘l[kﬂ] + E Aijxg-kﬂ] =b; — E Ai]mgk] + " Aiixl[.k]

w j=1 j=i+1

et matriciellement on obtient

(D _ E> gl <1—“’D i F> o b,
w

w

Comme la matrice (g — E) est inversible (car triangulaire inférieure & éléments diagonaux non

nuls), on a
-1 -1
gl = (D - E) (“UD + F) zlFl 4 (D — E) b
w w w

La matrice d’itération de S.O.R. est B, = (% — E)7l (I_TwD + F) et le vecteur ¢ = (% — E)flb.

b. En posant
M—2 EetN—"YDiF
w w

on a M inversible et
M—-—N=D-E—-F=A.

On est donc sous les hypotheses de Q[I] ce qui nous donne le résultat demandé.




c. Comme E = DL et F = DU on obtient

D A
B, — ( _ DL> (wD n DU)
w w

_ (1D[I _ wL]> h <1D[(1 W)l + wU])

w w

— (1 —wL)™ (;D> h <1D> (1 —w)l +wV)

w

= (I—wl) ™ (1 —w)l + wU) .

d. La matrice L est triangulaire inférieure & diagonale nulle car elle est le produit d’une matrice
diagonale (et donc triangulaire inférieure) D™! et d’une matrice triangulaire inférieure E a diagonale
nulle. De méme la matrice U est triangulaire supérieure a diagonale nulle.

On sait que le déterminant d’une matrice est égale aux produits de ses valeurs propres comptées
avec leurs multiplicités. En notant n la dimension de la matrice By, et en notant \;(B,) ses n
valeurs propres, on a donc

det(By) = | [ Ai(Buw).

n
i=1

Le rayon spectral de By, noté p(B,,), correspond au plus grand des modules des valeurs propres.
On a alors

p(Bu) = max. [N(Bu)| > | det(By)|/"

De plus on a
det(By) = det <(I —wl) (1= w)l + wU)) — det ((l - wL)’1> det (1 — w)l + wU))

La matrice | —wL est triangulaire inférieure & diagonale unité donc son inverse aussi. On en déduit
det ((I — wL)71> = 1. La matrice (1 — w)l + wU est triangulaire supérieure avec tous ses éléments
diagonaux valant 1 —w et donc det (((1 — w)l + wU)) = (1 —w)™. On a alors | det(By)| = |1 — w|™
et

P(By) = | det(By,)|Y™ = |1 — w].

e. Onap(By) =1, si we]—0,0]uU[2,+00[. On en déduit que la méthode S.O.R. diverge si w ¢]0;2].
Et donc, 11 est nécessaire (mais non suffisant) d’avoir w €]0; 2[ pour espérer la convergence.

A Titération k, on note le résidu par rl#l = b — Azl¥] et, Perreur par el#! = Z — zl* ou T € R™ est la solution
de Az = b.

Q. 3)
a. Soit € > 0. Montrer que si Hr[k] | < emax(|b],1) (critére d’arrét de convergence) alors, il eviste
C > 0, indépendant de €, tel que
He[’ﬂH < Cemax([b], 1)
b. [Algo] FEcrire une fonction SOR, utilisant , et permettant de retourner:
o le premier vecteur ¥l vérifiant le critere d’arrét de convergence ou le dernier vecteur zlFmax]
sinon ( kmax €tant le nombre mazimal d’itérations),
e k, le nombre d’itération si convergence et —kmax Sinon.
R. 3
a. On a
P9 b~ Agl — AT — 1) = Aelt




et donc, comme A est inversible, ekl = A"1¢[k]. On en déduit alors

el < A [ < A7 max(b, 1)e.

s
Avec C = ||A’1 H , on obtient le résultat souhaité.

b. Voici un exemple d'une telle fonction

Algorithme 1 Méthode itérative S.O.R. pour la résolution d’un systéme linéaire Ax = b

Données :
A : matrice de M, (K) ,
b : vecteur de K",
w réel de |0, 2],
x0 : vecteur initial de K",
€ la tolérence, € € R,
kmax : mnombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :
X : un vecteur de K", ler vecteur ¥
vérifiant le critére d’arrét de convergence ou
le dernier vecteur glFmax]
k  : un entier naturel, le nombre d’itération si convergence

et —kmax sinon.

1: Fonction [X, k] < Sor( A,b,w,x°, ¢, kmax )
2 k<0, X

32 z—2a'r—b—Asxzx,

4: tol « e % max(|b], 1)

5. Tantque |r| > tol et k < kmax faire

6

7

8

9

k—k+1

p—=zx

Pour i < 1 a n faire

S0

10: Pour j—1ai—1 faire
11: S«— S+ A(,J) *x(j)
12: Fin Pour
13: Pour j — i+ 1 an faire
14: S<— S+ A(@,j)*p(4)
15: Fin Pour
16: x(i) « (w/A(i,0) = (b(i) —S) + (1 — w) * p(i)
17: Fin Pour
18: r—b—Axzx,
19:  Fin Tantque
200 X <z
21:  Si |r|| > tol alors
22: k — —kmax
23:  Fin Si

24: Fin Fonction

Soient a € R et b € R?. On définit la matrice A, par

2 0
A, = 0 2
a 0

o O L

On note respectivement J £ D" (E+F) et £; < (D — E) 'F les matrices d’itérations des méthodes itératives
de Jacobi et de Gauss-Seidel.



)

a. FEtudier la convergence de la méthode de Jacobi pour la résolution de A x = b.

b. Etudier la convergence de la méthode de Gauss-Seidel pour la résolution de Ajx = b.

w3

a. Oui car la diagonale de A, est composée d’éléments non nuls.

b. On a convergence si et seulement si p(J) < 1, c’est a dire si les modules de valeurs propres de J
sont strictement plus petits que 1.

On a
00 —ia
J= 0 0 0
1
Les valeurs propres de J sont les racines du polynéme caractéristique donné par

P(A) = det(A — J)

A
= det 0
o

Ses racines sont [—% a, % a, 0] et donc on a convergence si et seulement si « €] — 2;2[.
c. On a convergence si et seulement si (L) < 1, c’est a dire si les modules de valeurs propres de £
sont strictement plus petits que 1.
On a
00 —% o
0 0 0
00 i o?

Les valeurs propres de £ sont les racines du polynéme caractéristique donné par

P(A) = det(\l — £1)

A0 %oe
=det| 0 A 0
0 0 —fa2+2A
1
=t3—1a2t2

Ses racines sont [% a?,0, 0] et donc on a convergence si et seulement si « €] — 2;2[.

EXERCICE 2 (0.0 points)

Q.

Soient n € IN* et (n + 1) couples de R?, (z;, Yi)ie[o,n]» tels que les z; sont distincts deux & deux. On note

1)
a. Soiti € [0,n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; de degré n, que l'on explicitera, et vérifiant

Li(xj) = 5ij7 V_] € [O,n] (1)

b. Montrer que les (L;)ie[o,n] forment une base de R,[X] (espace vectoriel des polynomes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a n).




® 1

a. De (|1)), on déduit que les n points distincts x; pour j € [0, n]\{i} sont les n zéros du polynéme L;

de degré n : il s’écrit donc sous la forme

Li(z) = CH(;U —xj) avec Ce R
=0
G

Pour déterminer la constante C, on utilise avec j =1

Ll(CCZ) =1= CH(.%‘Z - l’j)
J

=]

J#

=

Les points x; sont distincts deux a deux, on a [ [7_o(z; — x;) # 0 et donc

i

- 1
[ Ti=o(i — ;)

J#i

C

d’oul

Li(z) = ﬁ T%  Wie[o,n].

§=0 Li — Xy
J#i

(R2.1)

Il reste a démontrer 1'unicité. On suppose qu’il existe L; et U; deux polynomes de R,[X] vérifiant
. Alors Q; = L; — U; est polynome de degré n (au plus) admettant n + 1 zéros distincts, c¢’est

donc le polyndéme nul et on a nécessairement L; = U;.

b. On sait que dimR,[X] = n + 1. Pour que les {L;}; [y, forment une base de R,[X] il suffit de

démontrer qu’ils sont linéairement indépendants.
Soit Ag, - -+, A, n + 1 scalaires. Montrons pour cela que

DINLi=0 = X\ =0, Vi€ [0,n]
i=1

Noter que la premiére égalité est dans 'espace vectoriel R, [ X] et donc le 0 est pris au sens polynome

nul.

On a

i )\iLi =0 = i )\sz(l‘) = 0, VreR
i=1

i=1

Soit k € [0,n]. En choisissant = xj, on a par i AiLi(x) = Ag et donc

Z)‘iLi =0 = Z ANiLi(xg) =0, Yke [0,n] <= X, =0, YVke[0,n].

i=1 i=1

Les {Li};cqo,,) sont donc linéairement indépendants.

On définit le polynéme P, par

Pp(t) = i yiLi(t).
i=0

Q. 2)

a. Montrer que le polynome P,, est l'unique polynome de R,[X] vérifiant

Vi e [[O,n]], Pn(.ilfz) = VY.

(3)

b. [Algo]l Ecrire une fonction algorithmique, nommée Lagrange, retournant P,(t) avec t € R

donné.




®2

a. Par construction P,, € R,[X] et on a, Vj € [0,n],

def
(@) Z iLi(
n

Z zz]par

I
S

Pour demontrer 'unicité, on propose ici deux méthodes

e On note P, et Py deux polynémes de R, [ X] vérifiant . Le polynéme Q = P, — P} appartient
aussi a R,[X] et il vérifie, Vi € [0,n],

Q(:CZ) = Pa(.%'i) — Pb(xi) = 0.

Les n+1 points x; étant distincts, ce sont donc n+ 1 racines distinctes du polynome Q. Or tout
polynéme de degré n admet au plus n racines disctinctes. On en déduit que le seul polyndéme
de degré au plus n admettant n + 1 racines distinctes est le polynéme nulle et donc P, = Py,

e c’est 'unique polynoéme de degré au plus n vérifiant car la décomposition dans la base
{Li} [0, est unique.

b. Voici un exemple de fonction

Algorithme 2 Fonction Lacrance permettant de calculer le polynoéme d’interpolation de Lagrange P, ()
défini par (2))
Données : X : vecteur/tableau de R"*!, X (i) = x;_q Vi e [1,n + 1] et
X (i) # X(j) pour i # j,
Y : vecteur/tableau de R"*! Y (i) = y;_1 Vi e [1,n + 1],
t : un réel
Résultat : y : leréel y = P,(t).

1: Fonction y « Lacrance( t,X,Y )

2 y <« 0

3 Pour i <— 1 a n + 1 faire

4 L1

5: Pour j —1lan+1, (j ~=1) faire
6 L Ls(t—X()/(X (@)~ X(j)
7 Fin Pour

8 y—y+Y()=L

9 Fin Pour

10:  return y
11: Fin Fonction

Soit k € [0,n], on note par Py I'unique polynéme de Ry[X] vérifiant Pg(x;) = y;, Vi € [0, k], et par 7 le
polyndéme
k

me(t) = [ [t — ).

i=0
On va établir une formule de récurrence permettant de déterminer Py & partir de Py_;.

Q. 3}

En effectuant la division euclidienne du polynéme Py par le polynéme mp_1 on a

Pr =Rip—1 + Qp_1mr—1 (4)

avec Rg—1 € Rg_1[X] et Qr—1 € Ro[X].




a. Démontrer que Rp_1 = Pg_1.

b. En déduire que

c. Déterminer Py.

d. [Algo] Proposer une fonction algorithmique récursive, nommée LagrangeRec, permettant de
calculer P, (t) en utilisant la formule de récurrence (4]).

a. On a, Vi € [0, k], Px(x;) = vi, ce qui donne
=0
) —
Vie [0,k —1], yi = Rp_1(z:) + Qo1 me—1(2i) = Re—1(i).
Or Py_; est 'unique polynome de Ry_1[X] tel que Vi € [0,k — 1], Px_1(x;) = y;. On en déduit
donc R = Py_1.
b. On a

Pr(zr) = yr = R(zk) + Qro1mp—1 ().

Les points (z;)¥_, étant distincts deux a deux, on obtient 7;_1(zx) # 0 et on en déduit

Quy = Yk — qu(ﬁfk:).

c. On a Py(z) = yo.

d. Voici un exemple d'une telle fonction

Algorithme 3 Fonction LacranceREc permettant de calculer le polynéme d’interpolation de Lagrange
Pp(x) définit par ...

Données : X : vecteur/tableau de R"™! X (i) = x;_q Vie [1,n+ 1] et
X () # X (j) pour i # j,
Y : vecteur/tableau de R"*! V(i) = y;_1 Vi e [1,n + 1],
t : unréel
Résultat : 2 : leréel z = P,(t).

1: Fonction y < LacranceRec( ,X,Y )

2:  n <« length(X) — 1

33  Sin==0 alors

4 z<—Y(1)

5. Sinon

6 Q — (Y(n+1) —vracranceRec(X(n+ 1), X(1:n),Y(1:n)))/PolyPin(X(n+1),X(1:n))
7 z < LaGrANGEREC(t, X (1:n),Y(1:n)) + @ * PolyPin(¢, X (1 : n))

8:  Fin Si

9: Fin Fonction




Algorithme 4 Fonction PoryP1n permettant de calculer le polynéme 7, en t € R donné par m,(t) =
n
[ —)
j=0
Données : X : vecteur/tableau de R"™! X (i) = x;_1 Vie [1,n + 1] et
X (i) # X (j) pour i # j,
t : unréel
Résultat : y : leréel y = m,(t).

1: Fonction y « PoryPIn( ¢, X )
2 y<«—1

3: Pour j <« 0an faire

4: y—y=({t—X(+1)

5:  Fin Pour

6: Fin Fonction

Q. 4 Application

Soient A = (0,-2), B = (1,1) et C = (2,6). On cherche a expliciter le polynéme d’interpolation de
Lagrange, noté P, passant par les points A, B et C.

a. Sans utiliser la formule de récurrrence , déterminer P en détaillant les calculs.

b. En utilisant la formule de récurrence @, détailler les calculs permettant d’obtenir P.

w3

a. En utilisant la formule avec n = 2 et en posant

(ro,%0) = A, (z1,y1) = B et (22,92) = C

on obtient 1 )
Lo(z) = = (x = 1)(x — 2), Li(x) = —(x — 2)x et Lo(x) = 5 (x — 1)x.

On en déduit alors

P(z) = yoLo(z) + y1L1(x) + yolo(z) = —(z —1)(z —2) +3(x — Dz — (z — 2z = 2% + 22 — 2.

b. On a Py(z) = yo = —2 puis on utilise la formule de recurrence:
e k=1.0na
Q- y1 —Po(r1) 1--2 _3
mo(x1) 1
et donc
Pi(x) = Po(z) + Qmi(z) =3z — 2.
e k=2.0na
_yp—Pi(zr) 6-4 _1
m1(x2) 2
et donc

Py(z) = Pi(z) + Qme(z) = (z — Dz + 32— 2 =2% + 22 — 2.

ExXERCICE 3 (0.0 points)

Soient f une fonction définie sur [—1,1] & valeurs réelles et n € IN. On souhaite approcher Sl_l f(z)dz par



9y (f) une formule de quadrature élémentaire

Qu(f) €2 wif(z:) (1)
i=0

ou les (x;)I", sont des points distincts 2 & 2 dans [—1,1] et les (w;)}", sont des réels.

Q. 1)

. Démontrer que lapplication Q,, définie de CO([—1,1];R), muni de la norme infinie, a valeurs dans

. Soit k e IN. Montrer que Q,, est de degré d’exactitude k au moins si et seulement si

R est linéaire et continue.

1
Vre[0,k], Qun(z—z") = fl x"dx. (2)

®. 1)

a. On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans € C°([—1,1];R), et A et p deux réels.
Alors Af + pug € CO([-1,1];R), et on a

1=

Qn(Af +pg) =2 ' wi(Af + pg)(zj)

J

Il
o

wj (A f(x5) + pg(x;))

I

7=0
= )\2 Z w;f(z;) + p2 Z w;g(w;)
=0 g=0
=X (f) + 1Qn(9).

L’application f — Q,,(f) est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de

démontrer que

3C >0, tel que Vf € C'([~1,1;R), [Qu(f)] < C |-
Or, on a, pour tout f € C°([—1,1];R),

1Qn(f)] = 12D w; f(z))]

7=0

<2 |wjl| f(=))]

J=0

n
<CO|fly, avec C =2 Z \w;| indépendant de f.
j=0

b. = Soit r € [0,k], Comme z — 2" est dans C°([—1,1];R), et que la formule de quadrature est
exacte pour tout polynéme de degré inférieur ou égal & k, on en déduit

1
Qn(z—2z") = J x"dx, Vrel0,k].
~1

< Soit P € Rg[X]. On peut le décomposer dans la base des monomes: il existe (a;)F_, réels tels

que
k .
P(x) = Z a;x’.

i=0

Par linéarité de l'application f — Q,(f), on a

k
Qn(z > Plx)) = > a;Qn(x > 2).

=0



Par hypothése, on a
1
On(r—2a") = J x"dx, Vre[0,k]
-1
et donc

k 1 '
Oy (z > P(2)) = ;a J1 sidr.

Par linéarité de l'intégrale, on obtient

1k 1
Qn(z — P(z)) = J ) Z a;ztde = J 1 P(z)dx.
—1i=0

On en déduit donc que Q,,(f) est de degré d’exactitude k.

On note (t;)1*} les points de la discrétisation réguliére de l'intervalle [~1,1] en (n + 2) points et, pour
i € [0,n], z; le point milieu de Uintervalle [t;,¢;41].

Q. 2

a. Expliciter t; et x; en fonction de i et n.

b. Soit k € IN. Montrer que Q,, est de degré d’exactitude k au moins si et seulement si

0 st r est impaire
Vre [07 k]]: Z;)wlxz { ril sinon (3)
1=
c. Montrer que peut s’écrire sous la forme d’un systéeme linéaire AW = b avec W = (wy, ..., wp)" €

R™1 ou Uon explicitera A et b en précisant leurs dimensions.

d. En déduire qu’avec le choix des points (x;)}_, il existe une unique formule de quadrature de degré
d’exactitude n au moins.

a. On a 9
Vie[0,n+1], t; = —1 +ih, avec h = ——
n+1

et

h
Vi e [[O,n]], T =1; + 5

Ce qui donne
2i+1—(n+1)
n+1

% — (n+1)

) 1], t; =
Vie [0,n+ 1], 1

et Vie [0,n], z; =

b. On a vu que Q,, est de degré d’exactitude k au moins si et seulement si est vérifiée. Or on a

n
Vre[[0,k], Qn(x—a") =2 Z w;T;
i=0
et
0 si r est impaire
7 sinon

1
Vr e [[O,k:],f x"dx = {
-1

Ce qui prouve le résultat.

2
r+

c. On a (k + 1) équations a (n + 1) inconnues qui s’écrit sous la forme AW = b avec avec

0 .0 0
Ty Ty Ty, 1 ] I 1
:E(]j ‘/1:% ...... m’)];L x%) a’/’% ...... l"}]

A= & =1 ol e Mis1n+1(R)
':UO :L'l ...... x‘n ':BO :L’l ...... :L'n




et be RFHL avec
0 sij est pair
sinon

VjE[l,k‘+1ﬂ, ij{ 1
J

d. Avec k = n, 9, est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si
AW =b

avec Ae My 1(R) et be RN+ donnés précédemment. On peut voir que la matrice A est la trans-
posée de la matrice de Vandermonde associée aux points (x;);" . Hors cette matrice est inversible
si et seulement si les points ()}, sont distincts deux & deux. C’est le cas ici! On en déduit donc
'existence et 'unicité du vecteur W et donc des (w;);" .

On dispose des fonctions algorithmiques:

. 3 [Algo]
{Qé

e = — Solve(A,b) résolvant le systéme linéaire Az = b avec A € M,,(R) inversible et b € R",

e 2z « Power(z, y) retournant z¥ avec (r,y) € R2.

a. Ecrire une fonction algorithmique, nommée MidPoints, retournant l’ensemble des (x;)I, et des
(wi), tels que Qy, soit de degré d’exactitude n au moins.

b. Ecrire une fonction algorithmique, nommée QuadElemMidPoints, retournant Q,(f) avec f €

C'([-1,1]; R).

®3)

a. Voci un exemple de fonction:

Algorithme 5 Fonction MipPornT permettant de calculer les points (z;), et (w;), tels que Q,, soit
de degré d’exactitude n au moins

Données : n : un entier naturel.
Résultat : X : vecteur/tableau de R""™ W (i) = 2;_1 Vie [1,n + 1] et
avec

W . vecteur/tableau de R"", W (i) = w;_1 Vi€ [1,n + 1] et
X (i) # X (j) pour i # j,

1: Fonction [X,W] < MipPoinT( n )
22 h<—2/(n+1)

3 Pour i < 0 a n faire

4 X(@i+1)——-1+(+1/2)%h
5. Fin Pour

6 A —Opy1

7 Pour i — 1 a n + 1 faire

8 Pour j — 1 an+1 faire

9: A(i,j) < Power(X (j),i — 1)
10: Fin Pour

11:  Fin Pour

12: b— On+1

132 Pour j «— 1an+1 (pas +2) faire
14: b(j) —1/j

15:  Fin Pour

16: W « Solve(A,d)

17: Fin Fonction

b. Voci un exemple de fonction:




Algorithme 6 Fonction QuabELeMMIpPoINT permettant de calculer Q,(f)

Données : f : feC'[-1,1];R),
n : un entier naturel.

Résultat : vy : y=9,(f)eR.

1: Fonction y < QuabpELEMMIDpPoINT( f,7 )
2:  [X,W] < MidPoint(n)

3 y <« 0

4: Pouri<—1an+1 faire

5 yey+ W)« f(X(0)

6: Fin Pour

T Yy <«— 2%y

8: Fin Fonction

4

Q. 4 Application
On fite n = 2.

a. Déterminer explicitement les points (z;)7_, et les poids (w;)Z, de tel sorte que Qa soit de degré
d’exactitude 2 au moins.

b. Déterminer le degré d’exactitude maximal de Qs.

3

a. Onaxoz—g,m:Oetxg:%.

Qo(x—1) =2wy + 2w +2ws et S£11d$=2
Qo(x — ) = —Fwo + 3 wo et Silmdxzo

Qs (x> 22) = gwo + gwg et Sl_l 22dx = %

On obtient donc le systeme
2wy + 2w + 2w
—% wo + % w9y

8 8
g’on—Fg’lUQ

e ()= €)oo 2

Qo(z > 23) = —%wo—k%wg =0 et Silx:%d:c:O.

Il
wio © N

Apres résolution, on obtient

b. On a

Ce qui donne
1
Qa(x — x3) = f 23dx
-1

et donc Qs est de degré d’exactitude 3 au moins.

On a
4y _ 32 32 - 8 Lodg,. 2
Qo(r—a?)=gfwo+ 3w =5 et [ atde=2:
Ce qui donne

1
Qs — ) # f 2tda
1

et donc Qs & pour degré d’exactitude maximal 3.



