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1 Analyse

1.1 En vrac

Théoréme 1.1 (Théoréme de Rolle). Soient a, b deux réels, a < b, et, f : [a,b] — R. On suppose que
— f est continue sur [a,b],
— f est dérivable sur |a, b,
— 1(@) = fb).

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Théoréme 1.2 (Théoréme de Bolzano ou des valeurs intermédiaires). Soit f : [a,b] € R — R une application
continue. Si f(a) et f(b) ne sont pas de méme signe (i.e. f(a)f(b) < 0) alors il existe au moins c €]a,b[ tel

que f(c) =

Théoréme 1.3 (Théoréme des accroissements finis). Soient a et b deux réels, a < b et f une fonction continue
sur lintervalle fermé [a, b, dérivable sur lintervalle ouvert |a,b[. Alors il existe & €]a,b[ tel que

Proposition 1.4 (Formule de Taylor-Lagrange d’ordre n). Soit n € N et f € C"([a,b]) dont la dérivée n-iéme
est dérivable sur a,b[. Alors
e pour tout x, y dans [a,b], © # y, i existe £ €] min(z,y), max(z,y)[ tel que

0+ % E ) + G g )

e Vi€ [a,b], Vh € R* vérifiant (t + h) € [a, b], il existe £ €] min(t,t + h), max(t,t + h)[ tel quel

hn+1

fE+h)=F@)+ Z f(k)() T )

k=1

Fet() (2)

Définition 1.5. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. On dit que f est dominée par
g au voisinage de a, si, au voisinage de a, il existe une fonction 6 bornée telle que f = 6g. Dans ce cas, on dit
aussi que f se comporte comme un grand O de g au voisinage de a et on note alors f = O(g).

Définition 1.6. Soit f une fonction définie au voisinage de 0. On dit que f(h) se comporte comme un grand
O de h? (au voisinage de 0) si f est dominée par h — h? au voisinage de 0 et on note alors f(h) = O(hP).
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Proposition 1.7 (Formule de Taylor-Landau d’ordre n). Soit n € N et f € C"*([a,b]), alors Vt € [a,b],
Vh e R* vérifiant (t + h) € [a,b], il existe £ €] min(t,t + h), max(t,t + h)[ tel quel

n

ft+h) = Z f(k) t) + O(h" ) (3)

Corollaire 1.8 (Théoréme de la bijection). Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un

intervalle [a,b] et a valeurs réelles, alors elle constitue une bijection entre [a,b| et lintervalle fermé dont les
bornes sont f(a) et f(b).

Proposition 1.9. Soit f est une fonction bijective continue d’un intervalle ouvert I < R sur un intervalle

ouwvert J < R. Si f est dérivable en o € I et que f'(a) # 0 alors sa réciproque f~1 est dérivable en B = f(a) € J
et
1 1

(7B = (@) ou encore (f~1)'(B) = 7718

1.2 Espace métriquem

Définition 1.10 (Distance sur un ensemble). On appelle distance sur un ensemble E, une application d de
E? dans R, telle que pour tout (x,y,z) € E3 on a

o symétrie : d(z,y) = d(y,x),

e séparation : d(z,y) =0 © = =y,

e inégalité triangulaire : d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Voici quelques exemples de distances :
— d(z,y) = |z —y| dans R, C, Z ou Q
— d(z,y) = |z — y|| dans R™, ou ||.| est 'une quelconque des normes habituelles.

Définition 1.11 (Espace métrique). Un ensemble E muni d’une distance d est appelé espace métrique et
on le note (E,d).

Soient (F,d) un espace métrique, a € E et r € Ry. On appelle
e boule ouverte de centre a et de rayon r I’ensemble

Bla,r) = {z € E; d(z,a) <r},
¢ boule fermée de centre a et de rayon r ’ensemble
B(a,r) = {z € E; d(z,a) <1},
e sphere de centre a et de rayon r I’ensemble
S(a,r) ={zc F; d(z,a) =1},
Une partie A ¢ E est dites bornée si

Jze E, IReRY, Ac B(z,R).

t. En grande partie extrait du site bibmat


https://www.bibmath.net/ressources/index.php?action=affiche&quoi=agreginterne/cours/emevn.html

1.2.1 Suites

-

Définition 1.12 (Suite convergente). Soient (E,d) un espace métrique et (ul®!),en une suite d’éléments de
E. On dit que la suite (u*) e converge si

JaeE, Ye>0, INeN, Vk > N, d@* a)<e (4)

Dans ce cas on dit que la suite (ul*)) ey converge vers a e E.

Une suite qui ne converge vers aucun « € F est dites divergente et vérifie
VaeE, 3¢>0, YNeN, 3k> N, du* a)=>-e

Si la suite (ul*]) de E converge vers a (nécessairement unique dans E) alors on dit que a est la limite de (ul*])
et on note
lim u® —=a ou ulfl = a.
k—+00 k— 400

1.2.2 Ouverts et fermés

Soit (E,d) un espace métrique.
Soient x € F et V < E. On dit que V est un voisinage de z s’il existe r € R* tel que B(z,r) C V.
On dit que U < F est un ouvert de E si elle est voisinage de tous ses points :

Ve eU, IreRY, Bx,r)c U (5)

Proposition 1.13. o F et (J sont des ouverts,
e une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert,
e une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

On dit que U < E est un fermé de E si son complémentaire est un ouvert de E.

Proposition 1.14. e E et (J sont des fermés,
e une réunion finie de fermés est un fermé,
e une intersection quelconque de fermés est un fermé.

Soit A c E.
e On dit que £ € E est un point intérieur de A si

IreRY, Bz, r) c A.
On appelle intérieur de A et on note A Pensemble des points intérieurs de A.

L’ensemble A est un ouvert : cest le plus grand ouvert contenu dans A.
e On dit que z € E est un point adhérent & A si

VreRY, Bz, t)n A+ &.

On appelle adhérence de A et on note A ensemble des points adhérents de A. L’ensemble A est un fermé :
c’est le plus petit fermé contenant A.

Théoréme 1.15. Soient Ac E etz € E.
e x € A si et seulement s’il existe une suite (ulFl) de A qui converge vers .
o A est fermé si et seulement si, pour toute suite (u[k]) de A qui converge vers a € E, alors a € A.

Définition 1.16. Une partie K < E est dites compacte si, de toute suite ('u,[k]) de K, on peut extraire une
sous-suite convergente vers un élement de K.

e toute réunion finie de compacts est compacte,
e toute intersection quelconque de compacts est compacte,
e toute partie compacte de E est fermée et bornée.



1.2.3 Limites et continuité

Soient (F,d) et (F,d) deux espaces métriques, et f : E — F une fonction. Soit a € E. on dit que f admet une
limite en « si

IBeF, Ve>0, 30 >0, Vx e E, (d(x,a) < = d(f(z),B) < 5) (6)
Cette limite, si elle existe, est nécessairement unique, égale a B, et on note alors

lim f(@) =B on f(z) — B.

—Q

Proposition 1.17. f admet une limite B en a si et seulement si pour toute suite ul¥! de E qui converge vers
a, alors la suite f(ul*l) de F' converge vers B.

Définition 1.18. Soient (E,d) et (F,d) deuzx espaces métriques, et f : E — F une fonction.
e [ est continue en a € E si f admet une limite en a (nécessairement égale a f(a)) ou encore

Ve>0, 30 >0, Vx e E, (d(x,a) < = d(f(x), fla)) <s>. (7)

o f est continue sur A c E si elle est continue en chaque point de A.

Théoréme 1.19. Soient (E,d) et (F,d) deux espaces métriques, et f : E — F une fonction.
f est continue en a € E si et seulement si, pour toute suite ulkl de E qui converge vers o, alors la suite f('u,[k])
de F converge vers f(a).

Théoréme 1.20. Soient (E,d) et (F,d) deux espaces métriques, et f : E —> F une fonction. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

e [ est continue sur F,

e L’image réciproque d’un ouvert de F par f est un ouvert de E,

e L’image réciproque d’un fermé de F par f est un fermé de E.

Définition 1.21. Soient (E,d) et (F,d) deux espaces métriques, et f : E — F une fonction.
On dit que [ est Uniformément continue sur A c E si

Ve >0, 36 > 0 tel que ¥(z,y) € A?, (d(x,y) <d = d(f(x), fy)) < 5).

Définition 1.22. Soient (E,d) et (F,d) deuzx espaces métriques, et f : E —> F une fonction.

e On dit que f est Lipschitzienne de rapport K € Ry ou K-lipschitzienne sur A c E si

V(@,y) € A%, d(f(z), f(y)) < K d(z,y).

e On dit que f est contractante sur A c E si elle est lipschitzienne de rapport K € [0,1] sur Ac E.

e Toute application lipschitzienne est uniformément continue.
e Toute application uniformément continue est continue.
Les réciproques sont fausses.

Théoréme 1.23. Soient (E,d) et (F,d) deuz espaces métriques, K un compact de E, et f : K —> F. Si f est
continue sur K alors f(K) est un compact de F.




[ Théoréme 1.24 (Théoréme de Heine). Toute fonction continue sur un compact est uniformément continue.

1.2.4 Suites de Cauchy

Définition 1.25 (Suite de Cauchy). Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (), d’éléments de E
est dites de Cauchy si

Ve >0, IM e N, tel que ¥(p,q) € N>, p,q > M, d(z 2l1) <e

ce qui correspond G
lim  sup d(@?, =zl =o.

m"+‘x‘p,q>m
Une autre maniére de [’écrire est
Ve >0, IM e N, tel que Vke N, k> M, Yie N, d@kd ) <
ce qui correspond G

lim sup d z[k“],x[k] = 0.
m——+00 k‘?m,II)BO ( )

Définition 1.26 (Espace métrique complet). Un espace metrique est dit complet si toute suite de Cauchy
converge.

Proposition 1.27. Si E est un espace vectoriel normé de norme |.| alors E est un espace métrique pour la
distance d issue de sa norme et définie par d(z,y) = |z —y||, V(z,y) € E2.

Définition 1.28 (Espace de Banach). On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet pour
la distance issue de sa norme.

Par exemple, les espaces vectoriels normés (R, | e |), (C,|e]), (R, ||e]), (C™,|le|) sont des espaces de Banach. Plus

généralement, un espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.

1.2.5 Ordre de convergence

Définition 1.29 (Ordre de convergence). Soient (E,d) un espace métrique et (ul*l) o une suite d’éléments
de E convergeant vers a € E avec, Vk € N, ul*! # o.
Soit p € [1,+w[. On dit que cette suite converge vers a avec un ordre p au mMoins si

3C >0, Jkg e N, tels que Yk = ko, d@l 1 a)<Cd@ a)P. (8)

ou C<1lsip=1.
On dit que cette suite converge vers a avec un ordre p (exactement) si elle converge a ’ordre p au moins

et si o]
. d(u a)

J

Soient (E,d) un espace métrique et (ul*);cn une suite d’élements de E convergeant vers a € E avec, Vk € IV,

ulfl 2 .
Soit p € [1, +oo[.
La suite converge vers a a ’ordre 1 (exactement) si

()
I €]0,1[, tel que kEIJrrloo AW ey

= p (10)



Dans ce cas la convergence est dite linéaire.

e Si (|10) est vérifiée pour p = 0, alors la convergence est dites super-linéaire .
e Si ([10) n’est vérifiee pour aucun p €]0, 1[, alors la convergence est dites sous-linéaire.
La suite converge vers a a l’ordre p > 1 (exactement) si

[k+1]
Ju >0, tel que lim d(u ,0)

ko400 d(u[’ﬂLa)P =M

et dans ce cas la convergence est super-linéaire.
La convergence d’ordre 2 (resp. 3) est dite quadratique (resp. cubique).
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