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Ing. MACS 1 2025-2026
Analyse Numérique I :
Résolution de systémes linéaires
Méthodes itératives

Soient A € M,,(C) inversible et b € C™.
On souhaite construire des matrices d’itérations B et des vecteurs ¢ telles que

2t = Bzl 4 ¢, k>0, 2 arbitraire
vérifie

lim z!*l = % avecz = Ab
k—o0

3.1 Reésultats généraux

Théoréme 3.1 ([aofind). Soit A€ M, (K) une matrice inversible décomposée sous la forme A =M — N avec
M inversible. On pose
B=MIN et ¢c=M"b.

Alors la suite définie par
zl0 e K* et gl = BzlF 1 ¢

converge vers T = Ab quelque soit 2! si et seulement si p(B) < 1.

Théoréme 3.2 (p>. Soient A une matrice hermitienne inversible décomposée en A = M — N avec M
inversible et M* + N hermitienne définie positive. On a alors

P(MIN) < 1 si et seulement si A est définie positive.

3.2 Notations

Soient A € M,,(C) inversible avec Vi € [1,n], A;; # 0, et be C™.
On décompose A sous la forme

A=D-E—-F= D
—E

avec D = diag(A) inversible, E triangulaire inférieure a diagonale nulle et F triangulaire supérieure & diagonale nulle.

3.3 Meéthodes classiques
Soit zl% e C".
e La méthode itérative de Jacobi s’écrit sous forme scalaire
Vk e N, (w e[1,n], a1 = Ai <b1- - zn] Aijxgk]> > (1)
" j=1j#i
et sous forme vectorielle
Vk e IN, (ﬂkﬂ] =D(E + F)zlfl 4 D‘1b>. (2)
et on note J € M,,(C) sa matrice d’itération

J=DYE+F) (3)
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e La méthode itérative de Gauss-Seidel s’écrit sous forme scalaire

i—1 n
. k+1 1 k+1 k
VI{?EIN, (V’LEHLHH, .TZ[ +]=A”<bi—2Aij$£+]— Z Az‘jl’j[- ]>>
i j=1

j=i+1

et sous forme vectorielle
Vk e NN, (zUHlJ = (D—-E)'Fzl*l 4 (D - E)'lb).

et on note G € M, (C) sa matrice d’itération
G=(D-E)'F

e La méthode itérative S.O.R. (successive over relaxation) de parameétre w € R s’écrit sous forme scalaire

i—1 n
Vk e N, <Vi € [1,n], xl[k-H] = Aﬂ (bi - Z Aij$5k+1] _ 2 Aijxj[‘k]> +(1- w)xz[‘k]>
1 j=1

j=i+1

et sous forme vectorielle

-1 -1
Vk e N, (:z:[kﬂ] = (D —E) <1wD+F) zlF (D —E) b).
w w w

et on note L,, € M,,(C) sa matrice d’itération
-1
Loy = <D—E) (1“’0+F).
w w

Avec les notations du Théoréme[3.1} on a

En particulier, on a £; = G.

e Jacobi: J=MNavecM=Det N=E+F.
o Gauss-Seidel : G=M*NavecM=D—-EetN=F
e SOR.: L, =M'NavecM=2_EetN=1"“D+F

Proposition 3.1. Soit A une matrice inversible telle que tous ses éléments diagonauzx soient non nuls. On

note D = diag(A) et E, F, les matrices a diagonales nulles respectivement triangulaire inférieure et supérieure
telles que A=D — E — F.
La matrice d’itération de la méthode S.O.R., notée L., donnée par

(29 (00

P(Ly) = |w—1]. (10)

La méthode S.0.R. diverge si w €] — 0, 0] U [2, +0o0[.
Une condition nécessaire de convergence de la méthode S.O.R. est 0 < w < 2.

vérifie

Proposition 3.2 (Matrice tridiagonale). Soit A € M,,(R) une matrice tridiagonale (i.e. A; ; =0, st |i—j| > 1)
d’éléments diagonauxr non nuls.
Alors les rayons spectrauz des matrices d’itération de Jacobi, I, et de Gauss-Seidel, L1, vérifient

P(Ly) = /)(J)Q.




Proposition 3.3 ([Matrice tridiagonale voir Ciarlet[2006],Introduction a 'analyse numérique matricielle et a I'optimisation, Théoréme 5.3-5,
pages 106 2 109.). S0it A € M, (R) une matrice tridiagonale dont les éléments diagonaux sont non nuls. On suppose
que les valeurs propres de la matrice d’itération de Jacobi J sont réelles et que p(J) < 1.

On note wy le parametre optimal de la méthode S.O.R. vérifiant

p(['wo) = wrer]%g[ (p(ﬂw))-

et donné par

2
wy= —————— > 1. (11)
1+ 4/1—p(3)2

On a alors
P(Lwy) =wo —1 et P(Ly,) < P(L1) =P(I)? < p(I).

Théoréme 3.3 (voir Lascaux-Theodor, vol.2, Theoreme 19 et 20, pages 346 a 349). O01t A une matrice ¢ diagonale strictement
dominante ou une matrice inversible a diagonale fortement dominante alors

e la méthode de Jacobi est convergente,

e si we€l0,1] la méthode S.O.R. est convergente.

Théoréme 3.4 (voir Lascaux-Théodor, vol.2, Corollaire 24, page 351). 901t A une matrice hermitienne définie positive, alors
la méthode S.O.R. converge si et seulement si w €]0, 2[.
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