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Ing. MACS 1 2025-2026
Analyse Numérique I :
Résolution de systémes non-linéaires [

1 Recherche des zéros d’une fonction

1.1 Meéthode de dichotomie ou de bissection

OCLO:(I,bQ:betJJo:%er,
e Vke N

ap+1 = bpy1 = Ty, f(zr) =0,

A1 = Tk, beyr = b si f(bg)f(zk) <

ak+1 = Gk, bpy1 =z sinon (ie. f(a )( k) <0.)
et

Tht1 = (CL]H_l + bk+1)/2-

Proposition 1.1. Soit f : [a,b] € R — R une fonction continue vérifiant f(a)f(b) < 0 et admettant « €]a, b[
comme unique solution de f(x) = 0. Alors la suite (xx)ken définie par la méthode de dichotomie converge vers

a et

b—
|l’k*0&|<2T_~_?, VkE]N

log(*Z)
On a alors Ve > 0, Yk = lgog(Q) -1

|zp —al <e

.

1.2 Points fixes d’une fonction (dimension 1)

Théoréme 1.2 (Théoréme du point fixe dans R (application continue)). Soient [a,b] un intervalle non vide
de R et ® une application continue de [a,b] dans lui-méme. Alors, il existe au moins un point o € [a,b]
vérifiant ®(a) = a. Le point « est appelé point fire de la fonction ®.

De plus, si ® est contractante (lipschitzienne de rapport L € [0,1]), c’est & dire

IL <1 t.q. |®(x) — D(y)| < Llz — y| Y(x,y) € [a,b]%, (1)

alors ® admet un unique point fixe o € [a, b].
Pour tout g € [a,b], la suite
Thy1 = (I)(l'k)7 VkeN (2)

est bien définie et elle converge vers a avec un ordre 1 au moins.
On a les deux estimations suivantes :

ley —a| < LF|lzg —al, Yk >0, (3)

lzp —al <

— |zk — zxal, VE>0, (4)

Théoréme 1.3 (Théoréme du point fixe dans R (application contractante)). Soient I < R un intervalle fermé,
non vide, et ® une application contractante de I dans lui-méme. Alors, il existe un unique point « € I vérifiant
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®(a) = a. Le point a est appelé point fixe de la fonction . Pour tout xg € I, la suite
T+l = (I)($k), Vke N (5)

est bien définie et elle converge vers a avec un ordre 1 au moins.

Théoréme 1.4 (Théoréme du point fixe dans R (application C')). Soient I = R un intervalle fermé, non
vide, et ® € C1(I) vérifiant ®(I) < I et

L < 1 tel que Yz € I, |®'(z)| < L, (6)
Soit xg € I et (z)ren la suite définie par x1 = P(x). On a alors
1. la fonction ® admet un unique point fize a € I,
Vke NN, xp e,

la suite (xr) converge vers a avec un ordre 1 au moins.

e

Si xg # «, alors
. Tpy1 — &
lim —————

k—>+0 I —

=P (a). (7)

et, si () # 0, la convergence est d’ordre 1 (exactement).

Théoréme 1.5 (Convergence locale du point fixe). Soit a un point fize d’une fonction ® de classe C' au
voisinage de Q.
Si |9 («)| < 1, alors il existe & > 0 pour lequel xy, converge vers o pour tout xg tel que |xg — a| < 8. De plus,
St To # a, ON a

lim LY g/(a). (8)

k—>+w T —

st @' (ar) # 0, la convergence est d’ordre 1 (exactement).

1.2.1 Points fixes attractifs et répulsifs

Soit @ : [a,b] —> [a,b] une application de classe C! admettant un point fixe o € [a, b].
e Si|®'(a)| <1 alors « est un point fixe attractif,

e Si |®'(a)| > 1 alors « est un point fixe répulsif.

1.2.2 Ordres

Proposition 1.6. Soit p e IN*, et & € CP*1(V) pour un certain voisinage V de o point fize de ®. Si & (a) = 0,
pour 1 < i < p, alors la méthode de point fize associée a la fonction ® est d’ordre (p + 1) au moins et

_ (p+1)
lim e S o (0‘)‘ (9)
k—+oo (z) — a)Ptl (p+1)!

Elle est d’ordre (p + 1) (ezactement) si ®P+1(a) # 0.

1.2.3 Meéthode de la corde

b—a
f(b) = f(a)
On pose ®(z) =z — ﬁf(a:)7 alors xp41 = O(xg).

T+l = Tk — f(xk)7 Vk e IN.



. ) : F(b)—f(a
Proposition 1.7 (convergence, méthode de la corde). Soit f € C*([a,b]) tel que f(b) # f(a) et X = %.
On suppose de plus que Vz € [a, b]

min(A(z — a), A(z — b)) < f(x) < max(A(z — a), A(x — b)) (10)
min(0,2)\) < f'(z) < max(0, 2)\) (11)

On note (zy)ken la suite donnée par xg € [a,b] et pour tout k =0

f(zr)
T

Tk41 = Tk —

alors la suite (xy) est bien définie et converge vers unique racine « € [a,b] de f.

\.

Proposition 1.8 (ordre de convergence de la méthode de la corde). Soit f € C1([a,b]) tel que f(b) # f(a).
Soit (z)ren la suite définie par la méthode de la corde

b—a
f(b) = f(a)

Si cette suite converge vers « €la,b[ alors la convergence est au moins d’ordre 1.

f(zk), Vk e N avec xg € [a, b]

Te+1 = Tk —

De plus, si f est de classe C* sur un certain voisinage V de o et si f'(a) = W alors la convergence est
au moins d’ordre 2.

1.2.4 Meéthode de Newton

Proposition 1.9 (convergence de la méthode de Newton). Soit f une fonction de classe C* sur un certain

voisinage d’une racine simple « de f. Soit xy donné dans ce voisinage, la suite (zy)rew définie par la méthode
de Newton

Tkl = Tk — ff/((zll)), Vk € IN. (13)

est localement convergente d’ordre 2.

1.3 Meéthode de la sécante

Alternative a la méthode de Newton lorsque ’on ne connait pas la dérivée de la fonction f :

f/(xk-) ~ flxy) — f(xk’—l).

Tk — Tk—1

Proposition 1.10 (Convergence méthode de la sécante). Soit f une fonction de classe C? sur un certain
voisinage d’une racine simple o de f. Soient x_; et x¢ donnés dans ce voisinage tels que f(x_1) # f(xo) , la
suite (xg)kew définie par la méthode de la sécante

Tk — Tp—1

@0 = f@r ) f(xk_l)f(xk), Vk e IN. (14)

Tk41 = Tk —

est localement convergente d’ordre ”T‘@ ~ 1.618.

2 Résolution de systémes non linéaires

Soient U = RN un ouvert et f € CO(U; RY)




Trouver & € U < RY tel que

On pose, par ex., ®(z) =z + f(z),
fx)=0 «®(x) =2z

Trouver a € U < RV tel que
<I>1(a1,...,aN) = O]
®y(ar,...,ay) = a

®la)=a < .
QN(alv"'aaN) = an

2.1 Point fixe

e

Théoréme 2.1 (Point fixe de Banach). Soit B un espace de Banach et U < B un sous-ensemble fermé. On
suppose que ® : U —> U est une application strictement contractante, i.e.

Le[0,1], |®(z)-2@W)|<Llz-yl, V(z.y)eUxU. (15)
Alors

1. ® admet un unique point fixre @ € U (i.e. unique solution de £ = ®(x)).

2. La suite des itérés £lF 1 = ®(xl*]) converge vers a pour toute valeur initiale 2! € U.

3. Pour tout k € N,

W) < L0 pen _ i
R e A

0<
1-L ’

o~

<k (16)

\.

2.1.1 Meéthode de Newton

f:RY — RY une fonction suffisament réguliére. On défini la matrice Jacobienne de f, notée J £, par

of1 of1 of1
oxq oo ox
ofa  Of2 Of2
Jf — (71.E1 (3I2 Tt aIN
ofn  Ofn ofn
oxq oxo ox N

Théoréme 2.2. Soit f € C3(RY;RY). On suppose que la matrice Jacobienne appliquée en z, Js(x) est

inversible dans un voisinage de a, avec f(a) = 0. Alors pour tout zl% suffisament proche de a la suite définie
par

Pl _ k] ((Jf(m[k])>_1f(z[k])

converge vers a et la convergence est d’ordre 2.
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