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Analyse Numérique I :

Résolution de systèmes non-linéaires ∗

1 Recherche des zéros d’une fonction

1.1 Méthode de dichotomie ou de bissection
• a0 “ a, b0 “ b et x0 “ a`b

2 ,

• @k P N
$

’

&

’

%

ak`1 “ bk`1 “ xk si fpxkq “ 0,

ak`1 “ xk, bk`1 “ bk si fpbkqfpxkq ă 0,

ak`1 “ ak, bk`1 “ xk sinon (i.e. fpakqfpxkq ă 0.)

et
xk`1 “ pak`1 ` bk`1q{2.

Proposition 1.1. Soit f : ra, bs Ă R ÝÑ R une fonction continue vérifiant fpaqfpbq ă 0 et admettant α Psa, br
comme unique solution de fpxq “ 0. Alors la suite pxkqkPN définie par la méthode de dichotomie converge vers
α et

|xk ´ α| ď
b ´ a

2k`1
, @k P N.

On a alors @ϵ ą 0, @k ě
logp

b´a
ϵ q

logp2q
´ 1

|xk ´ α| ď ϵ.

1.2 Points fixes d’une fonction (dimension 1)

Théorème 1.2 (Théorème du point fixe dans R (application continue)). Soient ra, bs un intervalle non vide
de R et Φ une application continue de ra, bs dans lui-même. Alors, il existe au moins un point α P ra, bs
vérifiant Φpαq “ α. Le point α est appelé point fixe de la fonction Φ.
De plus, si Φ est contractante (lipschitzienne de rapport L P r0, 1r), c’est à dire

DL ă 1 t.q. |Φpxq ´ Φpyq| ď L|x ´ y| @px, yq P ra, bs2, (1)

alors Φ admet un unique point fixe α P ra, bs.
Pour tout x0 P ra, bs, la suite

xk`1 “ Φpxkq, @k P N (2)

est bien définie et elle converge vers α avec un ordre 1 au moins.
On a les deux estimations suivantes :

|xk ´ α| ď Lk|x0 ´ α|, @k ě 0, (3)

|xk ´ α| ď
L

1 ´ L
|xk ´ xk´1|, @k ě 0, (4)

Théorème 1.3 (Théorème du point fixe dans R (application contractante)). Soient I Ă R un intervalle fermé,
non vide, et Φ une application contractante de I dans lui-même. Alors, il existe un unique point α P I vérifiant
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Φpαq “ α. Le point α est appelé point fixe de la fonction Φ. Pour tout x0 P I, la suite

xk`1 “ Φpxkq, @k P N (5)

est bien définie et elle converge vers α avec un ordre 1 au moins.

Théorème 1.4 (Théorème du point fixe dans R (application C1)). Soient I Ă R un intervalle fermé, non
vide, et Φ P C1pIq vérifiant ΦpIq Ă I et

DL ă 1 tel que @x P I, |Φ1pxq| ď L, (6)

Soit x0 P I et pxkqkPN la suite définie par xk`1 “ Φpxkq. On a alors

1. la fonction Φ admet un unique point fixe α P I,

2. @k P N, xk P I,

3. la suite pxkq converge vers α avec un ordre 1 au moins.

4. Si x0 ‰ α, alors
lim

kÑ`8

xk`1 ´ α

xk ´ α
“ Φ1pαq. (7)

et, si Φ1pαq ‰ 0, la convergence est d’ordre 1 (exactement).

Théorème 1.5 (Convergence locale du point fixe). Soit α un point fixe d’une fonction Φ de classe C1 au
voisinage de α.
Si |Φ1pαq| ă 1, alors il existe δ ą 0 pour lequel xk converge vers α pour tout x0 tel que |x0 ´ α| ď δ. De plus,
si x0 ‰ α, on a

lim
kÑ`8

xk`1 ´ α

xk ´ α
“ Φ1pαq. (8)

si Φ1pαq ‰ 0, la convergence est d’ordre 1 (exactement).

1.2.1 Points fixes attractifs et répulsifs

Soit Φ : ra, bs ÝÑ ra, bs une application de classe C1 admettant un point fixe α P ra, bs.

‚ Si |Φ1pαq| ă 1 alors α est un point fixe attractif,

‚ Si |Φ1pαq| ą 1 alors α est un point fixe répulsif.

1.2.2 Ordres

Proposition 1.6. Soit p P N˚, et Φ P Cp`1pVq pour un certain voisinage V de α point fixe de Φ. Si Φpiqpαq “ 0,
pour 1 ď i ď p, alors la méthode de point fixe associée à la fonction Φ est d’ordre pp ` 1q au moins et

lim
kÑ`8

xk`1 ´ α

pxk ´ αqp`1
“

Φpp`1qpαq

pp ` 1q!
. (9)

Elle est d’ordre pp ` 1q (exactement) si Φpp`1qpαq ‰ 0.

1.2.3 Méthode de la corde

xk`1 “ xk ´
b ´ a

fpbq ´ fpaq
fpxkq, @k P N.

On pose Φpxq “ x ´ b´a
fpbq´fpaq

fpxq, alors xk`1 “ Φpxkq.
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Proposition 1.7 (convergence, méthode de la corde). Soit f P C1pra, bsq tel que fpbq ‰ fpaq et λ “
fpbq´fpaq

b´a .
On suppose de plus que @x P ra, bs

minpλpx ´ aq, λpx ´ bqq ď fpxq ď maxpλpx ´ aq, λpx ´ bqq (10)
minp0, 2λq ă f 1pxq ă maxp0, 2λq (11)

On note pxkqkPN la suite donnée par x0 P ra, bs et pour tout k ě 0

xk`1 “ xk ´
fpxkq

λ
. (12)

alors la suite pxkq est bien définie et converge vers l’unique racine α P ra, bs de f.

Proposition 1.8 (ordre de convergence de la méthode de la corde). Soit f P C1pra, bsq tel que fpbq ‰ fpaq.
Soit pxkqkPN la suite définie par la méthode de la corde

xk`1 “ xk ´
b ´ a

fpbq ´ fpaq
fpxkq, @k P N avec x0 P ra, bs

Si cette suite converge vers α Psa, br alors la convergence est au moins d’ordre 1.

De plus, si f est de classe C2 sur un certain voisinage V de α et si f 1pαq “
fpbq´fpaq

b´a alors la convergence est
au moins d’ordre 2.

1.2.4 Méthode de Newton

Proposition 1.9 (convergence de la méthode de Newton). Soit f une fonction de classe C2 sur un certain
voisinage d’une racine simple α de f. Soit x0 donné dans ce voisinage, la suite pxkqkPN définie par la méthode
de Newton

xk`1 “ xk ´
fpxkq

f 1pxkq
, @k P N. (13)

est localement convergente d’ordre 2.

1.3 Méthode de la sécante
Alternative à la méthode de Newton lorsque l’on ne connait pas la dérivée de la fonction f :

f 1pxkq «
fpxkq ´ fpxk´1q

xk ´ xk´1
.

Proposition 1.10 (Convergence méthode de la sécante). Soit f une fonction de classe C2 sur un certain
voisinage d’une racine simple α de f. Soient x´1 et x0 donnés dans ce voisinage tels que fpx´1q ‰ fpx0q , la
suite pxkqkPN définie par la méthode de la sécante

xk`1 “ xk ´
xk ´ xk´1

fpxkq ´ fpxk´1q
fpxkq, @k P N. (14)

est localement convergente d’ordre 1`
?
5
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2 Résolution de systèmes non linéaires
Soient U Ă RN un ouvert et fff P C0pU ;RN q
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Trouver ααα P U Ă RN tel que

fffpαααq “ 0 ðñ

$

’

’

’

&

’

’

’

%

fff1pααα1, . . . ,αααN q “ 0
fff2pααα1, . . . ,αααN q “ 0
...
fffN pααα1, . . . ,αααN q “ 0

On pose, par ex., ΦΦΦpxxxq “ xxx ` fffpxxxq,
fffpxxxq “ 0 ô ΦΦΦpxxxq “ xxx

Trouver ααα P U Ă RN tel que

ΦΦΦpαααq “ ααα ðñ

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ΦΦΦ1pααα1, . . . ,αααN q “ ααα1

ΦΦΦ2pααα1, . . . ,αααN q “ ααα2

...
ΦΦΦN pααα1, . . . ,αααN q “ αααN

2.1 Point fixe

Théorème 2.1 (Point fixe de Banach). Soit B un espace de Banach et U Ă B un sous-ensemble fermé. On
suppose que ΦΦΦ : U ÝÑ U est une application strictement contractante, i.e.

DL P r0, 1r, }ΦΦΦpxxxq ´ΦΦΦpyyyq} ď L }xxx ´ yyy} , @pxxx,yyyq P U ˆ U. (15)

Alors

1. ΦΦΦ admet un unique point fixe ααα P U (i.e. unique solution de xxx “ ΦΦΦpxxxq).

2. La suite des itérés xxxxxxxxxrk`1s “ ΦΦΦpxxxxxxxxxrksq converge vers ααα pour toute valeur initiale xxxxxxxxxr0s P U.

3. Pour tout k P N,
›

›

›
ααα ´xxxxxxxxxrks

›

›

›
ď

Lk´l

1 ´ L

›

›

›
xxxxxxxxxrl`1s ´xxxxxxxxxrls

›

›

›
, 0 ď l ď k (16)

2.1.1 Méthode de Newton

fff : RN ÝÑ RN une fonction suffisament régulière. On défini la matrice Jacobienne de fff, notée Jfff , par

Jfff “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

Bf1
Bx1

Bf1
Bx2

. . . Bf1
BxN

Bf2
Bx1

Bf2
Bx2

. . . Bf2
BxN

...
...

...
BfN
Bx1

BfN
Bx2

. . . BfN
BxN

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Théorème 2.2. Soit fff P C3pRN ;RN q. On suppose que la matrice Jacobienne appliquée en xxx, Jfff pxxxq est
inversible dans un voisinage de ααα, avec fffpαααq “ 0. Alors pour tout xxxr0s suffisament proche de ααα la suite définie
par

xxxrk`1s “ xxxrks ´

´

pJfff pxxxrksq

¯´1

fffpxxxrksq

converge vers ααα et la convergence est d’ordre 2.
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