Proposition ( ordre de convergence de la méthode de la corde). Soit f € C*([a,b]) tel que f(b) # f(a). Soit (x})ren la suite définie
par la méthode de la corde
b—a
Tkl = Th — T8 77
" f(b) = f(a)
Si cette suite converge vers a €la, b[ alors la convergence est au moins d’ordre 1.

f()=f(a)
b—a

De plus, si f est de classe C? sur un certain voisinage V de o et si f'(a) = !

f(zr), Vk e N avec xq € |a, b]

alors la convergence est au moins d’ordre 2.

Proof. e Order 1 : On note A\ = W. On a par définition zp 1 = 2 — @ (ce qui suppose que f(xy) soit bien définie, i.e.
xy € [a,b]). Comme X\ # 0 et f continue, I'hypothése (z)) converge vers « entraine que f(a) = 0.
Pour définir I'ordre de convergence, on suppose de plus que Yk € IN, ;. # «. On peut alors appliquer la formule de Taylor-Lagrange :
il existe &, compris entre zj. et a tel que

flay) = fla) +(@p— o) f' (&) = (2 — ) f/(&)-
-0

On a alors en utilisant cette expression dans la définition de la suite x},

Thp1 = o — (2 — @)

En soustrayant a a cette équation on obtient

k
Thi1 —a =1 —a— (v — a) = (vp —a)(1 -

Comme x;. # «, on a alors
Lp+1 — &
T — A A




Or z}, converge vers « et &, compris entre xj, et «, ce qui entraine que &, converge vers «. La fonction f/ étant continue, on en déduit
que f'(&) converge vers f’(a). Ceci donne donc

llm ’xk+1 _ Oé‘

k =2
—t0  |Tp —«

La convergence est donc d’ordre 1 (exactement) si p €]0, 1[ et au moins d’ordre 1 si = 0. Si f'(a) = 0, et donc p = 1, la convergence

est sous-linéaire.

e Order 2 : La suite étant convergente, il existe kg € N tel que Yk = ko, z, € V. Soit k > kg, comme f € C*(V), on peut appliquer la
formule de Taylor-Lagrange : il existe n; € V compris entre x; et o que

) (z, — @) L)
flzg) = fla) +(zp — o) f (@) + ————F" (mp).
-0
On a alors en utilisant cette expression dans la définition de la suite x},
1 T — a)?
et == 3 (- )@ + 2 ).
En soustrayant a a cette équation on obtient
"« 1 (2 — )?
vt — = (a—a)(1- 10y 2B o
—_——
=0 par hyp.

Comme 7y, € V converge vers o (car compris entre x et «) et f(2) continue sur V, on en déduit

ol _ 120)
k-t (T — a)? 2|\l




La convergence est donc (au moins) d’ordre 2.
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