Proposition (convergence de la méthode de Newton). Soit f une fonction de classe C* sur un certain voisinage d’une racine simple
a de f. Soit xg donné dans ce voisinage, la suite (xy)rew définie par la méthode de Newton

Lhal1 = T — ff/((xxz)), Vk e IN. (P—l)

est localement convergente d’ordre 2.

Proof. Comme « est racine simple de f (i.e. f(a)=0et f'(a) # 0) et f' continue, il existe un voisinage ¥V de « tel que pour tout x € V,
f'(x) # 0. On peut alors définir la fonction ® sur V par
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Veel, ®x)=x-— ()

On a alors 7341 = ®(x,). La fonction ® est de classe C! sur V et
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On a donc ®'(a) = 0 car f(a) = 0. D’aprés le théoréme de convergence locale du point fixe (théoréme [1.5)), on en déduit que la suite
(x1) converge vers « (et que la convergence est au moins d’ordre 1. Pour démontrer qu’elle est d’ordre 2, on ne peut utiliser le théoréme
car ® n’est pas de classe C2. Toutefois comme f est de classe C2, on applique la formule de Taylor-Lagrange aux points zx, o (en supposant

xp # «) : il existe & compris entre x et a tel que
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Comme f’(x;) # 0, 'équation précédente s’écrit aussi
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On obtient alors

a—zp _ [P(&)
(@—zp)*  2f"(xk)
La fonction f est de classe C? et la suite & converge vers a (car &, compris entre zj et a). Ceci entraine par passage a la limite que

g —a ()
kl—l>rfoo (3 — )2 2f'(a)’

La convergence est donc d’ordre 2.
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