EXERCICE 1

On suppose que la fonction f est continue sur [a,b], vérifie f(a)f(b) < 0 et qu'il existe un unique « €]a, b tel que f(a) = 0. On défini
les trois suites (ag)ren, (bk)ken €t (Tk)renw par

oa0=a,b0=betx0=aT+b,
o Vk e N,
Aht1 = bpy1 = T si f(xr) =0,
Apg1 = T, bpr = by st f(bp) f(2r) <0,
A1 = ak, by =2 st flag) f(zy) <O,
et

Try1 = (agr1 + bpr1)/2.

Q. 1 a. Montrer par récurrence faible sur k € IN que

(Pr) : a<ap<apy1 <a<bgy <b<b.

b. En déduire que les suites (ag), (by) et (xy) convergent vers c.

R.1 a. e Initialisation. Montrons que (Py) est vraie.
Onaa<b,ag=a,by=>b, 9= (ap+by)/2 et a €]a,b].



o si f(xg) =0, alors a1 = by = 29 = «.
o si f(zo)f(by) < 0, alors a €]xg, bp| et a1 = xg, by = by.
o si f(xg)f(ag) < 0, alors a €]ag, o[ et a1 = ag, by = x.
Dans ces 3 cas, (Pp) est vérifiée.
e Hérédité. Soit k € IN*, on suppose que (Py_1) est vraie. Montrons que (Py) est vérifiée.

Par hypotheése de récurrence, on a
a<ap | <ap<a<<b, <b,1<b.

comme x = (ap + by)/2, on déduit

o si f(xg) =0, alors a1 = bpy1 = o = Q.

o si f(xg)f(br) <0, alors « €]|xy, bi| et apy1 = xp, bpy1 = by

o si f(xg)f(ar) <0, alors « €ag, xi| et apr1 = ag, bpi1 = 2.
Dans ces 3 cas, (Py) est vérifiée.

e Conclusion. On a démontré par récurrence que Yk € IN, (Pr.) est vraie.

b. La suite (ag) est convergente car elle est croissante et majorée. La suite (bg) est décroissante et minorée : elle est donc convergente.
De plus 0 < b — a < b’“_l;& et donc 0 < by — ap < bQ_—,f‘. On en déduit que les suites (ay) et (by) ont méme limite. Or Yk € IN,

a € [ag, b] ceci entraine que « est la limite de ces 2 suites.

c. Par construction, Vk € IN, ap < 2 < b. D’apreés le théoréme des gendarmes, les suites (ag) et (by) convergeant vers «, on obtient la
convergence de la suite (xy) vers a.




Q. 2 a. Montrer que pour tout k € N, |z — a] < S,M.

b
b. Soit € > 0. En déduire que st k > ((f)) — 1 alors |z — a| < e

R.2 a OnaVkelN, x; = a’“+b’“ et ap < a < by don |z — af < b’“—a’“ Ce qui donne

b—a
2k+1'

|z —a <

b—a

o1 < €, et la fonction log étant croissante on obtient

b. Pour avoir |z, — a| < e, il suffit d’avoir

log(2=2)

log@)

Q. 3 [Algo[Ecrire une fonction algorithmique, nommée Dichotomie, retournant une approximation de o avec une précision de € ainsi
que le nombre d’itérations nécessaire. O




R. 3 Voici un exemple d’une telle fonction (existence mais non unicité de racines)

Algorithme 1 Méthode de dichotomie pour la recherche d’une racine a de f

Données : a, b : deux réels a < b,
[ feC([ablR) et f(a)f(b) <0
eps : un réel strictement positif.
Résultat : = : un réel tel que |z — a| < eps.
iter : nombre d’itérations nécesssaire.
1: Fonction [z, iter| < Dichotomie( f,a,b,eps )
2: A, BelR
3. A<—a, B—b z< (a+b)/2
4. ater <« 0
5. Tantque |x — A| > eps faire
6 Si f(z) == 0 alors
7 A—zx Bz
8 Sinon Si f(B)f(x) < 0 alors
9 A—u > B inchangé
10: Sinon
11: B —u=x > A inchangé
12: Fin Si
13: r—(A+ B)/2
14: iter «— iter + 1

15:  Fin Tantque
16: Fin Fonction







