EXERCICE 6

Soit a € R, I =]a_, [ un voisinage de a et ¢ € C'(I). On suppose que a est un point fixe de ¢ tel que

@' ()] < 1.

Q. 1 a. Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que pour tout x €V = [a — 0, + 8], |¢(z)| < 1.
b. Montrer que ¢ est contractante surV et que ¢(V) < V.

c. Citer précisemment le théoréeme du cours qui, & partir de Q. 1{d. et[f, permet d’en déduire la convergence de ’algorithme du point fize
vers a au moins a l’ordre 1.

R. 1 a. Puisque ¢’ est continue et que |¢/(a)] < 1, il existe § > 0 et un intervalle fermé V = [ — §, a0 + 0] <]a—, a4 [ tels que pour
tout z € V, |¢'(x)] < 1.
On propose ici une démonstration de ce résultat.

o Comme ¢ est continue en «, on a

Ve > 0, 36 > 0 tel que Yz € I, (|x—04|<ﬁ:> |q§/(x)—gb'(oz)|<5).



On note M = ¢'(«) et on prend € = 1 — [M| qui est strictement positif car 0 = |M| = |¢/(a)| < 1. Dans ce cas, il existe § > 0
tel que Ja — B,a + Bl I et

Veel, <|x—a|<5:> ¢ (z) — M| <1—\M\>.
Soit x € I tel que |x — a| < 3, c’est a dire x €]a — B, + [, alors on a

¢/ () — M| <1—|M|e -1+ |M|<¢(x)—M<1—|M|
e —1+M+ M <¢(x)<1+M-—|M|

Comme —|M| < M < |[M|,ona M+ |M|>0et M — |M| <0, ce qui entraine
¢/ () — M| <1—|M|= —-1<¢(x)<1.

On a donc,

Ve ela—B,a+ B[, |¢'(z)] < 1.
En posant § = 3/2 (par ex.), on obtient, en définissant V = [av — §, a + 9],

VeeV, |®(z)]<1.

b. On pose

L = sup | (2)| = max|¢'(z).
xeV zey

Comme V est fermé, L < 1. Soient (z,y) € V?. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe & €z, y[c V telle que

o(x) — dly) = ¢'(§)(x —y).



Puisque |¢'(§)| < L, on obtient
V(z.y) € V2, 6(x) — o(y)| < Lz —yl,

ce qui signifie ¢ est contractante sur V. De plus, si € V, en utilisant la formule précédente avec y = oo € V), on obtient
0(z) —al < Llz —a| < |z —a <4,
et donc ¢(x) € V. Ainsi on a ¢p(V) < V.

c. Voici le théoréme du cours:

Théoréme (Théoréme du point fixe dans R, application contractante). Soient I < R un intervalle fermé, non vide, et ® une
application contractante de I dans lui-méme. Alors, il existe un unique point o € I vérifiant ®(«a) = a. Le point o est appelé
point fixe de la fonction ®. Pour tout xg € I, la suite

Tpp1 = P(xg), VEe N (P-1)

est bien définie et elle converge vers o avec un ordre 1 au moins.

Soit xg € V et la suite (x)pen définie par Palgorithme du point fixe.

Q. 2 Montrer que si Vk € IN, xj, # « alors

. Tyl — & /
| —_ = ) P-2
lim, T = ol (P-2)




R. 2 Avec zg € V\{a}, d’aprés Q. 1, la suite définie par xp,1 = ¢(x), Yk € IN converge vers o & 'ordre 1 au moins.

On a
Tpr1 —a  o(xg) — Cb(@).

T — A T — A

Comme la suite (xp)renw converge vers a avec Vk € IN, z # « et que ¢ est dérivable en a on obtient

€ A C))

k—+o0 TR —«

= ¢/ ().

Q. 3 Supposons maintenant que ¢ € C*(V) et que ‘
vie[1,p], ¢"(a)=0.

a. Montrer que la méthode du point fixe est d’ordre p + 1 au moins.

b. Montrer que si Yk € IN, x}. # « alors
. vp1— o P (a)
lim = .
k-t (2 — )Pt (p+1)!

(P-3)

¢. Que peut-on dire si pPTV(a) # 07




R. 3 a. Comme ¢'(a) = 0, alors (en particulier) |¢/(«)| < 1. D’apres la question 1, cela signifie que pour tout zg € V, la suite (z1)gen
définie par 'agorithme du point fixe ([P-1]) converge vers «.
Soit k € IN. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, il existe & €] min(a, x), max(«, xy)[ tel que

p
B ka—Oé (zp — )Pt )
T —a = ¢l ; ¢ 0) += e e
=0
c’est a dire : )p—l—l
thar = o= S0, (P-4)

De plus, ¢ € C*(V), 1) est continue sur V, un fermé borné et donc
3C' > 0, tel que Yz e V, [pPH(2)] < C.

Comme & € V, on déduit de (P-4)) que

C
Tr1 —al < 2 — P!

et donc la convergence est d’ordre (p + 1) au moins.

b. La fonction ¢®t1) étant continue et limy_, . & = a, on a

lim ¢@*(g) = ¢ (a).

k— -+

On a Vk e IN, ;. # « et donc (P-4)) peut s’écrire
rp — o ¢,
(zp —a)P*t (p+ 1)

(P-5)



En prenant la limite, on obtient
. LTkl — 1
lim =

ko+oo (7, — )Pt (p+ 1)

o (@),

c. Soit £ > 0. En multipliant la valeur absolue de (P-5|) par |z — |~ # 0, on obtient

[T —af 24 — a‘—g\qb(pﬂ)(ﬁkﬂ
. — afpree (v + 1)
Or |z —a|™® — 4o, et ¢P(z) — ¢P+D(a) £ 0, ce qui entraine
r—x T—Q
_ (p+1)
k—too ) — aPTHHe i (p+ 1!

Donc, Ve > 0, la convergence n’est pas d’ordre p + 1 + €. Elle est d’ordre (p + 1) (exactement).
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