Théoréme (Théoréme du point fixe dans R (application C'). Soient I = R un intervalle fermé, non vide, et ® € C'(I) vérifiant
o(I)c I et
IL < 1 tel que Vz e I, |®' ()| < L, (P-1)

Soit xg € I et (z1)ken la suite définie par xp1 = P(xg). On a alors
a. la fonction ® admet un unique point fixe ac € I,
b. Vke N, z € I,
c. la suite (z}) converge vers o avec un ordre 1 au moins.
d. St xg # «, alors

lim L7 % _ p/(q), (P-2)
k—+0 T — Q

et, si ®'(a) # 0, la convergence est d’ordre 1 (exactement).

Proof. Pour démontrer les trois premiers points il suffit de montrer que (P-1]) entraine que ® est contractante sur I pour pouvoir appliquer
le théoréeme [L.2]
En effet, soit (x,y) € I?, x # y. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe & €] min(z,y), max(z, y)[ tel que

O(z) — 2(y)
r—y
Ce résultat s’obtient aussi par un développement de Taylor. On obtient alors

[D(z) — D(y)| =[x — y||®'(&)] < L]z —y].

L’application ® est donc contractante sur I et le théoréme [I.2] s’applique.
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Pour le dernier point, on remarque tout d’abord que si xg # «, alors Yk € IN, x;. # «. Ensuite, on utilise la définition de la suite et du
point fixe a:
Tpi1 —a = P(z) — P(a).

On utilise le théoréme des accroissements finis pour obtenir: 3§ €| min(z, o), max(x, )| tel que

D(ay) = 0(a) _
T — A

(&)-

Quand k — +0o0, on a x — « et donc & — «. Par continuité de la fonction ®’ on obtient (P-2).
Pour démontrer que la convergence est d’ordre 1 (exactement) si ®'(a) # 0, on va multiplier I'équation précédente par (xp — «) ¢ avec
e > 0 pour obtenir

O (zp) — (o) e
(CUk _ Oé)1+6 - (xk - Oé) o (fk)
Or |z —a|™® — 4o, et ¢(x) — ¢(a) # 0, ce qui entraine
Tr—>x Ir—Q
) |513k-|-1 - 04‘ . _
1 — =] —al ¢|¢ = +00.
e —ae — pim o= a e e)]

Donc, Ve > 0, la convergence n’est pas d’ordre 1 + . Elle est donc d’ordre 1 (exactement). H
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