Exercices associés au cours d’Analyse Numérique I

Rappels d’Algébre Linéaireﬂ

1 Matrices

EXERCICE 1

Soient A € M,, ,(K) et B e M, ,,(K), montrer que

(AB)* = B*A*, si K =R, (1)
(AB)* = B*A* siK=C (2)
[ EXERCICE 2
Soient A € M,,(K) et B € M,,(K) inversibles. Montrer que AB inversible et
(A" = (AN, sSiK=R, (3)
(AT = (AYH, siK=C. (4)
(AB)' = BIAM (5)
(AHT = A (6)

EXERCICE 3

Soient A et B deux matrices de M,,(K) triangulaires inférieures.

Q.1 a. Montrer que
det A =

n
Aiﬂ'.
i=1

b. Montrer que
A inversible < Vie [1,n], A;; #0.

Q. 2 a. Montrer que la matrice AB est aussi triangulaire inférieure.

b. Montrer que
Vi e [[1, nﬂ, (AB)1,1 = A%ZBLl
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Q. 3 On suppose que A est inversible
a. Montrer que A™! est aussi triangulaire inférieure.

b. Montrer que

1
Vie[l,n], (A1), = .
e [Lal. (A7) = 5
a
EXERCICE 4 (g
Soit A € M, ,(C) une matrice et (\,u) un élément propre de A avec |uf, = 1.
Q. 1 En s’aidant de la base canonique {ey,...,e,}, construire une base orthonormée {x1,...,T,} telle
que T1 = u. o

R. 1 La premiére chose a faire est de construire une base contenant uw a partir de la base canon-
ique {eq,..., €,}. Comme le vecteur propre w est non nul, il existe j € [1,n] tel que (u,e;) # 0. La
famille {u,eq,...,e;_1,€;41,...,€,} forme alors une base de C™ car u n’est pas combinaison linéaire des
{61, e €5—1,€541, ... ,en}.

On note {z1,..., z,} la base dont le premier élément est z; = u :

{zlv L) Zn} = {’U,,el, sy € 1,651, - 7671}~
On peut ensuite utiliser le procédé de Gram-Schmidt, rappelé en Proposition pour construire
une base orthonormée & partir de cette base.

On calcule successivement les vecteurs x; a partir de la base {z1,..., 2,} en construisant un vecteur w;
orthogonal aux vecteurs x1,...,2; 1.

i—1
w; =2; — Z {x), 2i) T
k=1

puis on obtient le vecteur x; en normalisant

w;
xr;, =
lwi
Notons P la matrice de changement de base canonique {ey,...,e,} dans la base {z1,...,2,} :
i i
| [
P= X i R

!

1 I

Soit B la matrice définie par B = P*AP.
Q. 2 a. Exprimer les coefficients de la matrice B en fonction de la matrice A et des vecteurs x;,
i€ [1,n].
B = P*AP.

b. En déduire que la premiére colonne de B est (),0,...,0)%.




R. 2 a. En conservant ’écriture colonne de la matrice P on obtient

zy zy
»»»»»»»»»»»»»»»» 1 1 1 B ottt 1 1 1
I T Lo . N a1
B = . A xl;xgi. i.'bn = . A.’El;A.'Egi. iA.’IIn
,,,,,,,, I I : Lo
z;, x;,
Ce qui donne
ziAzy %Ay ... 21%AZ,
:l:;kA.'L‘l III;AIIIQ e $;<A$n
xrAzy  xiAxzy, ... ziAZ,
On a donc
B?,j = z;kijv V(ZL]) € [17’”]2
b. On a Au = \u, |[ul]| = 1, la base {1, ..., z,} est orthonormée et £; = u. on obtient alors
u*u If u*Azy u*Azx,, A ;u*Amg u*Azx,,
5 Aziu ! riAzy ... ziAx, 0 ! TiAzy ... ziAx,
AxFu ; ziAr, ... ziAz, 0 ; Az, ziAz,

Q. 3 Par récurrence sur l’ordre de la matrice, montrer que la matrice A peut s’écrire sous la forme
A = UTU*

ou U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure. o

R. 3 On veut démontrer, par récurrence faible, la proposition suivante pour n > 2
(Pn) YAe M,(C), U € M,,(C) unitaire, IT € M,,(C) triangulaire supérieure, telles que A = UTU*.

Initialisation : Montrons que (P2) est vérifié.
Soit Ay € Mj(C). Elle admet au moins un élément propre (A, u) (voir Proposition [B.56] par ex.)
avec |ul| = 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice
unitaire Py € My (C) telle que la matrice By = P3AyP¥ ait comme premier vecteur colonne (A, 0)".
La matrice By est donc triangulaire supérieure et comme Py est unitaire on en déduit

Ay = P3B,P,.

On pose Uy = P% matrice unitaire et To = By matrice triangulaire supérieure pour conclure que la
propostion (Pz) est vraie.

Heérédité : Supposons que (P,,_1) soit vérifice. Montrons que (P,,) est vraie.
Soit A,, € M,,(C). Elle admet au moins un élément propre (A,u) (voir Proposition [B-56] par ex.)
avec |u| = 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice
unitaire P,, € M,,(C) telle que la matrice B,, = P,,A,,P} s’écrivent

. ,)f ,g, . f:;:l ,,,,,
0 I
Bn = !
Lo A,_1
3



ouc,—1 € My_11(C) et A,—1 € M,,_1(C). Par hypothése de récurrence, 3U,,_1 € M,,_1(C) unitaire
et T,—1 € M,,_1(C) triangulaire supérieure telles que

Anfl = Unfl-rnfluﬂ<

n—1

ou encore
*
Tnfl = UnflAnflunfb

Soit Q,, € M,,(C) la matrice définie par

L0 0.
0
Qn = !
: i Un,—l
0,
La matrice Q,, est unitaire. En effet on a
; , 110 0
110 VAT N
A 0 !
QnQ: - . ! . = E U71_1U:_1 = In
: : Unfl : | U:—l H
0 ! 0 : i =ln_1
| ! 0]
On note T,, la matrice définie par T,, = Q*B,,Q,,. On a alors
L0 ON/ AL ey 110 0
0 0T o, T
Tn = . ! ! . !
s Upy S Al S Up
01 0! 0!
! Al ¢, Up_y
A ch 110 0 T
»»»»r »»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»» i »»»»»»»»»»»»»»»» 1
0 ! 0 ; !
= L S = CoUF AU, =
c szlAn—l - Un—1 1 '—1v1—i
0! 0 ! . =T1
| 0!

La matrice T,, est donc triangulaire supérieure et on a par définition de B,,
T, = Q*P,A,P:Q,.
On note U,, = P#Q,,. Cette matrice est unitaire car les matrices Q,, et P,, le sont. En effet, on a

—_——

=ln

On a T, = U*A,U, et en multipliant cette équation a gauche par U, et a droite par U¥ on
obtient I’équation équivalente A,, = U,,T,,U%. La propriété (P,) est donc vérifiee. Ce qui achéve la
démonstration.

Q. 4 En supposant A inversible et la décomposition A = UTU* connue, expliqguer comment résoudre
"simplement" le systéme linéaire Az = b. o




R. 4 Résoudre Az = b est équivalent a résoudre
UTU*z = b. (7)

Comme U est unitaire, on a UU* = | et U* inversible. Donc en multipliant @ par U* on obtient le
systéme équivalent
U*U TU*z = U*d <= TU*z = U*b.
—_——
=

On pose y = U*z. Le systéme précédent se résoud en deux étapes
a. on cherche y solution de Ty = U*b. Comme U est unitaire on a det(U) det(U*) = det(l) = 1 et donc
det(A) = det(UTU*) = det(U) det(T) det(U*)
= det(T)

Or A inversible équivalent a det(A) # 0 et donc la matrice T est inversible. La matrice T étant
triangulaire supérieure on peut résoudre facilement le systéme par la méthode de remontée.

b. une fois y déterminé, on résoud U*z = y. Comme U est unitaire, on obtient directement & = Uy.

EXERCICE 5

Q. 1 Soit T e M, (C). Montrer que

T triangulaire supérieure et normale < T diagonale .

R. 1 Si T est diagonale alors T est triangulaire supérieure et

Tip O 0
T_ 0
0
0 0 Ton
On a alors
T171T1’1 0 0 T1’1T1’1 0 0
TT* = 0 et T*T = 0
: . . 0 : . . 0
0 o 0 ThaThn 0 .. 0 T,.Thn

On a donc TT* = T*T, c’est a dire T normale.

Montrons par récurrence sur n = 2 la proposition suivante

(Pn) : VT, € M,(C), T, triangulaire supérieure et normale = T, diagonale.



e Initialisation: montrons que (Ps) est vraie.
Soit T € My (C) triangulaire supérieure,

(T Ty
= ( 0 Tgvg) ’

TT* _ <T1,1 T1,2) <T1,1 0 > _ <T1,1|2 + T 22 T1,2T2,2>
Tio Tapo TooT1 2 | T2.|?

T*T = (Tl,l 0 > (Tl,l T1,2> _ ( |T1,1 2 T1$1T1’2 >
Tiz Ta2/ \ 0 Tap T12T11 |Tiof* +|Tapl?

Or T est normale, i.e. TT* = T*T. En identifiant les composantes 1,1 de cette égalité, on a

Ty + |T12l® = [T1af

et donc Ty 2 = 0. Dans ce cas, on a bien TT* = T*T et T diagonale.

e Hérédité: Soit n > 2, on suppose (P,_1) vraie et on va établir que (P,,) est vérifiée.
Soit T,, € M,,(C) triangulaire supérieure et normale. Comme T,, est triangulaire supérieure,
on la décompose sous la forme bloc suivante:

1 n-1
*
o | f [
Tn =
Onfl,l Tho1 n-1

avec € C, fe C" et T, 1 € M,_;(C) triangulaire supérieure. On a alors
1

n-1
o | f a| Ouna o + I/l | TR
T,T = -
" On7171 Th_1 f T;kl—l Tn*lf TnflT;kal
et
1 n-1
[ | O1 -1 e} | f* |Oé‘2 | af* 1
* _ =
TnTn - f T:_l Onfl,l T,-1 fa ff* + TiflTnfl n-1

La matrice T,, étant normale, on a T,, T} = T*T,, = et en identifiant les blocs (1, 1) on obtient
la2 + [ f3 = |a/?, clest a dire f = 0. Les blocs (1,2) et (2,1) sont donc nuls et le bloc (2,2)
devient

T TE =T T

La matrice T,,_1 est donc normale. Comme elle est aussi triangulaire supérieure, par hypothése
de récurrence, elle est diagonale et donc T,, est diagonale.

e Conclusion: La proposition (P,,) est vraie, pour tout n > 2.

Soit A € M, (C). D’aprés la décomposition de Schur, il existe U € M, (C) unitaire et T € M,,(C)
triangulaire supérieure telles que
A= UTU*.

I Q. 2 En déduire que si A est normale alors T est diagonale. o




R. 2 On a

AA* = (UTU*) (UTU*)*

— (UTU*) (U*)*T*U* car (AB)* = B*A*
— UTU*UT*U* car (UH)* = U
= UTIT*U* car U unitaire: U¥U = |
= UTT*U*.

De méme, on obtient

A*A = (UTU*)* (UTU*)
— UT*U*UTU*
— UT*TU*.

Comme A est normale, on a AA* = A*A et on obtient
UTT*U* = UT*TU*.
En multipliant cette équation a gauche par U* et a droite par U, on a
TT* =T*T
et donc la matrice T est normale.

En utilisant le résultat de la question précédente, la matrice T étant triangulaire supérieure et normale,
elle est donc diagonale.

2 Matrices Blocs

[ EXERCICE 6 (¢ ]

On considére les matrices blocs suivantes

1 1 0/0 O
3 cll 0100 I |0
A= :<| o) @ B=| 91 :<CC>
0 3 4,3 4
avec par identification
1 0 1 2 0 0
(0 a)e=( oo 0)
| Q. 1 Calculer les matrices AB et BA en utilisant I’écriture bloc. o
R.1 Ona
I | O
c|C
ag_ (S 11 [ Cl+IC |[cOo+IC
- I |O —\ I1+0C |IO+OC



et donc

On a
Cc |1
I |O
aa_ (1|0 _/ IC+0l | 11+00
“\clc ~\ccrcr|crrco
et donc
I Q. 2 Exprimer les matrices B(A + B) et (2B — A)(B + A) en fonction des matrices C et |. o
R. 2 Ona

ce qui donne

c’est a dire

l+C |
B(A+B) = < 5C(1+C) IC(H—C) >

On a

<I+C | )
i+C [ C

21-C | I (21— C)(1+C) —I(1 +C) @ —C)l—IC
(QB_A)(B+A)=<QCI 20) z((QCI)(I+C)+2C(I+C) I(zc|)|+c+2cc>

ou encore

(1-c)i+c) | 20-c¢
(QB‘A)(B’LA)_( UC—N{I+C) |2C2+2C—I )

EXERCICE 7 (¢




Soient

-1 -1
110 0/3 3 3 88
A=| 100333 | e B=|—7 3
112 2/0 00 1
-1 -2

Utiliser la multiplication par blocs pour calculer AB.
ANNANANNANANANANANNANNANANANANANANANANANNANANANANANNANNNANNANANNANNNANNNAN

Correction La matrice A est une matrice bloc de 2 x 3 blocs et A est une matrice bloc de 3 x 1 blocs.
Le nombre de blocs colonnes de A et le nombre de blocs lignes de B sont identiques (3). De plus, pour
tout j € [1, 3], le nombre de colonnes du bloc (1, j) de A est égale au nombre de lignes du bloc (j,1) de
B. Le produit bloc de A par B est donc possible et le résultat est une matrice bloc de 2 x 1 blocs, le bloc
(1,1) étant dans Ms 5(R) et le bloc (2, 1) étant dans M o(R).

En notant A; j, V(¢,7) € [1,2] x [1,3] et B, 5, V(4,7) € [1,2] x [1,3]

Bi1
Bo1
Bs,1
A | A1 | A3 _ A1,1Bi1 +A12Bo 1 + A 3Bs g
As 1 | As o | A s A2 1B11 +A22Ba 1 + A 3Bs 1
On a
-1 -1 0 0 -9 18
Ai1Big = ( 1 1 )> A12Bo = ( 0 0 )> A1 3Bz = < _9 _18 )
et

AoiBii=( 1 —1), AsoByyi=(0 0), AgsBs1=(0 0).

Ce qui donne

—-10 -19
AB = -10 —19
-1 -1

EXERCICE 8 (¢

Soient A et B deux matrices de M,,(R), bloc-carrés de 2 x 2 blocs dont le bloc (1, 1) est dans M (R).
Q.1 a. Justifiez de la faisabilité du produit matriciel par blocs de AB.

b. Utiliser la multiplication par blocs pour calculer AB.

R. 1 En spécifiant les dimensions, on note

1 n—1 1 n—1
1f Aix | Arp 1 Bi1 | Bipg
A= n—1 < Asi | Agpo ¢t B= n—1\ Ba1 | Baa
a. e Le nombre de blocs colonnes de A et le nombre de blocs lignes de B sont identiques (= 2).

e Le nombre de colonnes du premier bloc colonne de A est égale au nombre de lignes du premier
bloc ligne de B, c’est a dire 1.



e Le nombre de colonnes du deuxiéme bloc colonne de A est égale au nombre de lignes du
deuxiéme bloc ligne de B, c’est a dire n — 1.

Le produit matriciel bloc AB est donc possible. Le résultat est une matrice de M,,(R), bloc-carrés
de 2 x 2 blocs dont le bloc (1,1) est dans M;(R) et le bloc (2,2) dans M,,_1(R).

b. On a
1 n—1
1/ By | Bipo
n—1 ( 8271 8272 )
1 n—1 1 n—1
AB — 1< Arq | A ) _ 1( A1 1Bi1 + A1 2Ba |A1,1Bl,2 + A1,2B2s )
n—1\ A1 | Aspo n—1\ A2 1Bi 1+ Ax2Bo; |A2,1B1.,2 + Az 2Bo o

Soient E et F deux matrices de M,,(RR), bloc-carrés de 2 x 2 blocs dont le bloc (2,2) est dans M; (R).
‘ Q. 2 a. Justifiez de la faisabilité du produit matriciel par blocs de EF.

b. Utiliser la multiplication par blocs pour calculer EF.

R. 2 En spécifiant les dimensions, on note

n—1 1 n—1 1
n-1( Ei1 | Eio n—1( Fi1 [ Fip
E= : : t F = : :
1 ( E2,1 E2,2 > ¢ 1 ( F2,1 F2,2 )
a. e Le nombre de blocs colonnes de E et le nombre de blocs lignes de F sont identiques (= 2).

e Le nombre de colonnes du premier bloc colonne de E est égale au nombre de lignes du premier
bloc ligne de F, c’est a dire n — 1.

e Le nombre de colonnes du deuxiéme bloc colonne de E est égale au nombre de lignes du
deuxiéme bloc ligne de F, c’est a dire 1.

Le produit matriciel bloc EF est donc possible. Le résultat est une matrice de M,,(R), bloc-carrés
de 2 x 2 blocs dont le bloc (1,1) est dans M,,_1(R) et le bloc (2,2) dans M;(R)

b. On a
n—1 1
n—1 F171 F172
1( Fai | F22 )
n—1 1 n—1 1
AB _n—1< Eiqx | Eip ) n—1< Ei1Fi1 +EioFan | Ei1Fi2+Ei2F2p2 )
1\ Ea1 | Ezp 1\ Ex1Fi1 +E2aFa; | Es1Fi2 + EapoFop

Soient n un entier, n > 2, a1, ag, deux réels, uy, v1,us, V2, quatre vecteurs (colonne) de R™, et Ay, Ao,
deux matrices de M,,(R). On note

Vie[l,2], B;=

Q. 3 a. Quel est ’ensemble des produits matriciels par blocs possible entre les matrices By, Bo, Cq et
C,.

10



b. En utilisant, si possible, la multiplication par blocs, calculer B;Bs, B1Cy et C1Cs.

R. 3 a. On peut effectuer les produits matriciels blocs B1By, B1Bs, B2B1, BoBs, C;Cy, C1Cy, CoCy,

C,Co.
b. Le calcul matriciel bloc de By par C; n’est pas possible (incomptabilité des dimensions des blocs).
On a
A2 Vo
’U,E (6%}
n 1
B.B, — A V1 n A1As + ’1)1’11,5 | Avs +vian
=2 = 1 ’U,11:A2 + Ozl’U,g | U§U2 + Qg
UE (651
et
(6] ’U,B
Vo A2
aq ’U,JT 1 n
e 1 a1 + u%vz | Oél’lllg +’U,11:A2
=2 V1 A T v + Ajvs | ’Ul’u; + A1Ay

EXERCICE 9 (¢

Soient E € M,,,(K), F e M,,(K) et |,, la matrice identité de M,,(R).

Q. 1 Démontrer par récurrence sur n que

E Omm o In on,m o
det( O I, ) = det< O E ) = det E.

R. 1 On note A, la matrice de M, ., () définie par

Ceo) "
0. Owm  |"

An = O-cnonnn ; :().. 1
Om.n E m

11



On va alors démontrer par récurrence sur n € IN* la proposition suivante
(Pn) : detA, = detE.

e Initialisation: montrons que (P;) est vraie.

On a

Pour le calcul du déterminant, on utilise la méthode des coffacteurs en développant par rapport a
la premiére ligne (on aurait pu aussi développer par rapport a la premiére colonne) pour obtenir

1+m

detAr = D (=1)"(Ar)1; det AL
j=1

ol Agl’j le M, (K) est la matrice obtenue en supprimant la ligne 1 et la colonne j de A;. On a alors

1+m
det Ay = (—1)'1 (Ay)1; det ALY+ S (=1)" (A, det AlLd)
~—— —

Jj=2 -0

=1
Comme Agl"l] = E, on en déduit que (P;) est vraie.

e Hérédité: Soit n € IN*, on suppose (P,,) vraie et on va établir que (P,,+1) est vérifice. On peut
noter que

et donc det A, 11 = det A, (voir initialisation). En utilisant I'hypothése de récurrence, on en déduit
det A, 11 = detE

c’est a dire que (Pp41) est vraie.

e Conclusion: La proposition (P,) est vraie, pour tout n € IN*.

La démonstration de
E Om.n

O m I, = det E.

det

est similaire en développant le déterminant par rapport a la derniére ligne ou la derniére colonne.

Q. 2 a. Donner les dimensions des blocs pour que le produit suivant soit possible et effectuer le cal-

cul:
A_(ELO Ji |0
o|J2 O|F

ot J1 et Jo sont des matrices identités.

b. En déduire le déterminant de A en fonction des déterminants de E et F.

12



R. 2 a. On rappelle le définition du produit matricielle blocs avec des matrices de 2 x 2 blocs. Soient
X € Mo, 4mpmi+ns (K) et Y € My, 10y 4144, (IK) les deux matrices blocs

ni n2 q1 q2

Xip prf Yi1 | Yip
X :ml L1 z t Y = 2 >
ma < Xo1 | Xopo ¢ p2 \ Yo, | Yoo

)

Le produit matricielle bloc XY est possible si, le nombre de blocs colonne de X est égale au nombre
de blocs lignes de X (ce qui est la cas ici) et si, les nombres de colonnes des blocs de X sont
compatibles avec les nombres de lignes des blocs de Y, c’est a dire,

ny =p1 et no = po.

Dans ce cas, la matrice Z = XY est une matrice de m; + mo lignes et ¢; + g2 colonnes et on a

q1 q2
ni( Yiq1 | Yip
n2< Yo1 | Yapo )
ni ni q1 q2
my ( 11 1,2 ) _m < XY+ Xi2Yo | Xi1Y12 +X12Y22 )
ma \ Xo,1 | X2 Coma \ Xo1Y11 + Xo2Y21 | X21Y1,2 +Xo2Y2 0

On va donc appliquer cela a cet exercice en posant

m ? ? n

m E (0] ? Jl 0
X:?<O Jg)etY:n(o F)

Pour déterminer les dimensions manquantes, on utilise la définition du produit matriciel blocs pour

obtenir
m n ? n

m E 0 m Ji (0]
X_?(o 32) etY_n< 0 F)

On finalise en notant que les matrices identités sont des matrices carrées et donc

m n m n
om E Om,n _m Jl om,n
X_n( O | I ) et Y_n< Onm | F

Sous ces conditions de dimensions le produit matriciel bloc XY est possible et on a

n\' Onm F
wy o™ E |Omnn ~m( Elp+0mnOnm | EOmm + OnnF
B n on,m In N n on,mlm + Inomm | On,momm + InF
m n

_m E Om,n
“n\ Oum F '

b. Comme le déterminant d’un produit de matrices carrées est le produit des déterminants des matrices
carrées, on a

E|O Ji |0 E|O Ji [0
aeine ((5137) (Gf#)) - o (o) (2 )

En utilisant les résultats de la question 1, on en déduit

det A = det Edet F.

13



Soient (A;);ew* une suite de matrices carrées (pouvant étre de dimensions différentes). Soit B,, la matrice
bloc-carrée diagonale décomposée en n x n blocs, n > 2, définie par

Al. O: ....... O
[0 P 0 A,

Q. 3 Démontrer par récurrence sur n que

detB,, = Hdet A;.
=1

R. 3 On va alors démontrer par récurrence sur n > 2 la proposition suivante
n
(Qn) : detB, = ndet A,.
i=1

e Initialisation: pour n = 2, cela a été fait en question 2.

e Héreédité: Soit n > 2, on suppose (Q,,) vraie et on va établir que (Q,,4+1) est vérifiée.

On a
AL O........ 0 0
o .. i
B’n,+1: O
(o PR O A,| O
0. ... 0 Anii

On note que les n premiers blocs lignes et colonnes de B, 1 correspondent a B,,, et donc, on peut
aussi écrire

D’apres la question 2, on a
detB, 11 = detB,, det A, 1.

Or, par hypothése de récurrence, (Q,,) est vérifice. On en déduit alors que

n

det Bn+1 = H det AI det A,,H_l’

i=1
et donc (Q,+1) est vraie.

e Conclusion: La proposition (Q,,) est vraie, pour tout n > 2.

[ EXERCICE 10 (¢

Soient E € M,,(K), F e M,,(K) et |, la matrice identité de M,,(R).

14



Q. 1  a. Démontrer par récurrence sur n que

E|oO L, | e
det( . In ) = det (T’?) = det E.

ol e note des éléments quelconques

E | o I, | O
det<o In> et det<. E>?

b. Que peut-on dire de

R. 1 a. On note &, 'ensemble des matrices de M., 1 ,,(IK) définies par

S | PR 0
0 .. n

.0

Ocevenns 01
Onmn E m

On va alors démontrer par récurrence sur n € IN* la proposition suivante
(Pn) : VA, €&, detA, =detE.

e Initialisation: montrons que (P;) est vraie.
Soit A1 € 51. On a

O

Pour le calcul du déterminant, on utilise la méthode des coffacteurs en développant par rapport
a la premiére colonne pour obtenir

m+1
detAy = > (=1)7F (A1) det ALY
i=1

ou Agi’l] € M,,,(K) est la matrice obtenue en supprimant la ligne i et la colonne 1 de A;. On

a alors
m+1 ‘ ,
det Ay = (=1)' ! (Ar)yp det AT + 37 (=1)7 (A),  det AL
Comme Agl’l] = E, on en déduit que (P;) est vraie.

e Hérédité: Soit n € IN*, on suppose (P,) vraie et on va établir que (P,41) est vérifice. Soit
A,i1 € Ept1- On peut noter que

1 n+m
1 n m
nt1 m e 1 u* .
10| e 1
A - |n+1 On-‘rl,m nt1 ol o N
n—+1 ()7”7”_"_1 E m o n N O An n-+m
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avec A, € &, etu e K™ u; = 0,Vi € [1,n]. On adonc det A, 1 = det A, (voir initialisation).
En utilisant 'hypothése de récurrence, on en déduit

detA,,1 =detE

c’est a dire que (Pp+1) est vraie.

e Conclusion: La proposition (P,) est vraie, pour tout n € IN*.

La démonstration de
E [Omn

det = det E.

In
est similaire en développant le déterminant par rapport a la derniére colonne (a faire en exercice).

b. On a
VA € K", det(A*) = det A

E | o I, | O
det(o In)—det(. E)—detE.

Q. 2 a. Donner les dimensions des blocs pour que le produit suivant soit possible et effectuer le cal-

cul:
A_(E|O Ji |0
H |3, O |F

ot Ji1 et Jo sont des matrices identités et H une matrice.

On en déduit donc

b. En déduire le déterminant de A en fonction des déterminants de E et F.

R. 2 a. On rappelle le définition du produit matricielle blocs avec des matrices de 2 x 2 blocs. Soient
X € Mo, 4mani+ns (IK) et Y € My, 40, 4144, (IK) les deux matrices blocs

ni no q1 q2
Y Y
™ 1,1 1,2 V. 1,1 1,2
ma \ K21 | Xo2 pz \ Y21 | Y22
Le produit matricielle bloc XY est possible si, le nombre de blocs colonne de X est égale au nombre

de blocs lignes de X (ce qui est la cas ici) et si, les nombres de colonnes des blocs de X sont
compatibles avec les nombres de lignes des blocs de Y, c’est a dire,

ny =p1 et ng = ps.
Dans ce cas, la matrice Z = XY est une matrice de mj + mo lignes et g; + g2 colonnes et on a
q1 q2
ni( Y11 | Yip
na \ Yo | Yoo
ni ni q1 q2
1

mi [ Xi1 1,2 _m XY+ Xi2Yo | Xi1Yi2 +X12Y22
ma \ Xo1 | Xop2 ma \ Xo2,1Y1,1 +Xo2Y2 1 | X21Y1,2 +X22Y2 2

On va donc appliquer cela a cet exercice en posant




Pour déterminer les dimensions manquantes, on utilise la définition du produit matriciel blocs pour

obtenir
m n ? n

m E (0] m J1 0
X:?(H J2>etY=n(o F)
On finalise en notant que les matrices identités sont des matrices carrées et donc
m n m n

_m E Om,n _m Jl om,n
n(E1) (%)

et donc He M,, ,,,(K).

Sous ces conditions de dimensions le produit matriciel bloc XY est possible et on a

m Im om n
n On,m F
m n m "
m E Om,n m Elm + Om,non7m | Eomn + Om7nF

m n

_m E Om,,n
“2\H| F )

b. Comme le déterminant d’un produit de matrices carrées est le produit des déterminants des matrices
carrées, on a

E|O J; |0 E|O J. |0
ene (5 3) (o8 )) e (o) e (51w )

En utilisant les résultats de la question 1, on en déduit

det A = det Edet F.

Soit B,, la matrice bloc-carrée triangulaire inférieure décomposée en n x n blocs, n > 2, définie par

By O:vooonnn 0
B, —
. 0

By qceeveeeenns B, ,

Q. 3 Démontrer par récurrence sur n que

n
det B, = | [ detB;,.
=1

R. 3 On va alors démontrer par récurrence sur n = 2 la proposition suivante
n
(Qn) : detB, =] [detB;;.
i=1

e Initialisation: pour n = 2, cela a été fait en question 2.
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e Hérédité: Soit n > 2, on suppose (Q,,) vraie et on va établir que (Q,,11) est vérifice.

On a
Bl,l (@ T (0] (0]
BZ,l .. :
Bn,,l """" Bn,,n—l Bn,,n 0
Bn,+l,1 """""""" B’rH—l,n, Bn+l,n+1

On note que les n premiers blocs lignes et colonnes de B,, 1 correspondent & B,,, et donc, on peut
aussi écrire

B, 0

o Brti1nt1

D’aprés la question 2, on a
detB,,+1 = detB,, det B, 4-1,n41-

Or, par hypothése de récurrence, (Q,,) est vérifie. On en déduit alors que

n

detB, 11 = H det B; ; det Byj1 41,

i=1
et donc (Q,,+1) est vraie.

e Conclusion: La proposition (Q,,) est vraie, pour tout n > 2.

[ EXERCICE 11

Soient A € M,,(C) et B e M, (C).

Q. 1 Calculer, en fonction des déterminant de A et B, le déterminant des matrices
AiO I, i O AiO

On rappelle la décomposition de Schur d’une matrice:

Théoréme. Soit A € M, (C). I existe une matrice unitaire U € M,,(C) et une matrice triangulaire
supérieure T € M, (C) telles que
A = UTU* 8)

D’aprés la décomposition de Schur d’une matrice,
U4 € M,,,(C) unitaire, 3T4 € M,,,(C) tri. sup tel que A = U,T4U%

et
JUp € M,,(C) unitaire, 3T € M,,(C) tri. sup tel que B = UpTpU%

Q. 2 Soit X € My (C).

a. Calculer

18



b. Montrer que le déterminant de G peut s’exprimer en fonction du déterminant des matrices Tz et
Tp uniquement.

c. En déduire le déterminant de G en fonction du déterminant des matrices A et B uniquement.

Soit D € M, ,,(C) et H la matrice bloc définie par

w ( AID
= (5ie)

Q. 3 a. En choisissant judicieusement X dans la question précédente, montrer que

det(H) = det(A) det(B).

b. Que peut-on dire sur le caractére inversible de H?

Q. 4 Soient n > 1 et U la matrice triangulaire supérieure par blocs suivante

U1,1 : : i Un71
"""" S A A
0O 1 .
U=|------- Pooe- Amo- Fo-ee avec Vi € [1,n], U;; € My, 4,(C).
oo u

Démontrer par récurrence sur n, nombre de blocs diagonaux de U, que U est inversible si et seulement si
ses matrices blocs diagonales sont inversibles. o

Q. 5 Démontrer par récurrence sur n, nombre de blocs diagonauz de U, que si U est triangulaire supérieure
par blocs et inversible alors son inverse (décomposée en n x n blocs de méme dimensions) est aussi trian-
gulaire supérieure par blocs et les blocs diagonaux de linverse de U sont les inverses des blocs diagonaux
de U. o

Q. 6 Que peut-on dire pour une matrice triangulaire inférieure par blocs o

3 Normes

[ EXERCICE 12 (¢

Soient x et y deux vecteurs de C™.

Q. 1 Trouwver a € C tel que (ax —y,x) = 0. o

R. 1 e Siz =0, alors a quelconque.
e Six # 0, alors
(o —y,2)=0 <— alz,z)—{y,x)=0

Or x # 0, ce qui donne

_ yz

Y = &,z

et , comme (z,z) € R et {y,z) = {(x,y), on obtient

)
= ey

19



Q. 2 En calculant |ax — ?/||§ , montrer que

@,y | < [zl [yl (10)
a
R. 2 Ona
loz —yl; = (oz—y,0z-y)
= alaz—y,z)— (o —y.y)
= —{(az-y,y, car {ax—y,x)=0
= —alz,y)+ @y
En utilisant @D, on obtient alors
2 _<y,a:>
_ —<y,:1:><.1:,y> + <y,y><.’l:,.’l:>
(z,x)
Comme (y,z) = (z,y), on a {y,z){x,y) = | {z,y)|? et donc
2 1 B 9 2 2
foa —ul} = o (1@ + Il o) (1)
> 0.

On a alors
22
[y |* < |z]; |yl

La fonction z — /2 étant croissante sur [0; +oo[, on obtient ([L0).

I Q. 3 Soit x # 0. Montrer alors que l'inégalité (@) est une égalité si et seulement siy = ax.

R. 3 Soit £ # 0. On veut montrer que
[z, )| = lzl,llyl, <= y=ox
On suppose y = az. On a alors
2 2
&,y =alz,z)=alz), = [@y|=]af|z];.
Comme |y|, = |af |z[,, on a aussi
2
Izl lyly = laf 2] -

On en déduit alors
@y | = |zl [yl -

= | On suppose |{x,y)| = |z|, |y|, . Avec cette hypothése, I’équation (11f) devient
2 1¥Yll2
2
loz —yl; =0

et donc ax —y = 0, c’est & dire y = ax.
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EXERCICE 13 (¢

Q. 1 Soit la fonction f(t) = (1 —X) + Xt —t» avec 0 < X\ < 1. Montrer que pour tous a =0 et 3= 0 on

a
B < da+ (1 - N)B. (12)

a

R. 1 L’inégalité est vérifiée si &« = 0 ou S = 0. Il nous reste donc a la vérifier pour a > 0 et g > 0.

Dans ce cas (|12 s’écrit
A
o o
— ) < A=+(0-2A
(5) <250

c’est & dire

f(3)=0.

“
B
Montrons que f(t) = 0, Vt €]0, +o0].
Ona f'(t) = M1 -t 1) et
flt)=0 < 1—t*"1=0,car A #0
De plus, on a t} 1 = eA=DIn(®) et comme A — 1 # 0, on obtient
f't)=0=t=1
e Etudions la fonction sur |0, 1[. On a pour ¢ €]0,1[, In(¢) < 0 et donc (A — 1)In(¢) > 0. Comme la

fonction exp est croissante, on en déduit exp((A — 1) In(t)) > 1 et alors f(t) < 0.

e Etudions la fonction sur |1, +oo[. On a pour ¢ €]1, +oo[, In(t) > 0 et donc (A —1)In(¢) < 0. Comme
la fonction exp est croissante, on en déduit 0 < exp((A —1)1In(¢)) < 1 et alors f/(¢t) > 0.

Le minimum de f est donc atteint en £ =1 et on a
vt )0, +ool, f(z) = f(1) = 0.

L’inégalité est donc vérifice Voo = 0, V3 = 0 et YA €]0, 1].

Soient & et y deux vecteurs non nuls de C". Soient p > 1 et ¢ > 1 vérifiant % + % =1.

Q. 2 On poseu = H:\I etv = ”_yy”__ En utilisant 'inégalite , montrer que l’on a l’inégalité
p q

Dlluivil < = P+ = ) w9 = 1. (13)
1=1 pi:l q 1=1
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R. 2 On pose A = ]% €]0,1[. on a alors 1 — A = é. On pose
a=luP =0, B=1v]?=0

En utilisant (|12)), on obtient directement
|wal | |<*1| P *1| |4, Vie[l,n]
uiljvi| < —|ui [P + —|vi|?, Vi .
e q "

En sommant sur 7 on obtient:

n 1 n 1 n 1 1
luvil < = 3wl + = ) il = —July + = |v]g
;1 Vi p 1:21 i q 1:21 i p P q q

Comme par construction [[uf, = [[v], = 1, on obtient

Z luv;| <

1
S+ =1
poq

Q. 3 En déduire l'inégalité de Holder suivante

(@, y)| < Zlfczyz [, [yl - (14)

Quel est le lien entre l'inégalité de Holder et l'inégalité de Cauchy-Schwarz? o

R. 3 Par construction, on a

2 |yl

], Iy, Hp lyl, =

n
D luivi| =
i=1

et donc en utilisant 'inégalité (14)) on obtient

n
2 leail < e, lyll,
i=1

De plus

n

n n
[y | = | ), Tl < D) 1Tawil = ) iyl <[], ], -
i=1 =1

Pour p = ¢ = 2, I'inégalité de Holder entraine l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

EXERCICE 14 (¢

Etant donné une norme vectorielle [[o] sur K", on note Iapplication [e, : M, (K) — R* par

HAvII

AlL =
A= 52 Rl

(15)

| Q. 1 Montrer que |l|, = 1. o
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R. 1 On a immeédiatement

v
LT T

ol vek” ol

ve]K”
v#0

On note B = {v € K™ ; |v| < 1} la boule unitée de K" et S = {v e K" ; |jv|| = 1} la sphére unitée de
K™.

Q. 2 a. Montrer que B et S sont des compacts.
b. Montrer que
IAl = sup |[Av| (16)
vesS

c. En déduire que
IA], = sup |Av| (17)
veB

d. En déduire que Uapplication || est bien définie sur My (K) i.e. VA e M, (K), ||A[, < +o0.

R. 2 a. Les ensembles B et S sont des compacts car image réciproque de I’application continue v —
[v] par le fermé borné [0, 1] (pour la boule) et le singleton {1} (pour la spheére).

b. On a HA |
v
Al - - sup A = supaul
ve]K H H velK™ H H uesS
v#£0 v#£0

c. Comme S < B on a aussi

sup |Av| = sup |Av]. (18)

On peut aussi remarquer que
sup [Av|| = sup ||Av| (19)
veB veB

€
v#0

De plus, Vw € B\{0}, en posant u = Twj €S-onaw = |w| u et

[Aw] = w] [Au] < [Au] car Jw] <1

Or on a
|Aul < Sup |Av] .

et on obtient alors
sup [Aw] < Sup |1Av|.

'w;é()
En utilisant et , on en déduit

sup |Aw | = sup |Au| .
weB ueS

d. L’application v — |Av| est continue donc son sup sur la sphére unitée qui est compacte est atteint.

Q. 3 a. Montrer
Al <inflaeR: |Av] <alvl, YoeK"}.

b. Montrer qu’il existe w € S tel que |A|, = |Aw]|.
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c. En déduire que

|Al, = inf{aeR: |Av| < alv|, Yve K"}. (20)
a
R. 3 a. Comme |e|, est bien définie il existe v € RT tel que |A], < a. Soit & € RT tel que |A[, <
On a
A
|Al, < a < sup [Av]
veK" ol
A
” ”” , Yo e K™\ {0}

Rl S
< [[Av] < aff, Vo e K™\{0}

|<a
< [Av| < afv], Yve K"

On en déduit que
|Al, <inf{aeR : |Av| < afv|, Yve K"} (21)

b. Comme S est compact et I'application v — [|Av| est continue, il existe w € S tel que

|All, = sup [Av] = |Aw].
veS

c. On en déduit |Al, [w| = |Aw]| car |w]| = 1. On a alors
Al efaeR: |[Av] < afvf, voeK"}

et donc
inf{aeR : [Av]| <alv]|, Ywe K"} <|A],.

On conclut en utilisant .

Q. 4 a. Montrer que Yv € K", |Av| < |A[, v] .

b. Soit X\ € K*. Montrer qu’il existe w € K" tel que ||u| = |\| vérifiant

[ Al = JIA] [l -

R. 4 a. On a par définition du sup
HAUH |Av]

werr Jul ~ ol
u7#0

|Al, = e K™\{0}.

et donc
IAv| < Al o], Vv e K™{0}.

qui est équivalent &
|Av] < Al o], Vv eK".

b. D’apres la Q. IH Jil existe w € S tel que |A|, = |Aw]|. Soit A e K* et u = Mw # 0. On a [ju| = |}
et

u
Al = [Aw] = HA ™
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| Q.

5 Montrer que ||, est une norme matricielle. o

R.

5 o [Al,=0==A,=07?
<~ | trivial.
—

Soit A € M,,(KK).

AL =0=su '” L — Jaol =0, e KM\ (0)

= Av =0, Vv e K"\{0}
Soit {ei, ..., e,} la base canonique de K™. On a alors Vj € [1,n], Ae; = 0 et on en déduit que
Aij = (e;,Aej) =0, Y(i,j) € [1,n].
et donc A = O.

e Montrons que oAl = |a |A], Va € K, YA € M,,(K)..
Soient o € K et A e M,,(K). On a aA € M,,(K) (car M,,(IK) est un espace vectoriel) et

laAv] o |Av|
[eAl, = = car [ou| = |of |u]
e ] S ]
v#0 v#0
H vll
|a| = [l Al -

e Montrons que |A + B[, < |A], + [B],, ¥ (A,B) € M,(K)?
Soient A et B deux matrices de M,,(K). On a A+ B € M,,(K) car M,,(KK) est un espace vectoriel
et

A+B Av + B
IA+Bp| v+ Bl

|A+Bl, =
*eexr ol wexr o]
v#0 v#0
Av Bv
< su M par inégalité triangulaire dans K™
ver vl
v#0
Av] nBvu
< sup o+ s — Al + I8,
T S T
v#£0

e Montrons que |AB||, < |A[,[B],, V(A,B) e M, (K)?.
Soient A et B deux matrices de M,,(IK). On a AB € M,,(KK) par définition du produit matriciel et

AB ’U| A(Bv
el = sup LGB~ s B
veK"™ H’UH veK™ H’UH
v#£0 v#0
Al . |Bv
< IAl, [Be] ar |Aul < [A[ |u] Vue K"
vek® v
v#0
HBvH
<W, = |Al, IBI,

EXERCICE 15 (¢
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Soit A € M,,(C). On note

|| I
Al = L= sup [Az],
H I secn
=], =1

la norme matricielle suboordonnée a la norme vectorielle [e; .

Q. 1 Montrer que
sup Ax max E Al
Az, < jelin] 1| il

xeC

Hz\ll_l
a
R. 1 Soit x € C" tel que |z|; =1. On a
|Az, = Y I(Az)i = > | Aija;
i=1 i=1|j=
SDIDHITEEDof (F)ofP o)
i=1j=1 j=1 i=1
n n
< max Z|A”\ Z|xJ|— max Z|A71 car x|, = Z|xj|:1.
jelin] ? jellin] B=
On obtient donc
sup |Az], < max Z A -
eC
], =1
Q. 2 a. Déterminer uny e C", |y, =1 tel que
Ayl = H[}?XHZ| ijl-
b. Conclure.
a

R. 2 a. Soit k € [1,n] tel que

n n
ZA‘k:maXZA“-
3l = o 3 1A

On a
Ay, = Z}Ay{_Z|ZA,]yJ'
=1 j=1
Pour obtenir . o
DAkl =D D] Ay
i=1 i=1 j=1

on prend y; = &y j, Vj € [1,n], c’est & dire y = ej le k*™° vecteur de la base canonique. Dans ce
cason a [y|, =1et

HAZUH1 = HAekH1:

D |Aik| = max Z|A -
~ jeltn] &
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b. D’aprés la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

IAl; = sup [Az]; .
zeC”

lzl,=1

En utilisant les résultats de Q.1 et Q.2, on obtient

n
All; = max Z A, Ll
AL, = a3 1A

| Q. 3 [4lgo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée Norml, calculant |Al|; .

R. 3 Voici une possibilité de fonction:

Algorithme 1 Fonction Norml permettant de calculer |A[,

Données : A : matrice de M,,(C).
Résultat : r : leréel r = maxje o] Z?’Zl la; ;|
1: Fonction r < Norm1( A )
2:  n < nb de lignes de A
3 r«0
4 Pour j — 1 a n faire
5: S <0
6 Pour i « 1 a n faire
7 S — S+]|A®,7)]
8 Fin Pour
9: Si r < S alors
10: r—S
11: Fin Si

12: Fin Pour
13: Fin Fonction

[ EXERCICE 16 (¢

Soit A e M, (C). On note

Ax
”AHOO d:ef sup | |||OO
s «©

la norme matricielle suboordonnée a la norme vectorielle || .
Q. 1 Montrer que

n
sup |Az|,, < ig[[lggﬂj; |Aigl.

Il =1
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R. 1 Soit x € C" tel que x|, =1. On a

n

Z Ai7j$]’

=1

|Az],

ax [(Az)i] = max

n
< Al
< ig[%);]] P | A ]|z
< max 2 1A, | car |z;] < max || = |z, = 1.
i€[[1, n]]

On obtient donc

sup. [Aal],, < gﬁﬁXﬂZ Asl

Q. 2 a. Déterminer unye C", |ly||, =1 tel que
1Ayl = max Z | Ai j-

b. Conclure.

R. 2 a. Soit k € [1,n] tel que

€lln] 7=

n
Z| J|_maXZ|A7]|
j=1

On a, pour tout y € C”,

n
Ayl = max |(Ay)i| = nax | > Ayl
j=1

On va construire un vecteur y € C", |ly[, = 1, tel que

Jmax | Z Ai ;| = Z [ Akl

On sait déja que, si [ly|,, = 1,

n

Vie[l,n], | Z Ayl < Z | Akl

j=1 j=1
On va donc construire y € C, |y|, = 1, de telle sorte que
n n
| Agys| = D 1Akl
j=1 j=1
11 suffit pour cela de prendre,
Awsl g
. si Apj #0
Viell,n], y = k. & .
si Ak,j =0
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et on a bien [y|,, = 1. On a alors

| Z Ak jyi| = Z |Akjl et Vie[l,n], | Z Ayl < Z |Ak,j
i=1 i=1 i=1 =1

et donc
n

|AY ], = D7 1Ak, = max YA, ;.
o zE[Ln]jzl

b. D’aprés la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

|Al = sup [Az],, .
zeC"
[2],,=1

En utilisant les résultats de Q.1 et Q.2, on obtient

|AL, = max >7|A;;l.
1=

€[1,n

| Q. 3 [4lgo] Ecrire une fonction algorithmique, nommée NormInf, calculant |Al|, .

R. 3 Voici une possibilité de fonction:

Algorithme 2 Fonction NormlInf permettant de calculer |A[_

Données : A : matrice de M,,(C).
Résultat : r : leréel r = max;ep ] Z;Lzl la; ;|

1: Fonction 7 < NormInf( A )
2:  n < nb de lignes de A

3: r<—20

4: Pour i < 1 a n faire

5: S <0

6: Pour j — 1 a n faire
7 S — S+1|A®,7)]

8: Fin Pour

9: Si r < S alors

10: r—S>S

11: Fin Si

12:  Fin Pour
13: Fin Fonction

EXERCICE 17 (g

Soit A € M,,(C). On note B = A*A.
Q. 1 Soit (A\,u) € C x C"\{0} un élément propre de B.

a. Montrer que la matrice B est hermitienne.
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b.

C.

Montrer que les valeurs propres de B sont réelles.

En déduire que
2
_ | Aul

2,
s

R.

1

a. Il faut montrer que B = B*. Or on a

B* = (A*A)" = A*(A*)" = A*A =B.

b. Comme (A, u) est un élément propre de B, on a Bu = Au. On en déduit que

(Bu,uy = Ow,u) = A, uy = X |uls .
De plus par propriété du produit scalaire, on a
(Bu,u) = (u,B*u).
Comme B est hermitienne, on obtient

(Bu,u) = (u,Bu)
= (u, M) = A(u,u) = A ul .

On a donc
2 T2
Aulz = Aul;

et comme |uf, # 0 (u est un vecteur propre) on obtient A = A, c’est a dire A € R.

. Ona

(Bu,u) = (A*Au,u)
= (Au,Au) par propriété du produit scalaire

2
= [Aul .
De plus, on a vu que (Bu,uy = A HuH; avec [luf, > 0. On en déduit alors

2
A

2 =
(s

La matrice B étant hermitienne (elle est donc normale), d’aprés le ceThéoréme de réduction 3.2 page 63,
il existe alors une matrice U unitaire et une matrice D diagonale telle que

B = UDU*.

On note (A, €;)ic[1,5] les éléments propres de D. Les vecteurs e; sont les vecteurs de la base canonique
de C" et /\1 = D”

Q.

2

b.

a. Démontrer que les (Ni,V;)ic[1,n] Sont les éléments propres de B ot v; est le i-éme vecteur
colonne de U.

En déduire que {vq,...,v,} est une base orthonormée de C".
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R. 2 a. On a B = UDU*. Or U est unitaire, donc inversible d’inverse U*. En multipliant & gauche
par U* et & droite par U on obtient

U*BU = U*(UDU*)U = (U*U)D(U*U) = D.
On obtient alors

Dei = /\iei — U*BUel = )\iei
<~ BUGZ = )\ZUCZ

C’est a dire en posant v; = Ue; (i-éme vecteur colonne de U), les éléments propres de B sont les
(Aisvi)ier1,n]- On peut noter que v; # 0 car U est inversible.

b. On a
v}
1 N e
*
L I L
U= V1 i 1 Up et U* =
| .
i I Lt
k
’U'ﬂ
On a donc
vivy vifve ... vitv,
ES * *
. vivy vivy ... viv,
U*U = . .
vivg vivy ... viw,
et donc
(I 2 ES *
V(’L,j) € [111] 9 (U U)i,j = vi vj - <’l)7;7’l)j>.
Comme U est unitaire, on a U*U = | et donc

V(i §) € [1,n]?, (U*U);; = & ;.

On en déduit alors
V(’i,j) € [[17’”]}27 <viav.7> = 61}]"

{vy,...,v,} est donc une base orthonormée de C”.

Soit € C™ tel que x|, = 1 décomposée dans la base {v1,...,v,}:

n
F(ag,...,an) € C”, tels que z = 2 ;.
i=1
Q. 3 a. Montrer que
n
@oy= Y loif = 1.
i=1
b. Montrer que

sup ||Av\|§ < p(A*A).

veE
vl =1
c. Déterminer un vecteur w € C", tel que

|Aw]5 = P(A*A).

d. En déduire que

. Az

|Al, < sup Azl _ P(A*A).
zeC" HxHQ
x#0
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R.

3

a. On peut voir que

n n
(x,x) Z ;v;, Z a;v;
i=1 j=1

n

= o i, v;)
1

I

-
Il
—

Qo car <’Ui,’Uj> = (Sij

| 2

Il
NgE

|ovi
1

<.
Il

De plus |z]; = (x,z) = 1.

. Ona

|Az]5 = (Az,Az) = (A*Az,z) = (Bz,z)

n n

= <Z atii, Z ;0
i=1 j=1
n n

= Z ai)\i'vi, Z Oéj'Uj>
i=1 j=1

n

n —
= D @AY i)
j=1

i=1

3

= )\i|05i|2 car )\z eR et <’Ui,’l)j> = 6ij
=1

-
Il

N

(H[[llaxﬂ Ai) Z |oii|? = P(A*A) car \; =0 et Z lai]? = 1.
€| l,n b ~

On en déduit alors
sup ||A’UH§ < p(A*A).
veC"
vl =1
Pour démontrer que 'on a en fait égalité il suffit de trouver un vecteur la vérifiant, c’est a dire un
vecteur w € C", |w|, = 1, tel que
Aw|? = max \;
Al = max A,

ot les \; sont positifs ou nuls (valeurs propres de B. Pour cela on note k € [1,n] Uindice tel que
Ak = MaXe[1 ] Ai- En choisissant w = vy, (qui est de norme 1) on obtient alors

|Avy 5 = Aok, Avi) = (A*Avk, vi) = (i, vy = A, = P(A*A).

. D’aprés la proposition/définition des normes matricielles suboordonnées, on a

|Ally = sup [Az],.
zeC™
quzzl

En utilisant les résultats de Q.3, 2. et 3., on obtient

IAl, = V/P(AA).
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Q.

4

a. Montrer que la norme |o|, est invariante par transformation unitaire :

UU* = I — [A[, = [UAll, = [AU], = [U*AU, .

b. Montrer que st A est hermitienne alors

[Ally = P(A).

R.

4

a. Soit U € M,,(C) unitaire, i.e.
Uu* =U*U = 1.

e Montrons que |All, = [[UA], .
On a |A], = v/P(A*A) et donc

[UAJ, = \/P((UA)*UA) = /p(A*(U*U)A) = /P(A*A) = A, .

e Montrons que |Al, = [|AU|, .

On a AU
. T
|AU|, < sup H H2
zeC" ”m”2
x#0

En posant y = Uz, on a £ = U*y car U™! = U* (U étant unitaire). Comme U est inversible on
a

{U*y, vy e C"\{0}} = C™\{0}
|AUz|, _ . Ay,

zeC” Htz yeC HU*yHQ
x#0 y#0

De plus, on a
[U*yl; = (U*y,U*y) = (9, UU*y) = .y = lyl;
et donc |AU|, = |A], .
e Montrons que |Al, = [[U*AU, .
Ceci découle des deux égalités précédentes. En effet,
[U*AU|, = [U*(AU)|, = |AU]|, car U* unitaire

= |Al, car U unitaire
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