Ing. MACS 1 Analyse Numérique I
Sup’Galilée Année 2025-2026

PARTIEL DU 21 NOVEMBRE 20251
durée : 3h00.

Sans documents et sans appareils électroniques
Le baréme est donné a titre indicatif

Dans ce sujet:
e Les deux exercices sont indépendants.
e Les entrées/sorties des fonctions algorithmiques que vous écrirez devront étre décrites.

e Le but de toute fonction algorithmique que vous écrirez, et qui n’est pas explicitement demandée, devra
étre précisé.

EXERCICE 1 (10.25 points)

On rappelle que la sous-matrice principale d’ordre k& d’une matrice A € M,,(C), k € [1,n], est la matrice
Ay € M (C) telle que
(Ap)ij = Adj, Y(i,4) € [1, k]

Q. 1 (Algo)
Soient n € IN*, p € [1,n], L € My (C) triangulaire inférieure inversible et b € CP. On note L, la sous-
matrice principale d’ordre p de L.

a. Justifier que L, est inversible.

b. Expliquer la méthodologie permettant de déterminer x € CP solution de Lyx = b et expliciter les
formules utilisées en fonction des coefficients de L.

c. Ecrire la fonction x < pSolveTril(L,b) ou x est solution de L,x = b.

@

a. La matrice L est triangulaire inférieure donc la matrice L, I'est aussi. La matrice L, € M,(C) est
définie par
(Lp)ij = (L)ig, V(7)€ [1,p].

La matrice L est triangulaire inférieure, i.e.
¥(i,j) € [1,n]?, i < j, (L)i; = 0.
On en déduit
. . . def
V(Z,j) € Hlvp]27 1 < .77 (Lp)’b,j = (L)'LJ = 07

c’est a dire L, triangulaire inférieure.
De plus, L, étant triangulaire inférieure, elle est inversible ssi ses ¢léments diagonaux sont non nuls,
ce qui est le cas car L, triangulaire inférieure inversible et

def

Vie [1,p], (Lp)ii = (L)i; # 0.
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b. On va utiliser la méthode de descente pour calculer successivement x1, puis xa, ... jusque xp.
Soit 7 € [1,p]. On a

1—1 P
bi = Y (Lp)igwy + (Lp)iaws Y, (Lp)ijay.
j=1 j=it1
Comme L, tri. inf. on a (L,);; = 0sii < j et donc
i—1
bi = ), (Lp)igzs + (Lp)iii
j=1

Comme pour j <i <p,ona (L,);j =L;j, et (Lp)ii = Li; # 0, on en déduit

1 i—1
xT; = L. (bz — Z Liijj).
2,0 j=1

c. Ecrire la fonction ¢ < pSolveTril (L,b) ou x est solution de L,z = b.

d. Voici un algo possible

Algorithme 1 Fonction pSolveTril permettant de résoudre le systéme linéaire triangulaire inférieur in-
versible

Lz =b
ot L, est la sous-matrice principale d’ordre p de L

Données : L : matrice triangulaire inférieure inversible de M,,(C).
b : vecteur de CP, pe [1,n].
Reésultat : o : vecteur de CP.

1: Fonction £ « pSorLveTriL( L,b)
2: Pour i« 1 a p faire

3 S <0

4: Pour j — 1 ai—1 faire
5: S — S+ L(i,5) = x(j)
6 Fin Pour

7 x(i) <« (b(i) — S)/L(i,1)
8:  Fin Pour

9: Fin Fonction

. 2 (Algo)

Soient n € IN*, p € [1,n], U e My (C) triangulaire supérieure inversible et ¢ € My ,(C), un vecteur ligne.
On note Uy, la sous-matrice principale d’ordre p de U.

a. Justifier que U, est inversible.

b. Expliquer la méthodologie permettant de déterminer y € My ,(C), un vecteur ligne, solution de

yU, =c (1)
et expliciter les formules utilisées en fonction des coefficients de U.

c. Ecrire la fonction y < pSolveTriurow (U, e) ot y est solution de (|1)).




®. 2)

a. La matrice U est triangulaire supérieure donc la matrice U, I'est aussi. Comme U est triangulaire
supérieure inversible, ses éléments diagonaux sont non nuls, et les p premiers sont les éléments
diagonaux de U,. Or, U, triangulaire supérieure donc elle est inversible.

b. On doit résoudre

Uip oo .. Uny
0 .

(s s Up) = (c1, ey ).
0 ... 0 Uy

On va utiliser la méthode de descente pour calculer successivement y1, puis ¥z, ... jusque yp,.
Soit i € [1,p]. On a, par définition du produit matriciel,

i—1 P
ci= >y Ui+ uilUii D) yUja
=1 jmit1

Comme U tri. sup. ona Uj;; = 0sii < j et donc

i—1
ci = >,y Uji + vl
j=1
Comme U;; # 0, on en déduit

1 i—1
vi= g (e DU
1,0 =1

c. Voici un algo possible

Algorithme 2 Fonction pSolveTriurow permettant de résoudre le systéme linéaire inversible

yU, =c
avec ¢ € M ,(C), un vecteur ligne et U, sous-matrice principale d’ordre p de U triangulaire supérieure
inversible

Données : U : matrice triangulaire supérieure inversible de M,,(C).
¢ : vecteur ligne de My ,(C), p € [1,n].
Résultat : y : vecteur ligne de M ,(C).

1: Fonction y < pSornveTrIurow( U,c )
2: Pour i« 1 a p faire

3 S <0

4 Pour j — 1 ai—1 faire

5: S—S+y(l,5)=U(4,17)

6 Fin Pour

7 y(1,4) < (c(1,4) — S)/U(i,1)

8:  Fin Pour

9: Fin Fonction

Nous allons maintenant montrer par récurrence, sur I’ordre n > 2 des matrices, la proposition suivante:



(Pu)]
Soit A € M, (C) une matrice dont toutes les sous-matrices principales sont inversibles. Alors il existe
L € M,,(C) triangulaire inférieure & diagonale unité et U € M,,(C) triangulaire supérieure inversible telles
que
A=LU.
[Q. 3 (Initialisation, n = 2)}
A A
On se place sous les hypothéses de (P2) avec A = ( L1 1’2> .
Ao Aagp
a. Montrer que
A1 #0 et Aj1Age — A12A21 # 0. (2)
b. En déduire que (P2) est vérifiée.
R. 3
a. La sous-matrice principale d’ordre 1 de A est Aj; € M;(C). La sous-matrice principale d’ordre 2
de A est A. Comme les sous-matrices principales de A sont inversibles, on en déduit A;; # 0 et
det A = A171A2,2 — A1’2A2,1 # 0.
b. On va construire L € My(C) triangulaire supérieure a diag. unité et U € Ms(C) triangulaire sup.
inversible telles que A = LU.
Pour cela, on doit vérifier que 'on peut construire L et U vérifiant
A <A1,1 A1,2> LU= < 1 0) (Ul,l U1,2> _ < Uiq Ui )
As1 Ago Lop 1 0  Usp Lo1U11 Lo1Ujo+ Usgpo
ce qui correspond & résoudre
Uy = A1
Uio = Ao
Lo1Ug = Ay
Lo1Uia+Uzo = Ago
Comme A1 # 0, on obtient
Uin = Ax
Uiz = ﬁl,?
L — 2,1
2,1 Ars R
o _ Nag
Usa = Agpo ATIALQ
On a pu déterminer les coefficients de L et U, toutefois il reste a vérifier que U inversible, c’est a
dire Uy # 0 (OK) et Uzo #0. On a
Ao Ay1Ago — A1pAg)
Ugo=Ago— A= —""" S
’ A 7 Aqq
qui est non nul.
[Q. 4 (Hereédité, n > 2)}
On suppose (Pp—1) vérifiée.
Soit A e M,,(C) dont toutes les sous-matrices principales sont inversibles. On pose
A,
A — ( n* 1 f )
€ g




avec Ap_1 € M, 1(C),ec C* !, feC !etgeC.
a. Justifier que An—1 est inversible.

b. En posant

démontrer que
det(AB) = (g —e*A, L f) det A,_q. (3)

c. En déduire que (g — e*Aﬁilf) e C*.

d. Montrer alors, qu’il existe

o Xn—a ‘On—l,l _ Yoo1 |
L= ( /¥ ‘ 1 ) e M,(C) etU = ( Orn11 | h ) e M, (C)

avec L triangulaire inférieure o diagonale unité et U triangulaire supérieure inversible telle que A =
LU. On exprimera, aprés justification, I*, v et h en fonction de Xp—1, Yn_1, €*, f et g. (il faudra
bien sar justifier de ’existence de X,—1 et Y,_1 avec les propriétés adéquates)

a. La matrice A,_1 est la sous-matrice principale d’ordre n — 1 de A, elle est donc inversible par

hypothése.
AB — < An—l ‘ f >< In—l ‘ _A;ll_lf > _ ( An—l ‘ On—l,l >
e* |y Oipor | 1 e |g—e'AL S

b. On a
En utilisant le formule des cofacteurs par rapport a la derniére colonne pour calculer le déterminant
de AB on obtient

det(AB) = (g — e*AL 1 f) det A, 1.
De plus, B est triangulaire supérieure a diagonale unité donc det B = 1 et on en déduit
det(AB) = det(A) det(B) = det(A)
d’ot le résultat.
c. A et A,_1 étant inversibles, on a det A # 0 et det A,,_1 # 0. Comme
det(A) = (g — €*AL f) det A,

on en déduit
(g—e*AL ) #0.

d. On va construire L € M,,(C) triangulaire supérieure a diag. unité et U € M,,(C) triangulaire sup.
inversible telles que A = LU.

On a
LU = Xn—l ‘ O’rL—l71 Yn—l ‘ v - Xn—lYn—l ‘ Xn—lv
h l* ‘ 1 Ol,n—l,l ‘ h o l*Yn_l ‘ "v+h

Pour avoir A = LU, il faut donc résoudre

Xp1Yn 1 =An_1 (RL.1a)
Xpo1v = (R1.1b)
I*Y,—1 =e* (R1.1c)
Fo+h =g (R1.1d)




En répondant aux questions précédentes, on a montré par récurrence que la proposition (P,,) est vraie Vn > 2.

Comme toutes les n sous-matrices principales de A sont inversibles, on en déduit que les (n—1) sous-
matrices principales de A,,_1 sont inversibles puisque A,_1 est la sous-matrice principale d’ordre
(n—1) de A.

Par hypothése de récurence, il existe L,,—1 € M;,_1(C) triangulaire inférieure & diagonale unité et
Un—1 € M,,_1(C) triangulaire supérieure inversible telles que

An—l = Ln—IUn—l-

On choisi donc X,,—1 = Ly,—1 et U,,—1 = U,,_;. Ces deux matrices sont inversibles, (R1.1b)) et (R1.1¢)
sont alors équivalentes &

V= L;Ll_lf et l* = e*Uil_l.

n

De (R1.1d)), on obtient
h=g—1"v=¢e*U" L. f

On peut noter que, d’aprés la questyion précédente

e*U b L f=g—e*(Ly U, 1) 'f=g—e*ALf#0.

Avec ‘
I—n—l ‘ On—l 1 > Un—l L;Llflf
L= — : et U= —
( efUl, | 1 Otn1 | g—€*(LpmiUn1) ' f

la proposition (P,) est bien vérifiée!

Q. 5}

On se place sous les hypotheses de (Py). Démontrer l'unicité de la factorisation LU de A.

@5

Q. 6 (Algo)

Soient A € M,,(C) une matrice dont toutes les sous-matrices principales sont inversibles et k € [2,n].

Pour démontrer I'unicité, on va supposer qu’il existe deux factorisations LU de A i.e.
A=LU; =LsU,.

avec L1, Lo matrices triangulaires inférieures & diagonale unité et Uy, Uy matrices triangulaires supérieures
(inversibles). En multipliant I’équation L;U; = LUy & gauche par Lil et a droite par Ugl on obtient

UUst = L L. (R1.2)

La matrice L;*Ly est triangulaire inférieure & diagonale unité car produit de deux matrices triangulaires
inférieures a diagonale unité. Elle est égale a la matrice UjU5* qui elle est triangulaire supérieure (car
prduit de deux matrices triangulaires supérieures). Donc Li*Ly est a la fois une matrice triangulaire
supérieure et inférieure : elle est donc diagonale. Comme elle est & diagonale unité on en déduit que

Li'Le = I et donc Ly = Ly. De l'équation (R1.2), on tire alors U; = Us.

a. On suppose déja calculées les sous-matrices principales d’ordre (k — 1) de L et U. En s’aidant de la
question précédente et en utilisant les fonctions pSolveTril de Q. [1] et pSolveTriurow Q. [2, expliquer
comment calculer la ligne k de L et la colonne k de U. On peut noter, qu’aprés ces calculs, les
sous-matrices principales d’ordre k de L et U sont connues.

b. Ecrire la fonction [L,U] « factLU(A) retournant les matrices L et U de (Py,) en utilisant les fonctions




pSolveTril et et pSolveTriurow.

On note A;, L; et U; les sous-matrices principales d’ordre 7, respectivement, des matrices A, L et U.

Par hypothése, on connait Li_1 et Ui_;. Comme L est tri. inf., pour calculer la ligne k£ de L, il suffit de
déterminer la ligne k de L. Comme U est tri. sup., pour calculer la colonne k de U, il suffit de déterminer
la colonne k de Uy.

a. Par construction, on a

Ap = LiUyg.

A1 | f Li—1 | Ok, Up_ v
Ak:< e*l g>,Lk:< l*l 111>etuk:<01k—11 h)

On peut noter que e* = Ag 1.4—1 € My _1(C) f =App_1€ C- et g =Agy e C.

On pose

En reprenant les résultats de ..., on a alors, v et e* solutions de
kal’v = f et l*Un_l =e*.

et
h=g—1*.

On en déduit, alors

v« pSolveTril(L,Ajp—1x)
«— pSolveTriurow(U, Ay 1.4-1) .
«— Ak,k —l*v

= %

On aura donc la ligne k& de L donnée par
Litk—1 =0, Lk =1, Lggtim =0
et la colonne k£ de U donnée par

*
Utk—1k =0, Upp = Apr — v, Upprnp = 0.

b. Pour faciliter I’écriture, on initialisera la L & la matrice identitée et U & la matrice nulle. Ensuite avec
Ui1 < Aq1, on connait les sous-matrices principales d’ordre 1 de L et U, ce qui permet d’amorcer
la récurrence.



Algorithme 3 Factorisation LU d’une matrice

Données : A : dans M,(C) avec toutes ses sous-matrices
principales inversibles
Résultat : L : dans M, (C), tri. inf. a diag. unité,
U : dans M, (C), tri. sup. inversible.

1: Fonction [L,U] < racTLU( A )
2. L1,

332 U<«0,

4. U(1,1) « A(1,1)

5. Pour k < 2 a n faire
6 v « pSolveTril(L, A(1 : k — 1,k))

7 ls < pSolveTriurow(U, A(1,1 : k — 1)) > s
8 L(k,1:k—1)«ls

9: Ul:k—1,k) v

10: Uk, k) < A(k, k) —ls=*v

11:  Fin Pour

12: Fin Fonction

l*

EXERCICE 2 (9.75 points)

Soient I — R un intervalle fermé, non vide, (par ex., avec a < b, [a,b], [a,+0[, | —0,a] ou R ) et ®: T — T
une application contractante de rapport L.
Soit g € I tel que ®(zg) # xo. On considére la suite (xy)ren donnée par

Th+1 = ‘I’(:Uk) Vk € IN. (1)

Q. 1)

Montrer que la suite (1)) est bien définie (zy existe pour tout k € IN).

@

La suite (2 )ren, est bien définie si la relation permet de définir complétement (et de maniére unique)
Iensemble des termes de la suite (zx)ken, connaissant xg.

Il faut donc vérifier que, Yk € IN, x, € I, car il faut pouvoir calculer ®(xy).

C’est bien sur immeédiat par récurrence car ®(I) < I. On propose toutefois une démonstration:

e Initialisation: pour k£ = 0. Par hypothése, g € I.

e Hérédité: on suppose z € I, montrons que xp4q € I. Par définition, z;1 = ®(xg). Puisque par
hypothese, ®(I) = I, on a x4 € 1.

Q. 2
Soient I < R un intervalle et f : I — R.

a. Donner la définition de f est une application lipschitzienne sur I ...........
b. Donner la définition de f est une application contractante sur I ...........

c. Soit (zk)ken, une suite de réels. Compléter la définition suivante:




la suite (xk)ken est une suite de Cauchy si

Ve >0, o s | Thgp — K| < €.

R. 2
Soient I < R un intervalle et f: I — R.

a. f est lipschitienne sur [ si
IK € Ry, Y(z,y) € 12, [f(2) = f(y)| < K|z —y|.
On dit alors que f est lipschitienne de rapport K sur I.
b. f est contractante sur I si elle est lipschitienne de rapport K € [0, 1] sur I c’est a dire si

1K € [071[7 V(x,y) € 127 |f(x) - f(y)| < K|‘T _y|'

Ve>0, IM e N, tel que Vke N, k> M, Vpe N, |xpq, — a1 <e.

On va démontrer que la suite est une suite de Cauchy. Pour cela, on va tout d’abord établir quelques
résultats intermédiaires.

Q. 3)
a. Montrer que
VkeN, |vp41 — 2k < LF|ay — zol. (2)
b. Montrer que
VEeN, Vs =0, |xpis— Trrs—1| < LP|ag —xp_q]. (3)
c. En déduire que,
1—-LP

VEeN, Vp =2, |zpip— k| < LF|zy — aol. (4)

1-L

®3)

a. La fonction ® étant contractante sur I, on a, par définition:
ILe[0,1] tq V(z,y) e I?, [®(z) - D(y)| < Llz —yl.

On obtient alors
|Tp 41 — 2k| = |P(2g) — P(2p—1)| < Llzg — 2p-1]-

Par récurrence, on en déduit que la proposition suivante est vraie pour tout k € IN:
. k
(Pr) : |2kg1 — x| < LF¥|w1 — o]
On propose toutefois une démonstration:

e Initialisation: (Pp) est trivialement vraie.

e Hérédité: soit k € IN, on suppose que (Py) est vérifice. Montrons que (Pg1) est vraie. On a,
en utilisant et ’hypothése de contraction sur @,

[Th+2 — Tha1| = |P(zpr1) — P(ap)| < Llwgsr — @il.
Par hypothése de récurrence, on en déduit

g2 — Tha1| < LLF|zy — 2o

et donc (Pg1) est vraie.



b. Soit £ € IN. On va montrer, par récurrence la proposition
(Q) Tkt — Tpri—1] < LHag — 21
pour tout [ € IN.

e Initialisation: (Qp) est trivialement vraie.

e Hérédité: soit [ € IN, on suppose que (Q;) est vérifiee. Montrons que (Q;.1) est vraie.

Comme @ est contractante, on a
|Tkt141 — Thrt| = |P(@h41) — P(@hp1-1)| < L@kt — Tpyr-1]-
En utilisant, I’hypothése de récurrence, on en déduit
|11 — Tpt| < LL g — 2| = L7 o — aa .

La proposition (Q;+1) est donc vraie.

e Conclusion: on a démontré par récurrence que (Q;) est vraie pour tout [ € IN.
c. Soilent ke Net p>2. On a

p—1

Thsp — Tkl = [(@hp — Thap—1) + @hapo1 — Thp—2) + - + (@1 — 21)| = | D @pais1 — ).
1=0

Par application répétée de I'inégalité triangulaire, on obtient

P
|Thsp — Tk| << Z |Thts — Thys—1]
s=1
En utilisant , on obtient alors

P
|Thsp — k| < 2 LP|zg, — xp—1
s=1

En utilisant , on a alors

P p—1
Ty — 2pl < D LPLM May — wo| = |y — a|LF )| L.
s=1 =0

Cette derniére somme correspond alors & une somme partielle d’une série géométrique et donc

1-LP
1-L

|Thtp — k| < Ly — o.

S

. En utilisant les résultats de la question précédente, démontrer de maniére détaillée que la suite

est une suite de Cauchy.

. Montrer que la suite (1)) converge vers un point fixre de ® a l'ordre 1 au moins.

. Montrer l'unicité du point fize.

10




®. 4

a. Ona0< L <1, et donc L*¥ — 0 quand k — 4. De @, on déduit alors que (zx)ken est une suite

de Cauchy.
On propose toutefois une démonstration détaillée.
Pour que (xf)ren soit une suite de Cauchy, il faut montrer que

Ve >0, IM e N, tel que Vke N, k> M, Ype N, |zpqp — a1 <e.
Comme 0 < L < 1, on déduit de (4) en utilisant

1
|Thsp — 2| < ——L¥ay — x0

1-L
Soit € > 0, pour avoir |4y — k| < €, il est suffisant d’avoir
1
—— LKl — o] <€
oLl ol
c’est a dire, comme 1 — L > 0 et z1 = ®(xg) # xo
w1 — o]

La fonction In étant croissante strictement on obtient
(1—L)e

21 — 2o

In(L*) = kIn(L) < In (

).

Or In(L) < 0, ce qui donne
1 (1—L)e
In .
In(L) (|:c1 - x0|)

En prenant M € N tel que
1 1-L
In ( ( )6)
hl(L) |l’1 — iL‘o’

alors
VkelN, k> M, Vpe N, |rp4, — x| <e

. La suite (zj)ren est une suite de Cauchy dans R espace complet donc elle converge dans R vers un

point que I'on nomme 3. De plus pour tout k, x; appartient & I fermé, donc sa limite 5 appartient
aussi a I.

La fonction ® étant contractante sur I, elle est donc continue sur I. On a alors par continuité de ®
lim ®(x) = @(P).
k—+00
Comme zp1 = ®(zx) on aussi

lim ®(xp) = lim zpq =5
k—+00 k—+00

et donc 3 est un point fixe de ®. L’existence d’'un point fixe est donc établi.

On a donc
|Tk+1 — B] = [®(zk) — 2(B)| < Lz — B

Comme 0 < L < 1, la convergence est au moins d’ordre 1.

. On suppose qu’il existe 81 et B2 dans [a,b] tels que ®(f1) = 1 et P(f2) = [2. Dans ce cas on a

81— Ba| = |®(B1) — ®(B2)| < L|B1 — B2

On en déduit
(1-L)[B1— B2/ <0

Comme 1 — L > 0, on en déduit f; = (o, c’est a dire 'unicité du point fixe.

11



Q.

5)
Soient J = [0, +0[ et g € C*(J;R). On note xp11 = g(xk), k € N avec zp € J.

a. A quelle(s) condition(s) sur la dérivée de g, la fonction g est-elle contractante sur J? Justifiez.

b. On suppose g contractante sur J. A quelle(s) condition(s), s’il y en a, a-t’on existence et unicité d’un
point fixe de g dans J.

c. On suppose réunies les conditions pour que g ai un unique point fixe, noté «, dans J et que la suite
(zk)kew converge a l'ordre 1 au moins vers a.
A quelle(s) condition(s) sur g, la suite converge t’elle
e g l'ordre 1 exactement?
e g l'ordre 2 au moins?

e g llordre 2 exactement?

@3

Q.

a. La fonction est contractante sur J si
Ve e J, |¢(z)] < K <1.

En effet, soient (z,y) € J?, d’aprés la formule de Taylor a I'ordre 1, il existe £ €] min(z, y), max(z, y)[
tel que

9(x) —g(y) = (z —y)g'(§)
Dans ce cas on a immédiatement la contraction:
l9(z) = g(¥)| = |z —yllg'(§)] < K|z —yl.
Attention, ici prendre comme condition

Ve e, |¢(z)] <1

n’est pas suffisant car on peut avoir |¢'(z)| —— 1.
r—+00

b. Il faut que g(J) < J.
c. On a la convergence

e A l'ordre 1 exactement, si ¢'(«) # 0. (et convergence si |¢'(a) < 1)

e & l'ordre 2 au moins, si ¢'(«) = 0.

e & l'ordre 2 exactement si ¢’(a) = 0 et g"(a) # 0.

Soit f(z) = 22% — 22 — 22 + 1 la fonction définie sur R de racines —1, 1 et % On cherche & determiner ces
racines par ’algorithme du point fixe.

L)
On pose g1(x) = & + f(x) et gale) = = — L (2)
a. Montrer que f(z) =0 < gi(x) =x et f(x) =0 < go(x) = x.

b. Que peut-on dire de la suilte x+1 = g1(xk), k € IN lorsque xo est proche de —17 proche de 17 proche
de %? En cas de convergence, on précisera l’ordre exact de convergence en justifiant.

c. Que peut-on dire de la suite xy1 = go2(xk), k € IN lorsque xo est proche de —17 proche de 17 proche

de %? En cas de convergence, on précisera 'ordre exact de convergence en justifiant.
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a. On a
f@) =0zt f(2) = 2= gi(0) 2

et
fl)=0<e -+ f(z) = —z< —g2(x) = —z < g2(x) =2

b. Onagi(r) =22z — 1)z +22> -1 et

1 1

I(—1) = (1) =3etgi(z)=—=.
91( ) 7, 91() 3e 91(2) )

Pour avoir convergence au voisinage d’une des racines «, il faut que |g}(a)| < 1. Dans ce cas, on
aura une convergence d’ordre 1 exactement si gj(«) # 0, sinon elle sera d’ordre 2 au moins.

e pour g proche de —1, la suite va diverger car |¢j(—1)| =7 > 1.
e pour g proche de 1, la suite va diverger car |g;(1)] =3 >

1
e pour zo proche de 3, la suite va converger vers 1 car |g}(3)| = 3 < 1. Comme g} (3) # 0, la

convergence sera exactement d’ordre 1.

c. Onagh(r)=—2x—1)x—a?+2et

1
gy(—1) = =2, g5(1) = 0 et 95(5) =1

Ona ¢gf(z) = —6x+1et

1
g5(—1) =17, g5(1) = =5 et 95(5) =-2.

Pour avoir convergence au voisinage d’une des racines «, il faut que |g5(a)| < 1. Dans ce cas, on aura
une convergence d’ordre 1 exactement si gh(«) # 0, sinon elle sera d’ordre 2 au moins (exactement
N
si gy (a) #0,).

e pour xg proche de —1, la suite va diverger car |gh(—1)| =2 > 1.

e pour xg proche de 1, la suite va converger vers 1 car |g5(1)] = 0 < 1. La convergence sera au
moins d’ordre 2 car g5(1) = 0. Comme g¢5(1) # 0, la convergence sera exactement d’ordre 2.

e pour xy proche de %, la suite va diverger car |g’2(%)| = % > 1.
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