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»*Ex Toute cette partie est le contenu quasi-intégral d’un document réalisé par C. Japhet

Ce chapitre est une introduction a la représentation des nombres en machine et aux erreurs d’arrondis,
basé sur [5], [4].

1.1 Un exemple : calcul approché de 7

Cet exemple est extrait de [5], [4]. Le nombre 7 est connu depuis antiquité, en tant que méthode de
calcul du périmétre du cercle ou de ’aire du disque. Le probléme de la quadrature du cercle étudié par les
anciens Grecs consiste & construire un carré de méme aire qu’un cercle donné a I'aide d’une régle et d’un
compas. Ce probléme resta insoluble jusqu’au 19°™€ siécle, oil la démonstration de la transcendance de
7 montra que le probléme ne peut étre résolu en utilisant une régle et un compas.

Nous savons aujourd’hui que I’aire d’un cercle de rayon r est A = 2. Parmi les solutions proposées
pour approcher A, une méthode consiste a construire un polygone dont le nombre de c6té augmenterait
jusqu’a ce qu’il devienne équivalent au cercle circonscrit. C’est Archiméde vers 250 avant J-C qui appli-
quera cette propriété au calcul des décimales du nombre 7, en utilisant & la fois un polygone inscrit et
circonscrit au cercle. Il utilise ainsi un algorithme pour le calcul et parvient a 'approximation de m dans
Pintervalle (3 + %, 3+ %—(1)) en faisant tendre le nombre de cotés jusqu’a 96.

Regardons ’algorithme de calcul par les polygones inscrits. On considére un cercle de rayon r = 1 et
on note A,, I'aire associée au polygone inscrit & n cotés. En notant o, = 27”, A, est égale & n fois I'aire
du triangle ABC représenté sur la figure 1.1, c’est-a-dire

a o
A, = s — sin —,
n = M CO 5 in 2
que l'on peut réécrire
n o o n n 2
A, = —(2cos — sin —) = —sina,, = — sin(—).
" 2( 2 2 ) 2 "9 (n)
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Figure 1.1: Quadrature du cercle

Comme on cherche & calculer 7w & 'aide de A,, on ne peut pas utiliser ’expression ci-dessus pour
calculer A,,, mais on peut exprimer A, en fonction de A,, en utilisant la relation

Ly 1—cosa, 1 —4/1 — sin? o,
Sin — =4/ = .
2 2 2

Ainsi, en prenant n = 2%, on définit ’approximation de 7 par récurrence

2k 2 1—4/1—s_
5 Sky Ve s = sin(Q—Z) = %

Tk = A2k =

En partant de k = 2 (i.e. n =4 et s = 1) on obtient l'algorithme suivant:

Algorithme 1.1 Algorithme de calcul de 7, version naive

. s—1,n<4 > Initialisations
2: Tantque s > le — 10 faire > Arrét si s = sin («) est petit
3 s« sqrt((1 — sqri(l — s = s))/2) = nouvelle valeur de sin(«/2)
4 n<2=xn = nouvelle valeur de n
5. A« (n/2)xs = nouvelle valeur de 'aire du polygone
6: Fin Tantque

On a limg_, o xx = 7. Ce n’est pourtant pas du tout ce que 'on va observer sur machine! Les
résultats en Python (sous Sage) de la table 1.1 montre que ’algorithme commence par converger vers 7
puis pour n > 65536, 'erreur augmente et finalement on obtient A, = 0!! “Although the theory and the
program are correct, we obtain incorrect answers” ([5]).

Ceci résulte du codage des valeurs réelles sur un nombre fini de bits, ce que nous allons détailler dans
ce chapitre.

1.2 Représentation scientifique des nombres dans différentes

bases

Dans cette section nous introduisons les notions de mantisse, exposant, et la fagon dont sont représentés
les nombres sur une calculatrice ou un ordinateur.

1.2.1 Partie entiére, mantisse et exposant

Exemple en base 10

La base 10 est la base naturelle avec laquelle on travaille et celle que ’on retrouve dans les calculatrices.

Un nombre a virgule, ou nombre décimal, a plusieurs écritures différentes en changeant simplement
la position du point décimal et en rajoutant & la fin une puissance de 10 dans I’écriture de ce nombre. La
partie & gauche du point décimal est la partie entiére, celle & droite avant I’exposant s’appelle la mantisse.
Par exemple le nombre z = 1234.5678 a plusieurs représentations :

x = 1234.5678 = 1234.5678 10° = 1.2345678 10® = 0.0012345678 10°, (1.1)
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Représentation scientifique des nombres dans différentes bases

n A, ‘ |Ay, — ‘ sin(ay,) ‘
4 2.00000000000000 | 1.141593e+00 | 1.000000e+00
8 2.82842712474619 3.131655e-01 7.071068e-01
16 3.06146745892072 8.012519e-02 3.826834e-01
32 3.12144515225805 2.014750e-02 1.950903e-01
64 3.13654849054594 5.044163e-03 9.801714e-02
128 3.14033115695474 1.261497e-03 4.906767e-02
256 3.14127725093276 3.154027e-04 2.454123e-02
512 3.14151380114415 7.885245e-05 1.227154e-02
1024 3.14157294036788 1.971322e-05 6.135885e-03
2048 3.14158772527996 4.928310e-06 3.067957e-03
4096 3.14159142150464 1.232085e-06 1.533980e-03
8192 3.14159234561108 3.079787e-07 7.669903e-04
16384 3.14159257654500 7.704479e-08 3.834952e-04
32768 3.14159263346325 2.012654e-08 1.917476e-04
65536 3.14159265480759 1.217796e-09 9.587380e-05
131072 3.14159264532122 8.268578e-09 4.793690e-05
262144 3.14159260737572 4.621407e-08 2.396845e-05
524288 3.14159291093967 2.573499e-07 1.198423e-05
1048576 3.14159412519519 1.471605e-06 5.992115e-06
2097152 3.14159655370482 3.900115e-06 2.996060e-06
4194304 3.14159655370482 3.900115e-06 1.498030e-06
8388608 3.14167426502176 8.161143e-05 7.490335e-07
16777216 3.14182968188920 2.370283e-04 3.745353e-07
33554432 3.14245127249413 8.586189e-04 1.873047e-07
67108864 3.14245127249413 8.586189e-04 9.365235e-08
134217728 3.16227766016838 2.068501e-02 4.712161e-08
268435456 3.16227766016838 2.068501e-02 2.356080e-08
536870912 3.46410161513775 3.225090e-01 1.290478e-08
1073741824 | 4.00000000000000 8.584073e-01 7.450581e-09
2147483648 | 0.000000000000000 | 3.141593e+00 | 0.000000e+00

Table 1.1: Calcul de 7 avec l'algorithme naif 1.1

avec
e Partie entiére : 1234

o Mantisse : 0.5678 ou 1.2345678 ou 0.0012345678
e Fxposant: 4 ou 6

Selon le décalage et 'exposant que I'on aura choisi, le couple mantisse-exposant va changer mais le nombre
représenté est le méme. Afin d’avoir une représentation unique, la troisiéme dans (1.1) sera utilisée, avec
1.2345678 pour mantisse et 3 pour exposant. Elle correspond a I’écriture avec un premier chiffre avant le
point décimal non nul dans la mantisse.

Exemple en base 2

La base 2 est la base utilisée par les ordinateurs. Les chiffres utilisables dans cette base sont 0 et 1 que
lon appelle bit pour binary digit, les ordinateurs travaillent en binaire. Par exemple

390=32+4+2+1=2"+22+2" +2° = (100111)s,
3.625 = 28 +20 4+ 271 + 273 = (11.101)5 = (1.1101) 2!

Représentation d’un nombre en machine : nombres flottants

De fagon générale tout nombre réel x sera représenté dans une base b (b = 10 pour une calculatrice b = 2
pour un ordinateur) par son signe (+ ou —), la mantisse m (appelée aussi significande), la base b et un
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exposant e tel que le couple (m, e) caractérise le nombre. En faisant varier e, on fait « flotter » la virgule
décimale. La limitation fondamentale est que la place mémoire d’un ordinateur est limitée, c’est-a-dire
qu’il ne pourra stocker qu'un ensemble fini de nombres. Ainsi un nombre machine réel ou nombre a
virgule flottante s’écrira, :

= +m-b°
D.D---D
- D---D

QSHI
Il

ou D € {0,1,...,b—1} représente un chiffre. Des représentations approchées de 7 sont : (0.031,2), (3.142,0),
(0.003,3) et on observe qu’elles ne donnent pas la méme précision. Pour rendre la représentation unique
et garder la meilleure précision, on utilisera une mantisse normalisée : le premier chiffre avant le point
décimal dans la mantisse est non nul. Les nombres machine correspondants sont appelés normalisés.
En base 2, le premier bit dans la mantisse sera donc toujours 1, et on n’écrit pas ce 1 ce qui permet
d’économiser un bit. L’exposant est un nombre variant dans un intervalle fini de valeurs admissibles :
L <e<U (typiquement L < 0 et U > 0). Le systéme est donc caractérisé par quatre entiers :

e la base b (b = 2),
e le nombre de chiffres ¢ dans la mantisse (en base b),

e l'exposant minimal L et maximal U.

En mathématiques on effectue les calculs avec des nombres réels x provenant de l'intervalle continu
x € [—00,00]. A cause de la limitation ci-dessus, la plupart des réels seront approchés sur un ordinateur.
Par exemple, %, V2, possédent une infinité de décimales et ne peuvent donc pas avoir de représentation
exacte en machine. Le plus simple des calculs devient alors approché. L’expérience pratique montre que
cette quantité limitée de nombres représentables est largement suffisante pour les calculs. Sur I'ordinateur,
les nombres utilisés lors des calculs sont des nombres machine & provenant d’un ensemble discret de
nombres machine & € {Zmin, - - ., Tmaz }- Ainsi, chaque nombre réel = doit étre transformé en un nombre

machine = afin de pouvoir étre utilisé sur un ordinateur. Un exemple est donné sur la figure 1.1.

reR -

TelF

Tmin 0 Tmazx

Figure 1.2: Représentation des nombres réels R par les nombres machine F

Prenons un exemple, beaucoup trop simple pour étre utilisé mais pour fixer les idées: ¢t = 3, L =
—1, U = 2. Dans ce cas on a 3 chiffres significatifs et 33 nombres dans le systéme F. Ils se répartissent
avec 0 d’une part, 16 nombres négatifs que ’on ne représente pas ici, et 16 nombres positifs représentés
sur la figure 1.3.

oo~y ——
b — 1
pajen ——
bI=1 T

Figure 1.3: Nombres positifs de F danslecast =3, L =—-1, U =2
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Dans cet exemple, ’écriture en binaire des nombres entre % et 1 est

(0100, =11 o110,

1
2
= (

+ 0.101)o, + = =(0.111)s.

| = =

o)
| =
| =

On obtient ensuite les autres nombres en multipliant par une puissance de 2. Le plus grand nombre
représentable dans ce systéme est % (en particulier 4 n’est pas représentable). On remarque que les
nombres ne sont pas espacés réguliérement. Ils sont beaucoup plus resserrés du cété de 0 entre i et % que
entre 1 et 2 et encore plus qu’entre 2 et 3. Plus précisément, chaque fois que I’on passe par une puissance
de 2, 'espacement absolu est multiplié par 2, mais I’espacement relatif reste constant ce qui est une bonne
chose pour un calcul d’ingéniérie car on a besoin d’une précision absolue beaucoup plus grande pour des
nombres petits (autour de un milliéme par exemple) que des nombres trés grands (de ordre du million
par exemple). Mais la précision ou l'erreur relative sera du méme ordre. L’erreur absolue ou relative est
définie & section 1.4.1.

Précision machine. elle est décrite par le nombre machine eps. eps est le plus petit nombre machine
positif tel que 1 + eps > 1 sur la machine. C’est la distance entre I'entier 1 et le nombre machine z € F
le plus proche, qui lui est supérieur. Dans ’exemple précédent eps = 1/4.

Sur une calculatrice

Le systéme utilisé est la base 10 (b = 10). Typiquement, il y a 10 chiffres pour la mantisse et 2 pour
I'exposant (L = —99 et U = 99).

e Le plus grand nombre machine

Fmaz = 9.999999999 x 10799

e Le plus petit nombre machine

Fmin = —9.999999999 x 10197

e Le plus petit nombre machine strictement positif
#4 = 1.000000000 x 10799

Notez qu’avec des nombres dénormalisés, ce nombre serait 0.000000001 x 1099, c’est-a-dire avec
seulement un chiffre significatif!

Les différences de représentation des nombres flottants d’un ordinateur & un autre obligeaient & repren-
dre les programmes de calcul scientifique pour les porter d’une machine & une autre. Pour assurer la com-
patibilité entre les machines, depuis 1985 une norme a été proposée par 'IEEE (Institute of Electrical
and Electronics Engineers), c’est la norme 754.

1.3 Nombres flottants : le systéeme IEEE 754

Le systéme IEEE 754 est un standard pour la représentation des nombres a virgule flottante en binaire. 11
définit les formats de représentation des nombres a virgule flottante (signe, mantisse, exposant, nombres
dénormalisés) et valeurs spéciales (infinis et NaN). Le bit de poids fort est le bit de signe. Cela signifie
que si ce bit est & 1, le nombre est négatif, et s’il est & 0, le nombre est positif. Les N, bits suivants
représentent I’exposant décalé, et les N, bits suivants représentent la mantisse.

L’exposant est décalé de 2Ve=1 — 1 (IV, représente le nombre de bits de 'exposant), afin de le stocker
sous forme d’un nombre non signé.

Compiled on 2022/09/15 at 10:51:48

1. Représentation des nombres en machine, erreurs d’arrondis

1.3.Nombres flottants :

1.3.1 Simple précision

le systéeme IEEE 754



6 Représentation des nombres en machine, erreurs d’arrondis

1.3.1 Simple précision

C’est le format 32 bits : 1 bit de signe, N, = 8 bits d’exposant (-126 a 127), 23 bits de mantisse comme
sur le tableau 1.2. L’exposant est décalé de 2Ve=1 —1 =27 — 1 = 127.

signe s mantisse m

—
S FEFEFEEFE FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF
0 1a8 9 a3l

exposant e

Table 1.2: Représentation en simple précision

1. Représentation des nombres en machine, erreurs d’arrondis

1.3. Nombres flottants :

1.3.2 Double précision

le systeme IEEE 754

T exposant e | mantisse m
z=0(s1 S=0) e=0 m =10
Z=-0(s1S=1)

Nombre normalisé 0 < e < 255 | quelconque
7= (-1)% x 27127 x I.m
Nombre dénormalisé e=10 m # 0
= (-1)% x 267126 x O.m
Z=1Inf (si S=0) e = 255 m =0
Z=—Inf (siS=1)
Z = NaN (Not a Number) e = 255 m#0

Table 1.3: Représentation en simple précision

e Le plus petit nombre positif normalisé différent de zéro, et le plus grand nombre négatif normalisé

différent de zéro sont :

+27126 — +1,175494351 x 10738

e Le plus grand nombre positif fini, et le plus petit nombre négatif fini sont : +(224 — 1) x 2104 =

+3,4028235 x 1038

z signe | exposant e mantisse m valeur
zéro 0 0000 0000 | 000 0000 0000 0000 0000 0000 0,0
1 0000 0000 | 000 0000 0000 0000 0000 0000 -0,0
1 0 0111 1111 | 000 0000 0000 0000 0000 0000 1,0
Plus grand nombre normalisé 0 1111 1110 | 111 1111 1111 1111 1111 1111 | 3,4 x 10%®
Plus petit £ > 0 normalisé 0 0000 0001 | 000 0000 0000 0000 0000 0000 27126
Plus petit £ > 0 dénormalisé 0 0000 0000 | 000 0000 0000 0000 0000 0001 2~ 149
Infini 0 1111 1111 | 000 0000 0000 0000 0000 0000 Inf
1 1111 1111 | 000 0000 0000 0000 0000 OO0O -Inf
NaN 0 1111 1111 | 010 0000 0000 0000 0000 0000 NaN
2 0 1000 0000 | 000 0000 0000 0000 0000 0000 2,0
exemple 1 0 1000 0001 | 101 0000 0000 0000 0000 0000 6,5
exemple 2 1 1000 0001 | 101 0000 0000 0000 0000 OO00 -6,5
exemple 3 1 1000 0101 | 110 1101 0100 0000 0000 0000 | -118,625

Table 1.4: Exemples en simple précision

Détaillons I’exemple 3 : on code le nombre décimal -118,625 en utilisant le systéme IEEE 754.

1. C’est un nombre négatif, le bit de signe est donc "1",

2. On écrit le nombre (sans le signe) en binaire. Nous obtenons 1110110,101,

3. On décale la virgule vers la gauche, en laissant seulement un 1 sur sa gauche (nombre flottant
normalisé): 1110110,101 = 1,110110101 x 2°. La mantisse est la partie a droite de la virgule,
remplie de 0 vers la droite pour obtenir 23 bits. Cela donne 11011010100000000000000,

4. L’exposant est égal a 6, et nous devons le convertir en binaire et le décaler. Pour le format 32-bit
IEEE 754, le décalage est 127. Donc 6 + 127 = 133. En binaire, cela donne 10000101.
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1.3.2 Double précision

C’est le format 64 bits : 1 bit de signe, 11 bits d’exposant (-1022 & 1023), 52 bits de mantisse. L’exposant
est décalé de 2Ve—1 — 1 =210 — 1 =1023.

signe s exposant e mantisse m

g P
S FEEEEEEEEEE FFFFF...FFFFFF
0 1all 12 4 63

Table 1.5: Représentation en double précision

T exposant e mantisse m
Z=0(siS=0) e=0 m =0
T=-0(siS=1)

Nombre normalisé 0 < e <2047 | quelconque
= (—1)% x 2671023 » 1
Nombre dénormalisé e=0 m #0
7= (—1)% x 2671022 x 0.
Z =1Inf (si S =0) e = 2047 m=0
Z=—Inf (siS=1)
Z = NaN (Not a Number) e = 2047 m # 0

Table 1.6: Représentation en double précision

e La précision machine est eps = 2752,

e Le plus grand nombre positif fini, et le plus petit nombre négatif finisont : i+ . = +(21024 - 2971)

+1,7976931348623157 x 10308

e Overflow: L’intervalle de calcul est [Z;, ., %} ,,]. Siun calcul produit un nombre = qui n’est pas
dans cet intervalle, on dit qu’il y a overflow. La valeur de z est alors mise & +Inf. Cela peut arriver

au milieu du calcul, méme si le résultat final peut étre représenté par un nombre machine.

e Le plus petit nombre positif normalisé différent de zéro, et le plus grand nombre négatif normalisé
différent de zéro sont :
gt = 4271022 — 19 9950738585072020 x 10308

min

e Le systéme IEEE permet les calculs avec des nombres dénormalisés dans Uintervalle [z} . xeps, 7.} . 1.

min

e Underflow: Si un calcul produit un nombre positif = qui est plus petit que Z;\ . *eps, on dit qu’il

v a underflow. Néanmoins, le calcul ne s’arréte pas dans ce cas, il continue avec la valeur de x mise
a zéro.

1.3.3 Matlab

Sous Matlab, les calculs réels sont en double précision par défaut. La fonction single peut étre utilisée
pour convertir les nombres en simple précision. Pour voir la représentation des nombres réels sous Matlab,
on peut les afficher au format hexadécimal avec la commande format hex.

Le systéme hexadécimal est celui en base 16 et utilise 16 symboles : 0 & 9 pour représenter les valeurs
de 049, et A, B, C, D, E, F pour représenter les valeurs de 10 a 15. La lecture s’effectue de droite a
gauche. La valeur vaut la somme des chiffres affectés de poids correspondant aux puissances successives
du nombre 16. Par exemple, 5EB525 vaut 2 * 167 + 5 % 161 + 11 % 162 + 14 % 16% + 5 = 16* = 387922.
Pour passer du binaire au format hexadecimal, c’est facile en regardant la chaine binaire en groupe de 4
chiffres, et en représentant chaque groupe en un chiffre hexadécimal. Par exemple,

387922 = 01011110101101010010, = 0101 1110 1011 0101 00109
= 5 E B b5 25
= bJHEBb5246

La conversion de ’hexadécimal au binaire est le processus inverse.
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1.4 Calculs sur les nombres flottants

1.4.1 Erreurs d’arrondi

Si Z et g sont deux nombres machine, alors z = & X § ne correspondra pas en général & un nombre machine
puisque le produit demande une quantité double de chiffres. Le résultat sera un nombre machine Z proche
de z.

On définit Uerreur absolue entre un nombre réel z et le nombre machine correspondant & par
re = |z — I

L’erreur relative entre ces nombres (si ¢ # 0) est définie par

_ |x — 2|

||

Opérations machine: On désigne par flop (de l'anglais floating operation) une opération élémentaire
a virgule flottante (addition, soustraction, multiplication ou division) de I'ordinateur. Sur les calculateurs
actuels on peut s’attendre a la précision suivante, obtenue dans les opérations basiques:

®y = @®y)(1+r)

ol |r| < eps, la précision machine, et @ représente opération exacte, ® € {+, —,*,/} et @ représente
Popération de l'ordinateur (flop ).

1.4.2 Associativité
L’associativité des opérations élémentaires comme par exemple ’addition:
(z+y)+z=z+(y+2),

n’est plus valide en arithmétique finie. Par exemple, avec 6 chiffres de précision, si on prend les trois

nombres
xr = 1.23456e — 3, y = 1.00000e0, z = —y,

on obtient (z + y) + z = (0.00123 + 1.00000e0) — 1.00000e0 = 1.23000e — 3 alors que = + (y + 2) = x
1.23456e — 3. Il est donc essentiel de considérer ’ordre des opérations et faire attention ott I'on met les
parenthéses.

143 Monotonicité

Supposons que l'on a une fonction f strictement croissante sur un intervalle [a,b]. Peut-on assurer en
arithmétique finie que

I<y=f(&)<f(@)?
En général non. Dans la norme IEEE les fonctions standard sont implémentées de fagon & respecter la
monotonicité (mais pas la stricte monotonicité).

1.4.4 Erreurs d’annulation

Ce sont les erreurs diles & 'annulation numérique de chiffres significatifs, quand les nombres ne sont
représentés qu’avec une quantité finie de chiffres, comme les nombres machine. Il est donc important en
pratique d’étre attentif aux signes dans les expressions, comme ’exemple suivant le montre :

Exemple : on cherche & évaluer sur 'ordinateur de fagon précise, pour de petites valeurs de z, la fonction

1
Vi
Pour |z| < ,/eps , on risque d’avoir le nombre 4/1 — 22 remplacé par 1, par la machine, et donc lors du

calcul de f(z), on risque d’effectuer une division par 0. Par exemple, pour x = —Vzps, on obtient :

/()
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» £=0(x) 1./(1-sqrt(1-x.72));
» £(0.5*%sqrt(eps))
ans =
Inf

On ne peut donc pas évaluer précisément f(z) sur Pordinateur dans ce cas. Maintenant, si on multiplie
dans f(x) le numérateur et le dénominateur par 1 + +/1 — 22, on obtient

2
f(z) = 1+v1l—a2 ;121”’

Cette fois, on peut évaluer f(z) de fagon précise :

>> £=0(x) (1+sqrt(1-x.72))./x.72;
>> £(0.5*sqrt(eps))

ans =

3.6029e+16

C’est ce qui se passe dans la cas du calcul de 7 avec I'algorithme naif 1.1. En utilisant la formule

Ly 1 —cosa, 1—\/1—sin2an
sin — =4/ = ,
2 2 2

comme sin a,, — 0, le numérateur & droite est de la forme

1—1/1—¢2, avece = sina,, petit ,

donc sujet aux erreurs d’annulation. Pour y palier, il faut reformuler les équations de fagon a
s’affranchir des erreurs d’annulations, par exemple en multipliant le numérateur et le dénominateur par

(1++/1—sin ay,).

. Qp \/1—\/1—sin2an o (1—\/1—sin2(xn)(l-&-\/l—sinzan)
2 2 B

S —
2(1Jr\/1fsin2 an)

1—(1-sin? op,) sin oy,

2(1+4/1-sin2 an) \/2(1+\/m) .

On peut alors écrire I’Algorithme 1.2 correspondant au calcul de 7 avec cette nouvelle formule.

Algorithme 1.2 Algorithme de calcul de 7, version stable

1. s—1,n<4, > Initialisations
2: Tantque s > le — 10 faire > Arrét si s = sin («) est petit
3 s« 8/sqrt(2* (1 + sqrt(l — s *s))) = nouvelle valeur de sin(«/2)
4 n<2=n > nouvelle valeur de n
5 A<« (n/2)=s = nouvelle valeur de aire du polygone
6: Fin Tantque

1.5 Quelques catastrophes diies a I'arithmétique flottante

Il y a un petit nombre “connu” de catastrophes dans la vie réelle qui sont attribuables & une mauvaise
gestion de l'arithmétique des ordinateurs (erreurs d’arondis, d’annulation), voir [6]. Dans le premier
exemple ci-dessous cela c’est payé en vies humaines.
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n A, ‘ |A,, — 7| ‘ sin(ay,) ‘
4 2.00000000000000 | 1.141593e+00 | 1.000000e+00
8 2.82842712474619 | 3.131655e-01 7.071068e-01
16 3.06146745892072 | 8.012519e-02 | 3.826834e-01
32 3.12144515225805 | 2.014750e-02 1.950903e-01
64 3.13654849054594 | 5.044163e-03 | 9.801714e-02
128 3.14033115695475 | 1.261497e-03 | 4.906767e-02
256 3.14127725093277 | 3.154027e-04 2.454123e-02
512 3.14151380114430 | 7.885245e-05 1.227154e-02
1024 3.14157294036709 | 1.971322e-05 6.135885e-03
2048 3.14158772527716 | 4.928313e-06 | 3.067957e-03
4096 3.14159142151120 | 1.232079e-06 1.533980e-03
8192 3.14159234557012 | 3.080197e-07 | 7.669903e-04
16384 3.14159257658487 | 7.700492e-08 3.834952e-04
32768 3.14159263433856 | 1.925123e-08 | 1.917476e-04
65536 3.14159264877699 | 4.812807e-09 9.587380e-05
131072 3.14159265238659 | 1.203202e-09 | 4.793690e-05
262144 3.14159265328899 | 3.008003e-10 2.396845e-05
524288 3.14159265351459 | 7.519985e-11 | 1.198422¢-05
1048576 3.14159265357099 | 1.879963e-11 5.992112e-06
2097152 3.14159265358509 | 4.699352e-12 | 2.996056e-06
4194304 3.14159265358862 | 1.174172e-12 1.498028e-06
8388608 3.14159265358950 | 2.926548e-13 | 7.490141e-07
16777216 3.14159265358972 | 7.238654e-14 3.745070e-07
33554432 3.14159265358978 | 1.731948e-14 | 1.872535e-07
67108864 3.14159265358979 | 3.552714e-15 | 9.362676e-08
134217728 | 3.14159265358979 | 0.000000e+00 | 4.681338e-08
268435456 | 3.14159265358979 | 8.881784e-16 | 2.340669¢-08
536870912 3.14159265358979 | 1.332268e-15 1.170334e-08
1073741824 | 3.14159265358979 | 1.332268e-15 | 5.851672¢-09
2147483648 | 3.14159265358979 | 1.332268e-15 2.925836e-09
4294967296 | 3.14159265358979 | 1.332268e-15 | 1.462918e-09
8589934592 | 3.14159265358979 | 1.332268e-15 7.314590e-10
17179869184 | 3.14159265358979 | 1.332268e-15 | 3.657295e-10
34359738368 | 3.14159265358979 | 1.332268e-15 1.828648e-10
68719476736 | 3.14159265358979 | 1.332268e-15 | 9.143238e-11

Table 1.7: Calcul de 7 avec I'algorithme stable

Missile Patriot

En février 1991, pendant la Guerre du Golfe, une batterie américaine de missiles Patriot, & Dharan (Arabie
Saoudite), a échoué dans l'interception d’un missile Scud irakien. Le Scud a frappé un baraquement de
I’armée américaine et a tué 28 soldats. La commission d’enquéte a conclu a un calcul incorrect du temps
de parcours, dii & un probléme d’arrondi. Les nombres étaient représentés en virgule fixe sur 24 bits,
donc 24 chiffres binaires. Le temps était compté par 'horloge interne du systéme en 1/10 de seconde.
Malheureusement, 1/10 n’a pas d’écriture finie dans le systéme binaire : 1/10 = 0,1 (dans le systéme
décimal) = 0,0001100110011001100110011... (dans le systéme binaire). L’ordinateur de bord arrondissait
1/10 & 24 chiffres, d’ou une petite erreur dans le décompte du temps pour chaque 1/10 de seconde. Au
moment de 'attaque, la batterie de missile Patriot était allumée depuis environ 100 heures, ce qui avait
entrainé une accumulation des erreurs d’arrondi de 0,34 s. Pendant ce temps, un missile Scud parcourt
environ 500 m, ce qui explique que le Patriot soit passé a coté de sa cible. Ce qu’il aurait fallu faire
c’était redémarrer réguliérement le systéme de guidage du missile.

Explosion d’Ariane 5

Le 4 juin 1996, une fusée Ariane 5, & son premier lancement, a explosé 40 secondes aprés I'allumage.
La fusée et son chargement avaient cotité 500 millions de dollars. La commission d’enquéte a rendu son
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rapport au bout de deux semaines. Il s’agissait d’une erreur de programmation dans le systéme inertiel
de référence. A un moment donné, un nombre codé en virgule flottante sur 64 bits (qui représentait la
vitesse horizontale de la fusée par rapport a la plate-forme de tir) était converti en un entier sur 16 bits.
Malheureusement, le nombre en question était plus grand que 32768 (overflow), le plus grand entier que
I’on peut coder sur 16 bits, et la conversion a été incorrecte.

Bourse de Vancouver

Un autre exemple ou les erreurs de calcul ont conduit & une erreur notable est le cas de I'indice de la
Bourse de Vancouver. En 1982, elle a crée un nouvel indice avec une valeur nominale de 1000. Apreés
chaque transaction boursiére, cet indice était recalculé et tronqué aprés le troisiéme chiffre décimal et,
au bout de 22 mois, la valeur obtenue était 524,881, alors que la valeur correcte était 1098.811. Cette
différence s’explique par le fait que toutes les erreurs d’arrondi étaient dans le méme sens : 'opération
de troncature diminuait & chaque fois la valeur de ’indice.
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Un probléme simple comme la recherche des zéros/racines d’un polynome n’est pas ... simple. Depuis
tout petit, on sait trouver les racines d’un polynéme de degré 2 : asz? + a;x + ap = 0. Quid des racines
de polynoémes de degré plus élevé?

@? e degré 2 : Babylonniens en 1600 avant J.-C.

e degré 3 : Scipione del Ferro (1465-1526, mathématicien italien) et Niccolo Fontana (1499-
1557, mathématicien italien)

e degré 4 : Lodovico Ferrari (1522-1565, mathématicien italien)

e degré 5: Paolo Ruffini (1765-1822, mathématicien italien) en 1799, Niels Henrick Abel (1802-
1829, mathématicien norvégien) en 1824, montrent qu’il n’existe pas de solution analytique.

L’objectif de ce chapitre est de rechercher numériquement les zéros/racines d’une fonction ou d’un
systéme d’équations lorsqu’ils existent :

e Soit f: [a,b] € R — R, trouver x € [a,b] tel que f(x) = 0, étudier en section 2.1
e Soit f:Q c K" — K", trouver z € Q tel que f(z) =0 (K =R ou K = C). étudier en section 2.3

Avant de commencer une petite piqure de rappels par la lecture de I’Annexe B.1

2.1 Recherche des zéros d’une fonction

Soit f : [a,b] € R — R une fonction continue. On cherche & déterminer les zéros de f ou plus
précisément ’ensemble des x € [a, b] tels que f(z) = 0.

Dans un premier temps, on étudiera la méthode de dichotomie qui est assez naturelle. Puis on
étudiera plusieurs algorithmes liés a4 la méthode du point fixe.

2.1.1 Méthode de dichotomie ou de bissection

Principe et résultats

4 principe de la méthode de dichotomie : Soit I un intervalle contenant un unique zéro de
la fonction f, on le divise par son milieu en deux intervalles et on détermine lequel des deux contient
le zéro. On itére ce processus sur le nouvel intervalle.

Plus précisement, on suppose que la fonction f vérifie f(a)f(b) < 0. D’apreés le théoréme des valeurs
intermédiaires ou le théoréme de Bolzano, il existe alors un & €]a, b[ tel que f(x) = 0.
On note 19 =]a, [ et 29 = (a+b)/2. Si f(xo) = 0 alors on a fini! Supposons f(xq) # 0, alors & appartient
a Ja,xo[ si f(a)f(zg) < 0, sinon il appartient a ]zg,b[. On vient donc de déterminer une méthode
permettant de diviser par 2 la longueur de U'intervalle de recherche de £. On peut bien évidemment itérer
ce principe en définissant les trois suites (ak)ken, (bk)ken €t (Zr)rew par

® g = a, b(]:betxo:’%’b,
o Vk e IN,
ak+1 = b1 =k si f(zx) =0,
Ajt1 = Ty b1 = b si f(bi)f(zr) <O,
ak+1 = g, bp41 =z sinon (ie. f(ag)f(zx) <0.)
et

Try1 = (apgr + bry1)/2.

Par construction on a ap < zp < by.
En Figure 2.2, on représente les intervalles successifs obtenus par la méthode de dichotomie pour
a=01,b=24et f:z— (+2)(z+1)(z—1).
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Figure 2.2: Méthode de dichotomie: f(x) = (z + 2)(z + 1)(z — 1),

43’ Exercice 2.1.1

On suppose que la fonction f est continue sur [a, b], vérifie f(a)f(b) < 0 et qu’il existe un unique
a €la, b[ tel que f(a) = 0.

Q.

Q.

1 1. Montrer que les suites (ar) et (bg) convergent vers a.

2. En déduire que la suite (xy) converge vers o.

2 1. Montrer que pour tout k € N, |zy, — af < Qb,:—fl.
b—a
2. Soit € > 0. En déduire que si k > lolgo(g(;) ) 1 alors |zp — ol < e

Correction Exercice 2.1.1

Q.1

Q.2

2.

1. Supposons qu’il existe k € IN tel que f(zx) = 0, (i.e. zx = « car xp € [a,b]) alors par

construction agy; = bpy; = Ty = « pour tout i € IN*. Ceci assure la convergence des 3 suites vers
a.
Supposons maintenant que Yk € IN, f(zr) # 0. Par construction, nous avons ar < apt1 < b,
a < bi1 < by et ap < by. La suite (ax) est convergente car elle est croissante et majorée. La suite
(br;) est décroissante et minorée : elle est donc convergente. De plus 0 < by, — ax < b’“_ﬁ% et
donc 0 < b, — ar, < %52. On en déduit que les suites (ar) et (br) ont méme limite. Comme par
construction, Vk € IN, « € [ag, bg] ceci entraine que « est la limite de ces 2 suites.

. Par construction, Vk € IN,, a, < xp < bg. D’aprés le théoréme des gendarmes, les suites (ag) et (bg)

convergeant vers «, on obtient la convergence de la suite (z) vers a.

1. OnaVkeN, z;, = a’“;b’“ et ap < a < b, dou |z — af < bk_Ta" Ce qui donne

b—a

|{E}C—Oé| < W

Pour avoir |z, — «| < ¢, il suffit d’avoir Qb,:—fl < ¢, et la fonction log étant croissante on obtient

log("2%)
log(2)

On peut alors écrire la proposition suivante :

Proposition 2.1: Méthode de dichotomie/bissection

Soit f : [a,b] € R — R une fonction continue vérifiant f(a)f(b) < 0 et admettant « €]a, b[ comme
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unique solution de f(x) = 0. Alors la suite (z)gen définie par la méthode de dichotomie converge
vers « et

|z — o] < VEk e IN.

—a
2k+17

b—a
On a alors Ve > 0, Vk > loi(gg) 1

|xr — a| <e.

A partir de ce résultat, on va proposer plusieurs variantes de ’algorithme de dichotomie.
On note tout d’abord que pour déterminer « il faut calculer la limite d’une suite et donc une infinité
de termes! Numériquement et algorithmiquement, on se limite donc & déterminer une approximation de

«. La proposition 2.1 permet d’obtenir une approximation a. de o en un nombre fini d’itérations avec une

b—a
avec kpin = E(loi;a)) ou E(.) est la fonction partie entiére.

précision € donnée: on choisi a, = g

min

Algorithmique

Tout d’abord nous allons poser "correctement" le probléme pour lever toute ambiguité. En effet, si
le probléme est rechercher une racine de f sur Uintervalle [a,b] par la méthode de dichotomie, dois-je
uniquement rechercher une approximation d’une racine ou calculer la suite (xx) ou 'ensemble des suites
(zx), (ak) et (bg)? C’est ce que nous appelerons le(s) résultat(s) /objectif (s) de I'algorithme. L’écriture
d’un algorithme est fortement corrélée aux objectifs souhaités.

Sauf note contraire, on choisira par la suite comme objectif de déterminer une approximation de la racine
ade f:

Résultat : o, : un réel tel que |a. —al <e.

Ensuite, pour aboutir a cet objectif on détermine les données (avec hypothéses) nécessaires et suff-
isantes :

Données : a, b : deuxréelsa <b,
f : f:[a,b] € R — R vérifiant les hypothéses de la proposition 2.1,
€ un réel strictement positif.

On peut alors noter (formellement pour le moment) Dicnoromie la fonction permettant, a partir des
données f, a, b, et €, de trouver a.. Cette fonction algorithmique aura la syntaxe suivante :

a, < Dicnoromie (f,a,b,¢€)

Nous allons maintenant proposer une maniére d’aborder I’écriture de cette fonction dans un langage al-
gorithmique présenté au chapitre A. On doit s’affranchir de tout (ou presque) symbolismes mathématiques
pour s’approcher au plus prés des langages de programmation. Par exemple, la notation mathématique
(;vk),lcozo pour noter les 11 premiers itérés d’une suite n’est pas directement disponible dans les langages
de programmations : on peut par exemple passer par un tableau X de dimension 11 (au moins) pour
stocker les valeurs de la suite. Suivant les langages, 1'accés aux composantes d’un tableau différe : sous
Matlab/Octave laccés au ler élément d’un tableau X se fait par X(1) et en C/C++/Python par X[0].
Lors de écriture d’un algorithme, nous utiliserons 'opérateur () ou(exclusif) [] pour accéder aux dif-
férentes composantes d’un tableau : () sile ler élément est d’indice 1 ou [] si le ler élément est d’indice
0.

Pour écrire un algorithme non trivial, nous utiliserons une technique de raffinements d’algorithme (voir
chapitre A) : par raffinements succéssifs, nous allons écrire des algorithmes équivalents pour aboutir au
final & un algorithme n’utilisant que

e des instructions élémentaires (affectation, addition, somme, ...)
e des instructions composées (conditionnelle, boucles pour, tantque, ...)
e des fonctions usuelles, mathématiques (cos , exp , E partie entiére, ...), entrées/sorties , ...

présentent dans tous les langages.
L’idée est donc de partir d’un algorithme formel facile & comprendre puis de le détailler de plus en plus
au fur et & mesure des raffinements. Le passage entre deux raffinements successifs doit étre simple.

Un petit rappel pour les algorithmes qui suivent : les données sont supposées ... données!
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Algorithme 2.1 Algorithme 2.1

b—a
) > E , partie entiere 1: kmin < E(l(’i(g(;) )) > E , partie entiére

b—a )

log(2<
1: Kpin < E( log(2)

2: | Calcul de la suite (xk)’,f":“o" par dichotomie| 9 Tnitialisation de zo
3 e = Thain \ 3: Pour k < 0 & ky, — 1 faire
> 4 Calcul de la suite (z141) par dichotomie
5: Fin Pour

6: Qe < Ty

Entre les raffinements R et R1, nous avons juste décrit le principe de calcul de toute suite récurrente
d’ordre 1.
Pour faciliter la lecture, nous rappelons la méthode de dichotomie :

. a0=a,b0=betx0=a7+b,
e Vk e [O,k‘min — 1]]7
k41 = bgt1 = Tk si f(xr) =0,

A1 = Tk, b1 = b si f(bg)f(zr) <O,
ags1 = ak, bpy1 = x  sinon (ie. f(ax)f(zx) <0.)

et
ap+1 + br+1
Th+1 = -5

Ecrit sous cette forme, le calcul de la suite (zy) nécessite le calcul simultané des suites (ay) et (bg).

Algorithme 2.1 Algorithme 2.1
log(2=2 . N log (2=
1: Kmin < E( oi{(é) )) > E , partie entiere 1t Kmin < B( Oli(g(é) ))
2: | Initialisation de xg }—\ f2 b b
3: Pour k£ «— 0 & ki, — 1 faire S 3' go i (ZL_,_,?O -
. ) 5
4: | Calcul de la suite (z41) par dichotomie \ ( 2
5: Fin Pour 4: Pour k « 0 & kpin — 1 faire = Calcul de z441
6: Qe = Ty
( ..
5. Si f(xzp) == 0 alors
6: g1 < Tpy bpi1 < Tp
7:  Sinon Si f(zi)f(br) < 0) alors
8: A1 < Tk, bk+1 “«— bk
"< 9:  Sinon
10: A4l < gy bry1 < g,
11:  Fin Si
12: Tpy1 < a’wrlzﬂ
_
13: Fin Pour
14: Qe < T

La transcription de ce raffinement dans un langage de programmation n’est pas forcément triviale pour
tout le monde. Quid de ag, €, ... qui sont syntaxiquement incorrectes dans un langage de programmation?
Le cas du € est trés simple : les lettres grecques étant prohibées, on la remplacera par exemple par
eps. Pour les suites (ax), (bg) et (x), tronquées & kmin, on pourra utiliser des tableaux (vecteurs) de
kmin + 1 réels notés A, B et X qui contiendront respectivement ’ensemble des valeurs ay, by et xj pour
0 < k < kmin. Plus précisément nous pourrons utiliser les opérateurs () (indice des tableaux commence a
1) ou [] (indice des tableaux commence a 0) pour accéder aux différents éléments des tableaux et nous
aurons par convention A(k + 1) = A[k] = ax, Vk € [0, kmin]. Par la suite nous utiliserons les opérateurs
() et nous aurons alors les relations suivantes entre les notations mathématiques et algorithmiques.

Vk € [0, kmin], Ak +1) = ax, B(k+1) = by et X (k+ 1) = xy.

En utilisant ces changements de notations nous obtenons (enfin) ’Algorithme 2.1.
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Algorithme 2.1 Méthode de dichotomie : version 1

Données : a, b : deux réels a < b,
f : f:]a,b] € R — R vérifiant
les hypothéses de la proposition 2.1,
eps : un réel strictement positif.
Résultat : = : un réel tel que |z — a| < eps.

1: Fonction z « Dicuoromiel ( f,a,b,eps )

2:  kmin <« E(log((b — a)/eps)/log(2))

32 A, B, X e Rkmint! > A(k + 1) contiendra a, ...
4 A(l) «—a, B(1) < b, X(1) < (a +b)/2
5:  Pour k < 1 & kmin faire

6: Si f(X(k)) == 0 alors

7: Ak+1) — X(k), Blk+1) — X(k)
8: Sinon Si f(B(k))f(X(k)) < 0 alors
9: Ak+1) — X (k), B(k+1) — B(k)
10: Sinon

11: Ak +1) < A(k), Blk+1) — X (k)
12: Fin Si

13: X(k+1) < (Ak+1)+B(k+1))/2
14:  Fin Pour

150 2« X (kmin + 1)
16: Fin Fonction

Des codes Matlab/Octave et C correspondant de cette fonction sont données en Annexe B.4.1, re-
spectivement en Listing 18 et 28. Les Listings 8 et 25 correspondent respectivement & un script Matlab
et un main C utilisant cette fonction.

On peut noter qu’une réécriture de la méthode de dichotomie permet d’éviter d’utiliser les deux suites
(ag) et (by). En effet, on a

e A=a, B=betzg = 2L,

o Vke [[O, kmin — 1]],

A=B=uxy si f(xg) =0,
A =z, Binchangé si f(B)f(zx) <0,
B =z}, Ainchangé sinon (i.e. f(A)f(zx) <0.)

et

A+ B

Tp+1 =

On utilise, ces formules dans I’Algorithme 2.2.
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Algorithme 2.2 Méthode de dichotomie : version 2

Données : a, b : deux réels a < b,
f : f:]a,b] € R — R vérifiant
les hypothéses de la proposition 2.1,
eps : un réel strictement positif.
Résultat : = : un réel tel que |z — a| < eps.

1: Fonction z « Dicuoromie2 ( f,a,b,eps )

2:  kmin «— E(log((b — a)/eps)/log(2))

3: X e Rkmintl > X (k + 1) contiendra x, ...
4 Ae—a B<b X(1) < (A+B)/2

5. Pour k < 1 & kmin faire
6
7
8
9

Si f(X(k)) == 0 alors
A —X(k), B—X(k)
Slnon Si f(B)f(X(k)) <0 alors
: X (k) > B inchangé
10: Slnon
11: B« X(k) > A inchangé
12: Fin Si

13: X(k+1)«— (A+B)/2
14:  Fin Pour

15: 2« X(kmin + 1)

16: Fin Fonction

Si notre objectif n’est que de calculer a., on peut, sur le méme principe, s’affranchir d’utiliser un
tableau pour stocker tous les termes de la suite xj : seul le dernier nous interesse. On propose dans
I’Algorithme 2.3, une version n’utilisant pas de tableaux.

Algorithme 2.3 Méthode de dichotomie : version 3

Données : a, b : deux réels a < b,
f o f:]a,b] € R — R vérifiant
les hypothéses de la proposition 2.1,
eps : un réel strictement positif.
Résultat : = : un réel tel que |z — o] < eps.

1: Fonction z < Dicuoromie3 ( f,a,b,eps )
2:  kmin «— E(log((b — a)/eps)/log(2))

3 A, BeR

4: A<—a, B<b x+ (a+)/2

5. Pour k < 1 & kmin faire

6 Si f(z) == 0 alors

7 A—uzx, Bz

8 Sinon Si f(B)f(x) < 0 alors

9

A—zx > B inchangé
10: Sinon
11: Bz > A inchangé
12: Fin Si
13: z— (A+B)/2

14: Fin Pour
15: Fin Fonction

Une autre écriture est possible sans utiliser le nombre ki, et donc en utilisant une boucle Tantque
(pour les anglophobes!) ou While (pour les anglophiles!). Celle-ci est présentée dans I’Algorithme 2.4
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Algorithme 2.4 Méthode de dichotomie : version 4

Données : a, b : deuxréelsa <b,
fov feC(a,b;R) et fa)f(b) <O
eps : un réel strictement positif.
Résultat : =« : un réel tel que |x — « < eps.

1: Fonction x < Dicroromied ( f,a,b,eps )
22 A, BeR

3: A<«a, B—b, x< (a+b)/2

4:  Tantque |z — A| > eps faire

5: Si f(z) == 0 alors

6 A—z, Bz

7 Sinon Si f(B)f(z) < 0 alors

8
9

Az > B inchangé
: Sinon
10: B<«—=x > A inchangé
11: Fin Si
12: x— (A+ B)/2

13:  Fin Tantque
14: Fin Fonction

Que pensez-vous de l'algorithme suivant ?

Algorithme 2.5 Méthode de dichotomie : version 5

Données : a, b : deux réels a < b,
f o feC%a,b];R) et f(a)f(b) <O.
Résultat : =« : un réel tel que f(z) = 0.
1: Fonction z < Dicuoromie5 ( f,a,b)
2 A, BeR
33 A<—a, Be—b x+ (a+b)/2, xp<—a
4 Tantque x ~= xp faire
5: Si f(B)f(x) <0 alors
6 A—zx > B inchangé
7 Sinon
8 B—=x > A inchangé
9: Fin Si
10: Xp«—
11: x<— (A+ B)/2

12:  Fin Tantque
13: Fin Fonction

Des codes Matlab/Octave et C correspondant a cette fonction sont données en Annexe B.4.1, respec-
tivement en Listing 15 et 16. Les Listings 8 et 17 correspondent respectivement & un script Matlab et
un main C utilisant cette fonction.

2.2 Points fixes d’une fonction (dimension 1)

Soit ® : [a,b] € R — R une fonction donnée. Rechercher un point fixe de ® revient a

Trouver « € [a, b] tel que

a = d(a).

L’algorithme de la méthode du point fixe consiste en la construction, si elle existe, de la suite

Tht1 = @(mk), VkeN (21)
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avec zg € [a, b] donné.
Avant de formuler le théoréme du point fixe, un petit rappel peut étre utile:

' Definition 2.2

On dit qu’une suite (2 )xew obtenue par une méthode numérique, converge vers o avec un ordre
p=1si
ko e N, 3C > 0 tels que |zg41 — | < Clag, — afP, Yk = k. (2.2)

ouC<lsip=1.

Voici une version du théoréme du point fixe dans R. Pour la résolution des systémes non linéaires un
théoréme plus général sera proposé (Théoréme 2.13): le théoréme du point fixe dans un espace de Banach.

Théoréme 2.3: Théoréme du point fixe dans R

Soient [a,b] un intervalle non vide de R et ® une application continue de [a,b] dans lui-méme.
Alors, il existe au moins un point « € [a, b] vérifiant ®(a) = a. Le point « est appelé point fixe
de la fonction ®.

De plus, si ® est contractante (lipschitzienne de rapport L € [0, 1[), c’est a dire

IL <1 t.q. |®(x) — (y)| < L|z — y| Y(z,y) € [a,b]?, (2.3)

alors ® admet un unique point fixe o € [a, b].
Pour tout xq € [a, b], la suite
Tht+1 = q)(l’k), Vke N (24)
est bien définie et elle converge vers o avec un ordre 1 au moins.
On a les deux estimations suivantes :

lzk —a| < L*|lzo—al, VE =0, (2.5)
L
1-L

|z —a] < |z — xk—1], Yk =0, (2.6)

Preuve. 1ére approche :

e On montre tout d’abord ’existence du point fixe. Pour cela, on note f(z) = ®(z) — z. f est donc
une application continue de [a, b] a valeurs réelles. On a f(a) = ®(a) —a = 0et f(b) = P(b)—b <0
car a < ®(x) < b, pour tout x € [a,b]. Si f(a) = 0 ou f(b) = 0, alors 'existence est immédiate.
Sinon (i.e. f(a) # 0et f(b) # 0), on a f(a)f(b) < 0 et par application directe du Théoréme B.1 de
Bolzano (ou TVI) on obtient lexistence.

e On montre ensuite 'unicité sous 'hypothése de contraction (2.3). On suppose qu’il existe oy et as
dans [a,b] tels que (o) = a1 et ®(ap) = ag. Dans ce cas on a

|Ot1 — 012| = ‘(I)(Oél) — q)(OZQ)| < L|041 — OLQ‘.

On en déduit
(1 — L)|Oél - 042| <0

Comme L <1lonal—L>0etdonc |a; — az| <0 ce qui entraine oy = .

e On a ®([a,b]) < [a,b] et comme zq € [a,d], la suite (zx)ken est bien définie. On va démontrer la
convergence de la suite x vers 'unique point fixe oo de ®. Pour cela, en utilisant la définition de la

suite et du point fixe, on a
(w1 — al = [®(zx) — (o)

Comme ® est contractante, xy € [a,b] et a € [a, b] on obtient

|2g+1 — | < Llzg — ¢
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et une simple récurrence donne alors Yk € IN
k
|zx — a| < L¥|xg — af

ce qui démontre la formule 2.5. En faisant tendre k vers +00 on obtient la convergence de xj vers
a.
Pour la derniére estimation, on a:
|z — a| < Llzg—1 — o] car ® contractante
< L(|zp—1 — x| + |21 — ] inégalité triangulaire
ce qui donne
(1 —-D)|zr — o] < Llzg—1 — x|
Comme 1 — L > 0, on en déduit immeédiatement lestimation (2.6).
2éme approche :
L’objectif de cette approche est de proposer une démonstration trés proche de celle utilisée pour des
espaces plus complezes (par exemple C, R", ...). Dans la lére approche le théoréme de Bolzano et des

inégalités ont été utilisées pour démontrer l’existence d’un point fixe: ceci n’est plus possible dans un

cadre plus générale.
On va donc supposer, dés le départ, que application ® est contractante de [a, b] dans lui-méme. Ceci va

permettre d’établir que la suite x; est de Cauchy.

e Comme z € [a,b] et P est une application continue de [a,b] dans lui-méme, la suite xj est bien
définie Yk € IN.

e On démontre ensuite que x; est une suite de Cauchy. Soit £ > 0. On a
|Zkr1 — k| = [ (k) — P(z—1)| < Llwg — 21l

et on obtient par récurrence
k
|Trr1 — x| < L¥z1 — 0|

et
VI=0, |2k — Tppio1| < Loy — zp-a).

Soit p > 2. On en déduit par application répétée de I'inégalité triangulaire que

p—1
@hip = 2k] = |(@htp = Thip-1) + (@rap1 = Trip2) + oo+ (@1 —2p)| = [ D] (@hrip1 — zh11)|
=0
p—1
< D |Thrivr — zrpd)]
=0
= 1-I»
< Z LNapyr — xp| = ﬁ|xk+1 — x| (voir somme partielle d’une série géométrique)
1=0
1-LP
< -7 Lk\xl —JJQ‘.

Comme L*¥ — 0 quand k — +00, on conclu que (x}) est une suite de Cauchy.

e La suite (zx) est une suite de Cauchy dans R espace complet donc elle converge vers 3 dans R. De
plus pour tout k, xj appartient a [a, b] fermé borné, donc sa limite 8 aussi.

e & étant contractante sur [a, b], elle est donc continue. On a alors par continuité de @
lim ®(x) = P(6).
Jm  @(z) = 2(B)
Comme zp 1 = P(x) on aussi
lim ®(xx) = lim =z =
k—+00 ( k) k—+00 kel B
et donc S est un point fixe de ®. L’existence d’un point fixe est donc établi.

La suite de la démonstration est inchangée.
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Théoréme 2.4: Convergence globale de la méthode du point fixe
Soit ® € CY([a, b]) vérifiant ®([a,b]) < [a,b] et
AL < 1 tel que Yz € [a,b], |9'(x)| < L, (2.7)
Soit zg € [a,b] et (x)ken la suite définie par 251 = ®(z). On a alors
1. la fonction ® admet un unique point fixe « € [a, b],
2. Vk e N, zy € [a,b],

3. la suite (x) converge vers « avec un ordre 1 au moins.

S

. Sixzg # «, alors

. Tp4+1 — & /
1 — = . 2.8
k—1>TOO T —Q (a) ( )

Preuve. Pour démontrer les trois premiers points il suffit de montrer que (2.7) entraine que ® est con-
tractante sur [a, b] pour pouvoir appliquer le théoréme 2.3.
En effet, soit (x,y) € [a,b]?, © # y. D’aprés le théoréme B.2 des accroissements finis il existe ¢ €

] min(z, y), max(z, y)[ tel que
r—=y
Ce résultat s’obtient aussi par un développement de Taylor. On obtient alors
[@(z) — (y)| = |z — y[|2"(&)] < L|z — yl.

L’application ® est donc contractante sur [a, b] et le théoréme 2.3 s’applique.
Pour le dernier point, on utilise la définition de la suite et du point fixe a:

Tl — o = D(zg) — P(a).
On utilise le théoréme B.2 des accroissements finis pour obtenir: 3¢ €] min(z, ), max(zy, a)[ tel que

O(zp) — ®(a)

T — &

= ®'(&).

Quand k — +00, on a xp — « et donc & — «. Par continuité de la fonction @ on obtient (2.8).

Théoréme 2.5: Convergence locale de la méthode du point fixe

Soit o un point fixe d’une fonction ® de classe C* au voisinage de a.
Si |®'(a)| < 1, alors il existe § > 0 pour lequel xj, converge vers a pour tout zg tel que |zg —a| < 6.
De plus, si g # «, on a
Tht1 —
lim 2 — 9/(a). (2.9)
k—>+0 T —
Preuve. On va construire un intervalle fermé borné, noté V, pour lequel les hypothéses du Théoréme 2.4

sont vérifiées.
Comme @’ est continue dans un voisinage de « avec |®'(a)| < 1, alors il existe 8 > 0 tel que

Vzela—B,a+p[, |®(z)|<1.
En posant § = 5/2 (par ex.), on a en posant V = [a — d, a + §],
VeeV, |9 (z)<l.

Comme l'intervalle V est un fermé et que lapplication |®’| est continue sa borne supérieure est atteinte

dans V :
Iz eV tel que |®'(z)| = sup |®'(z)].
zeV
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On a donc L = |9/(7)| < 1.
Montrons que ®(V) < V. En effet, d’apreés la formule de Taylor-Lagrange:
Vo eV, 3¢ €] min(z, ), max(z, a)[c V tel que

d(z) = ®(a) + (z — a)P'().
On en déduit
|@(2) — @(a)] = [z — af|2"(£)] < P (€)] <6

Comme ®(a) = a, on obtient |®(z) — a| < ie. O(z)e V.
On peut donc appliquer le Théoréme 2.4 avec [a,b] =V = [ — §, &« + §]) ce qui permet de conclure.
O

}3’ Exercice 2.2.1

Soit o un point fixe d’une fonction ® de classe C! au voisinage de « et vérifiant ®(a) = 0.

Q. 1 Montrer qu’il existe § > 0 tel que Vg €la— 0, a+ [ la suite définie par xi11 = P(xy) converge
vers o

On suppose de plus que & est dérivable sur |a — 6, a + 5[ et qu’il existe M € R™ tel que
Vz € [a—6,a+60]|®"(z)| < M
Q.2 1. Montrer que

k
2 (1 2
Voge[a—6,a+ 6], |zp—af < Vi <2Mx0a|)

2. Quel est l’ordre de convergence dans ce cas.

Q. 3 A quelle condition a-t’on
2 _ o
|z — ol < Ml() 2,

Correction Exercice 2.2.1
Q. 1 C’est juste une application du Théoréme 2.5.

Q. 2 1. D’apreés la formule de Taylor-Lagrange rappelée au Théoréme B.3, on a 37 €] min(«, z), max(a, z)[
tel que

(z—a)

B(z) = B(a) + (2 — )@'(a) + 10" (n)

=a+ %q)”(n)(x — )

On en déduit que [®(z) — o < |z — af? ce qui sécrit encore & |®(z) — o < (|2 — af)?. Or si

xg € [ — 8, + 6], alors z_1 € [ — 6, + 6], Yk € IN*. On a alors

M M M
S 1®(@i-1) —al = law —al < (a1 —al)?

et donc par récurrence

M M %
7|93k —al < (7|$0 —al)?.
2. On a 50 1
71—l < 2 (G leis — al)?
c’est a dire
\xk — Oé‘ M
|xp—1 — a2 = 2

et donc la méthode est d’ordre 2.
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Q. 3 En supposant de plus que |zg — a| < lew on obtient immédiatement le résultat.

On va maintenant généraliser le résultat de cet exercice:

Proposition 2.6

Soit p e IN*, et ® € CP*1(V) pour un certain voisinage V de « point fixe de ®. Si &) (a) = 0, pour
1 <i<petsi P (a) # 0, alors la méthode de point fixe associée a la fonction ® est d’ordre
p+1et

Thyl — Q dP+1) (q)

li = . 2.1
k—1>I4I-100 (xg — a)ptl (p+1)! (2.10)

Preuve. Les hypothéses du théoréme 2.5 étant vérifices (®'(«) = 0), la suite (zx) converge vers . D’aprés
un développement de Taylor-Lagrange (voir le Théoréme B.3) de ® en «, il existe 7y, entre x, et a vérifiant

i (z)( )+ (z) — a)Pt! BFHD) (1),

(p+ 1)

Comme a = ®(a) et @ (a) =0, pour 1 < i < p on obtient

€T =

p _ _ o\ptl

2 , —a)f 3@ () + M@(wl)(nk)
x, — )Pl

—a+ ((erl))!cp(pH)(nk)

De plus (1) converge vers a car 7, est entre xj et a et donc comme ®®P+1) est continue au voisinage de

« on obtient
Tht1 — et () et (a)
lim ———— = lim = .
k>+oo () — a)i”'l k>t (p+1)! (p+1)!

221 Points fixes attractifs et répulsifs

Soit ® : [a,b] — [a,b] une application de classe C! admettant un point fixe « € [a, b].

Points fixes attractifs

On suppose |®’(«)| < 1. D’aprés le théoréme 2.5, il existe § > 0 tel que

Vg € [ —d,a+ 0], lm zp=a.
k—-+00

Dans ce cas on dit que « est un point fixe attractif pour ®.

Points fixes répulsifs
Cas |®'(a)| > 1. Par définition de la dérivée en « on a

O(z) — 0(a)

r—«

=[®'(a)] > 1.

Il existe alors § > 0 tel que
Ve e|a—h,a+\{a}, |®(z)—a|>]|z—aq]

et donc la suite (zy) ne peut converger vers « et ceci méme si g est trés proche de «. Dans ce cas on dit
que « est un point fixe répulsif pour .
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Toutefois, on peut rattrapper le coup. En effet, comme ®’ est non nulle et de signe constant au voisinage
de « : il existe h > 0 tel que la fonction ® soit strictement monotone sur I = [a — h,a + h].. D’aprés le
corollaire B.4 ® est une bijection de I dans I'intervalle fermé J = ®~1(I). Comme a = ®(a), on a a € J
et ®!(a) = a. Le probléme de point fixe trouver x € I tel que ®(z) = x revient alors & trouver x € .J tel
que 7 1(z) = 2. Or () # 0 et ®(a) = a, la proposition B.5 donne alors (®71)'(a) = 1/®'(a) et donc
|(®71)'(a)| < 1. Le point « est un point fixe attractif pour ®~1.

Points fixes indéterminés

Dans le cas |®'(a)| = 1, on ne peut conclure dans le cas général.

222 Interprétations graphiques de la méthode du point fixe

Exemple 1 : point fixe de la fonction = — 22.

On s’interesse ici au point fixe o = 1 de la fonction ® : z +— x2.

Y
2<
1.5 1
I S
i
|
i
|
0.5 i
i
i
!
B | N
1=y=%(z N
l—y:Q"(I):VT 0.5 0.5 1 1.5
—y=x
o a=%o(a) 1
. & = [-0.5 1

Figure 2.3: fonction 22 et son fonction inverse y/z sur [0, +-o0[

Comme ®'(«) = 2 le point fixe « est répulsif. On donne dans le tableau suivant les premiers termes
de deux suites : I'une avec x¢g = 1.05 et 'autre avec o = 0.95. Dans ce dernier cas, la suite va converger
.. vers un autre point fixe.

Lk Lk
1.05000 0.950000
1.10250 0.902500
1.21551 0.814506
1.47746 0.663420

W N = O

8 265742. 1.98264 x 1076

Les premiéres itérations de ces deux suites sont représentées en Figure 2.4.

Sur lintervalle [0, +[, la fonction ® admet comme fonction inverse ®~!(z) = /z et on a aussi
®~1(1) =1 (i.e. @ =1 est un point fixe de ®~1). De plus (®~1)/(1) = 1/2 < 1, ce qui permet d’affirmer
que a = 1 est un point fixe attractif de ®=!). On donne dans le tableau suivant les premiers termes de
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Yy
Yy
2 B
1 B

FY2: S R /
: Y ————— e - :
(I’(,I' R, | | |
<1)(.(:(I,)_ ..................... i D(2 e e - { i
1 A ! 0.6 1 i
i i il
[N | T
i CET S—— - £ i
o 04 A
Hoio Lo
o | [
0.5 A1 [ | H F
TR q2p— P
i A
I | b (1 H H L

TR Bt 1 S S i S— T

s ¥ G W W T° 62 04 06’ 081 12 14
0.2 0.4 0.6 0.8 1712 1.4°
-0.2

(a) zo = 1.05 (b) o = 0.950

Figure 2.4: o = 1, point fixe répulsif de z — z2

deux suites : I'une avec xg = 1.40 et 'autre avec xg = 0.200.

k T Tk

0 1.40000 0.200000
1 1.18322 0.447214
2 1.08776 0.668740
3 1.04296 0.817765
8 1.00132 0.993733

Les premiéres itérations de ces deux suites sont représentées en Figure 2.5.

Exemple 2 : point fixe de la fonction z — 22 —z + 1.

2

On s’interesse ici au point fixe o = 1 de la fonction f : z — z° — x + 1 représenté en Figure 2.6. On note

que f'(a) = 1.
On donne dans le tableau suivant les premiers termes de deux suites : 'une avec o = 1.10 diverge et
lautre avec xg = 0.500 converge vers «.

Tk Tk
1.10000 0.500000
1.11000 0.750000
1.12210 0.812500
1.13701 0.847656

w N RO

8 1.32397 0.918223

Les premiéres itérations de ces deux suites sont représentées en Figure 2.7.

Exemple 3 : point fixe de fonctions affines particuliéres

On va étudier les points fixes des trois fonctions affines vérifiant f1(1) = f2(1) = f3(1) = 1 et fi(1) = —1,
f4(1) = =3/4 et fi(1) = —4/3. Ces trois fonctions sont données par fi(z) = —z +2, fo(z) = =2z + T et
f3($) = —%l‘ + %
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Figure 2.6: fonction 22 — x + 1 et son point fixe o = 1.
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—y=®(z)=2-z+1
—y=uz

®(a7)
Bl
i

19

Pl
[
[
[
[
t
n
[
it

0.51 nt

int

int
int
nt

[

[

02 04 06 08 1 574 02 04°

(b) o = 0.50, « point attractif
(a) o = 1.1, a point répulsif

Figure 2.7: o = 1, point fixe attractif ou répulsif de z > 22 — 2 + 1
Comme ®'(«) = 2 le point fixe « est répulsif. On donne dans le tableau suivant les premiers termes

de trois suites obtenues avec xg = 1.5 pour les suites associées & f; et fa, et avec xyp = 1.1 pour celle
associée a fo.

e (f1)  mk (fo)  mk (f3)
1.50000 1.50000 1.10000
0.500000 0.625000 0.866667
1.50000 1.28125 1.17778
0.500000 0.789062 0.762963

W N = O

19 0.500000 0.997886 —22.6503
20 1.50000 1.00159  32.5337

Les premiéres itérations des trois suites obtenues sont représentées en Figure 2.8.

Yy Yy
2 2
y
b —y=d(2)= 241 |
a@(ss 15 -
P(x D (x5 §
1.5
Dz,
Bizs b (z
1 TH? D(x
P(z 1
B(z,)
D( ®(z
B 0.5 B
0.5
—y=d(a)= —x+2 By
—y=a
....... J w5
&% 1 % 2 05 . is 2 03 1 2
(a) zo = 1.50 (b) zo = 1.50 (¢) o = 1.10

Figure 2.8: a = 1, point fixe de fonctions affines particuliéres
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2.2.3  Algorithme générique du point fixe

Le principe de base est trés simple et donné par les Algorithmes 2.6 et 2.7, écrit respectivement avec une
boucle Tantque et une boucle Répéter.

Algorithme 2.6 Méthode de point fixe : version  Algorithme 2.7 Méthode de point fixe : version

Tantque formel Répéter formel
1: k<0 1: k<0
2: Tantque non convergence faire 2: Répéter
3: Thy1 < (I)(Tk) 3 k—k+1
4: k—k+1 4: Tp < (I)(mkfl)
5. Fin Tantque 5: jusqu’a convergence
6: Qe < Tj > le dernier calculé. 6: Qe < Tg > le dernier calculé.

Nous allons plus particuliérement étudier les critéres d’arrét des boucles Tantque et Répéter (négation
I'un de Pautre) qui sont bien trop flous : on s’arréte quand on converge!

Tout d’abord, on n’est pas sur de converger : il faudra donc n’autoriser qu’un nombre maximum
d’itérations kmax. De plus, si 'on converge vers une certaine valeur « celle-ci n’étant pas connue a
Pavance (sinon P’algo n’a aucun intérét), on ne peut utiliser, comme condition du Tantque, |z, — a| > €
( |z — a] < € pour la condition du Répéter) o € serait la précision souhaitée. L’idée serait de comparer
Zrp4+1 et xy et donc de tester §'ils sont suffisament proches : la condition serait alors |®(zy) — x| =
|zg+1 — zx| > tol, (boucle Tantque) ou |®(z) — x| < tol, (boucle Répéter) avec tol la tolérance
souhaitée. Il faut noter que dans ce cas la valeur tol doit étre choisie correctement et dépend de l'ordre
de grandeur de a. Si « est de 'ordre de 10%, tol = 1 comme valeur est raisonnable. Toutefois on peut lui
% > tol (boucle Tantque) ou % < tol (boucle Répéter)
qui permet a tol de correspondre & une tolérance relative souhaitée que ce soit pour de grandes valeurs de
a ou pour des petites. Les algorithmes du point fixe (recherche de « solution de ®(z) = x) avec notations
mathématiques sont donnés par Algorithme 2.8 et 2.9, respectivement avec des boucles Tantque et
Répéter.

préférer une condition relative

Algorithme 2.8 Méthode de point fixe : version

Tantque formel avec critéres d’arret Algorithme 2.9 Méthode de point fixe : version

Répéter formel avec critéres d’arrét

k<0

1:
4 [ (20)—o| L k<0
2 err @ (o) — ao| =Oou TR 5 Répéter
3: Tantque err > € et k < kmax faire o B () — x|
4 k‘-k‘-‘rl 3 err<—\ ({Ek)—xk| DOUW
5: Ty — q)(l’k—l) 4 Lh+1 < (D(xk)
6:  err — |P(zy) — ) > ou [2@r)—zk| > ] k< k +1
7. Fin Tant | +1 6: jusqu’a err < tol ou k > kmax
8: Sin::rr intglu:lors = Convergence 7: Si err < tol alors > Convergence
% o o (o) — o] £ tol O = = [(a1ar) — vel] < tol
T o © o= 9: Fin Si
10: Fin Si

Des versions, sous forme de fonction, plus proches de la programmation sont proposées en Algo-
rithme 2.10 et 2.11. Bien évidemment, suivant 1'usage que 1’on souhaite de ces fonctions, il est facile de
les adapter pour retourner plus d’informations (nombre d’itération effectives, statut de convergence, ...)
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Algorithme 2.11 Méthode de point fixe : version

Répéter avec critéres d’arrét

Données : .

P  R-—R Données :
Tg : donnée initiale, zg € R, o X R—JR J
tol : la tolérence, tol € R™ To :  donnée initiale, 7R,

. ) ) . P +
kmax nombre maximum d’itérations, kmax € IN* tol : la tolérence, .tOI €R R

Résultat : kmax nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
a1 ¢ un réel tel que |P(age1) — ayor| < tol Résultat : )
(ou (aro)—anol] _ ol) ol ¢ un réel tel que |P(agol) — atol| < tol
T TawFL (ou et getl < tol)
1: Fonction ayo < PTFixE ( @, zg, tol, kmax ) .
9 ke 0, oo — & 1. Fonction ay, < PrFixe ( @, zg, tol, kmax )
bl 0.
3 X« xg, Ix — P(x), 2 k<0, 000 = I
vx 3: x
4: err « |fx — x| = ou T 0
. ! 4: Répéter
5:  Tantque err > tol et k£ < kmax faire )
6 ke k+1 xo e
. . fx 6: x — ®(xp)
. _ X—Xp
8 fx « O(x) £ er (_k|X ) xp| B OU 5T+
_ fx—x| 8: — K+

9 err « |fx — x| = Ol 9:  jusqu’a err < tol ou k > kmax

10:

g}n Tintqluel o 10:  Si err < tol alors & Convergence
11: 1 err < tol alors = Lonvergence 11: Qo] < X

12: Qtol <~ X 12:  Fin Si

13: Fin Si

13: Fin Fonction

14: Fin Fonction

2.2.4  Méthodes de points fixes pour la recherche de racines

On peut noter que résoudre f(z) = 0 revient, par exemple, a résoudre ®(x) := z + f(z) = x. De maniére
plus générale, si F est une fonction continue vérifiant F(0) = 0 alors ®(z) = = + F(f(x)) est un autre
choix possible.

Soit f une fonction de classe C! dans un voisinage d’une de ses racines simple a.
Selectionner une version :

Version 1 En appliquant la formule de Taylor pour tout = dans ce voisinage, il existe £ €] min(z, ), max(z, )|

tel que

fla) =0=f(x) + (a —2)f' (&)
Ceci conduit a la méthode itérative suivante : zy étant donné dans le voisinage de «, on doit,
Vk € N, déterminer xy1 vérifiant f(xg) + (r4+1 — 2k )gr = 0 sachant que g est une approximation

de f'(¢).

Version 2 On cherche a déterminer une méthode itérative permettant de calculer xx,1 en fonction des
valeurs précédentes en espérant que |zx1+1 — | < |z — af. Pour cela, on écrit une formule de taylor
en xj supposé proche de a et on note h = o — xy,

fla) =0= f(zx) + hf'(xx) + o(h)

L’idéal serait de trouver la valeur exacte de h et de prendre xr, 1 = xr + h mais ceci n’est pas
possible dans un cadre général. C’est pourquoi on cherche une approximation h de h. De plus,
on ne connait pas forcément explicitement la dérivée de f. On note donc g, une approximation de
f'(zk). On choisi alors h comme solution de

f(zx) + hgr = 0

Si g # 0, on obtient la suite itérative

f (k)
qk
La valeur 11 est de fait 'intersection de la droite passant par le point ((zy), f(x)) et de pente g avec

I’axe des z.
Par la suite, on va écrire un algorithme du point fixe et étudier différentes méthodes :

, VkeN (2.11)

Tp+1 = Tk —
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e la méthode de la corde :
f(b) — f(a)

gk =9 = b—a

e la méthode de la sécante :

_ J(@k) — f(@p—1)

Tk — Tk—1

ol x_1 et xy sont données,

e la méthode de Newton : en supposant f’ connu, on prend
ak = f'(x).

La méthode de la corde

Soit f une fonction de classe C! sur [a,b] tel que f(a) # f(b). Soit zo € [a,b] donné. La suite obtenue
par la méthode de la corde est donnée par
b—a
Tkl = Th — S 57
" f(b) = f(a)
On peut voir cette relation comme un cas particulier de la méthode du point fixe. En effet, en prenant
O(z) = — W‘}W (x), la suite définie en (2.12) s’écrit x4+ = P(xy).
On a alors le résultat suivant

f(xr), VkeNN. (2.12)

Proposition 2.7: convergence de la méthode de la corde

Soit f € Ct([a, b]) tel que f(b) # f(a) et X = %g(a). On note (1) ke la suite définie par g € [a, ]
et pour tout £ > 0

Thr1 = Tp — f(i’“). (2.13)

On suppose de plus que Vz € [a, b]
min(A(z — a), A\(z — b)) < f(z) < max(A(z — a), \(xz — b)) (2.14)
min(0,2)) < f'(z) < max(0,2)\) (2.15)

alors la suite () converge vers l'unique racine « € [a,b] de f.

Preuve. voir correction Exercice 2.2.2 O

}3’ Exercice 2.2.2

Soit f une fonction de classe C! sur [a, b] vérifiant f(a)f(b) < 0. et A = %. Soit ¢ € [a,b]
donné. La suite obtenue par la méthode de la corde est donnée par

Thi1 = Tk — f(;”k), Vk € IN.
On note &(z) = z — L2,
Q. 1 Montrer que si pour tout z € [a,b] on a
min(A(z — a), A(z — b)) < f(z) < max(A(z — a), \(z — b)) (2.16)
alors ®([a,b]) < [a,b].
Q. 2 Montrer que si pour tout x € [a,b] on a
min(0,2)) < f'(z) < max(0, 2)) (2.17)

alors |®'(x)| < 1.
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Q. 3 En déduire que sous les deux conditions précédentes la méthode de la corde converge vers
lunique solution « € [a,b] de f(z) = 0.

Correction Exercice 2.2.2
Q. 1 Si A > 0, 'inéquation (2.16) devient
f(x

Mze=b) < f(z)<Max—a)eoa<<e———2-<b

~

A
< a<P(x) <0

Si A < 0, 'inéquation (2.16) devient

~
~—

(@) <

Mz —a)< f(x) < Maz—b) eoa<z—

N >

< a< d(x) <.

Q. 2 Si A > 0, 'inéquation (2.17) devient

!/
O<f/(x)<2)\©0<@<2
!
@—1<1—M<1
A
e -1<d(z)<1.
Si A < 0, V'inéquation (2.17) devient
!/
2)\<f’(x)<0©0<f§\x) <2
!
@f1<1ff§\x) <1

< -1<d(z)<1.

Q. 3 Sous les hypothéses (2.16) et (2.17) on a ®([a,b]) < [a,b] et Vz € [a,b], |®'(z)| < 1. Comme f
est de classe C! sur [a,b], la fonction ® 'est aussi. La suite (zy) est définie par zx1 = ® (). Ainsi les
hypothéses du théoréme 2.4 sont vérifiées ce qui assure 'unicité du point fixe ainsi que la convergence de
la suite () vers ce point fixe.

Proposition 2.8: ordre de convergence de la méthode de la corde

Soit f € CY([a,b]) tel que f(b) # f(a). Si la suite (x3) définie par la méthode de la corde en (2.13)
converge vers « €]a, b[ alors la convergence est au moins d’ordre 1.
De plus, si f est de classe C? sur un certain voisinage V de a et si f'(a) = W alors la

convergence est au moins d’ordre 2.
Preuve. e Order 1 : On note A\ = W. On a par définition 41 = zp — @ (ce qui suppose
que f(xy) soit bien définie, i.e. zy € [a,b]). Comme A # 0 et f continue, 'hypothése (zx) converge
vers « entraine que f(«) = 0.
Pour définir 'ordre de convergence, on suppose de plus que Yk € IN, 2, # «. On peut alors appliquer
la formule de Taylor-Lagrange : il existe £ compris entre xzj et « tel que

flzr) = fla) +(zx —a)f (&) = (xx — ) f'(&)-
=0

On a alors en utilisant cette expression dans la définition de la suite xj

f'(&k)
A

Tyl = T — (T — @)

Compiled on 2022/09/15 at 10:51:48

2. Résolution de systémes non linéaires

2.2.4 Méthodes de points fixes pour la recherche de racines

2.2.Points fixes d’une fonction (dimension 1)



2. Résolution de systémes non linéaires

2.2. Points fixes d’une fonction (dimension 1)

2.2.4 Méthodes de points fixes pour la recherche de racines

Résolution de systémes non linéaires

En soustrayant « a cette équation on obtient

Tpp1 —a=1x, —a— (2 — @) S = (a2 —a)(1 — S )
Comme ) # «, on a alors
T o S 1 (3))
Tp — Q A

Or xj converge vers « et & compris entre xp et «, ce qui entraine que & converge vers a. La
fonction f’ étant continue, on en déduit que f’() converge vers f’(a). Ceci donne donc

. Tpy1 — Q@
lim =t
k—>+0 T — O A

La convergence est donc (au moins) d’ordre 1.

Order 2 : La suite étant convergente, il existe kg € IV tel que Yk > kg, xp € V. Soit k = kg, comme
f € C2(V), on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange : il existe n, € V compris entre zj et
a que

N2
o) poy,)

On a alors en utilisant cette expression dans la définition de la suite xj

1

s = an = 1 (G - ) @) + 222 ).

En soustrayant a a cette équation on obtient

Py oo P gy,

Ik+1*04=(xk*0¢)( 1-

=0 par hyp.
Comme 7, € V converge vers « (car compris entre x, et ) et f(2) continue sur V, on en déduit

Tht1 — Q& AR
k=t (T — )2 2\

La convergence est donc (au moins) d’ordre 2.

On présente en Algorithme 2.12 'implémentation usuelle de la méthode de la corde. Une autre version
utilisant la fonction PrFixe est donnée en Algorithme 2.13.
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Algorithme 2.12 Méthode de la corde
Données :

f : ftR— TR,
a, b : deux réels tels que f(a) # f(b),
Zo : donnée initiale, zo € R, Algorithme 2.13 Méthode de la corde utilisant la
tol : la tolérence, tol € R, fonction PTFIxE
kmax : nombre maximum d’itérations, kmax e IN* Données :
Reésultat : ! i frR— R,
gl ¢ un réel tel que |f(awo1)| < tol a, b ¢ deux réels tels que f(a) # f(b),
o : donnée initiale, z¢ € R,
1: Fonction 4o < CorpE ( f,a,b, xg, tol, kmax ) tol : la tolérence, tol € R,
2 k0, a — & kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
3. « _b=a Résultat :
4 i - g];éb’)_f(a) Qg ¢ un réel tel que | f(aol)| < tol
5:  err < tol +1
6: Tantque err > tol et k < kmax faire 1: Fonction ato < Corpe ( f,a,b, 7, tol, kmax )
7: k—k+1 2 g ﬁ
8: Xp — X 33 e (z—>ax—qx*f(z)) = définition de
9: X — xp — ¢ * f(xp) fonction
10: err < |x — xp| 4 @yl — PTFIXE(D, 20, tol, kmax)
11:  Fin Tantque 5: Fin Fonction
12:  Si err < tol alors > Convergence
13: Qo] < X
14:  Fin Si

15: Fin Fonction

35

Pour illustrer ces résultats de convergence, on va rechercher la racine positive de f(x) = 22 — 1 par la

méthode de la corde avec comme données

e exemple 1 : a = 0.000, b = 2.000, ¢y = 1.800,
e exemple 2 : a = 0.5000, b = 1.900, g = 1.800.

On représente en Figure 2.9 les itérations de la méthode de la corde pour 'exemple 1 & partir du graphe
de la fonction f (figure de gauche) et a partir du graphe de la fonction ® (figure de droite). Méme chose

pour 'exemple 2 avec la Figure 2.10.

34
—y=f(a) +q(z —a)
—y=1()
2.5
f(zo
2 1
1.5 A
11
0.5 1
flzs L 3
Az /D.b 7l 15 2
-05,
-1 1

(a) représentation usuelle

-y =®(z)
—y=z

1.5

(b) Représentation point fixe

Figure 2.9: Exemple 1, méthode de la corde, a = 1, racine de f : x + 22 — 1 avec a = 0.00, b = 2.00,

o = ].80,
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—y=J(a) + oz —a)
—y=1(z)

2.5 1

flzo

1.54

(a) représentation usuelle

Figure 2.10: Exemple 2, méthode de la corde, o = 1, racine de f

o = 180,

Résolution de systémes non linéaires

15

B3

P(xo

0.5

0.5

(b) Représentation point fixe

i x— 22 —1avec a=0.50,b=1.90,

Dans le tableau suivant on donne I'erreur commise par les suites dérivées des exemples 1 et 2 et ceci

pour quelques itérations.

exemple 1 exemple 2
k |z — |xx — «f
0 8.0000e-01 8.0000e-01
1 3.2000e-01 1.3333e-01
2 5.1200e-02 2.9630e-02
3 1.3107e-03 5.3041e-03
4 8.5899e-07 8.9573e-04
5 3.6893e-13 1.4962e-04
6 0.0000e+00 2.4947e-05
15 0.0000e+00 2.4756e-12

On remarque qu’avec les données de ’exemple 1 la convergence est beaucoup plus rapide. Ceci est

€k

10—2 4

104 4

10-6 4

10-8 4

10-10 4

10-12 4

Hexemple 1
esexemple 2

10 12 14 16

Figure 2.11: Erreurs en fonctions des itérations
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illustré en Figure 2.11. En effet dans ce cas on a

f(6) — f(a) /
—t 2 =2 et o) = 2.
o /(@)
D’aprés la proposition 2.8, la convergence est d’ordre 2 pour 'exemple 1. Par contre, on a pour ’exemple
2
b) — fla
M =2.400 # f'(a) =2
b—a
et donc la convergence est d’ordre 1. On retrouve ces résultats sur la Figure 2.12 ou 'on a représenté
en échelle logarithmique e;11 = |zx+1 — | en fonction de e = |z — af. En effet si une méthode est

convergente d’ordre p exactement on aura pour k suffisament grand e,4q ~ Cel.

€r+1

10? +exemple 1 : pente=2.000
esesexemple 2 : pente=1.000

103

10

107

10°°

10711

€L

T
1010 108 10°¢ 104 1072

Figure 2.12: Représentation en échelle logarithmique de ex41 en fonction de ej. Les pentes sont calculées
numériquement

Ajouter un autre exemple

La méthode de Newton

Soient f une fonction de classe C! et xy un réel donné. La suite obtenue par la méthode de Newton est
donnée par

Thar = Tp — f(@k)

f'(an)

Bien évidemment, il faudra s’assurer que f/(xr) # 0. On peut voir cette relation comme un cas
particulier de la méthode du point fixe. En effet, en prenant ®(z) = « — ]{,((z)), la suite définie en (2.20)

, Vk e . (2.18)

s’écrit xg1 = P(xg).
Proposition 2.9: convergence de la méthode de Newton

Soit f une fonction de classe C2 sur un certain voisinage d’une racine simple « de f. Soit zg donné
dans ce voisinage, la suite (zx)gen définie par la méthode de Newton

Tyl = Tk — J{;((a;z)), Vk € IN. (2.19)

est localement convergente d’ordre 2.

Preuve. Comme « est racine simple de f (i.e. f(a) =0et f'(a) # 0) et f’ continue, il existe un voisinage
V de « tel que pour tout z € V, f/(z) # 0. On peut alors définir la fonction ® sur V par

_ f@)
fr(z)

VeeV, ®(x)==z
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On a alors z41 = ®(xy). La fonction ® est de classe C! sur V et

O(x) = 1— (f'(@)* = f@)f"(x) _ f@)f" (@)

(f"(x))? (f'(x))*

On a donc ®'(a) = 0 car f(a) = 0. D’aprés le théoréme de convergence locale du point fixe
(théoréme 2.5), on en déduit que la suite (zj) converge vers a (et que la convergence est au moins
d’ordre 1. Pour démontrer qu’elle est d’ordre 2, on ne peut utiliser le théoréme 2.6 car ® n’est pas de
classe C2. Toutefois comme f est de classe C2, on applique la formule de Taylor-Lagrange aux points zy,
a (en supposant zj # «) : il existe & compris entre x et o tel que

(a—xp)?

fla) = f(zg) + (o — i) f'(2k) + Tf(Q)(fk)~
~—— .
=0
Comme f’(zy) # 0, 'équation précédente s’écrit aussi
_ f (k) 2 [P (&)
B VR T E
(2)
= 2p41 — (a0 — xp)? chf/((f:))

On obtient alors

o — Tpy 3 (&)

(0 — xx)? 21 (xy)
La fonction f est de classe C? et la suite &, converge vers a (car &, compris entre zj et ). Ceci
entraine par passage a la limite que
a1 — o f(a)
im = .
k-t (zp — )2 2f"(a)

La convergence est donc d’ordre 2. O

Soit f une fonction de classe C? au voisinage de a, racine de f. On suppose que f’(x) # 0 pour tout
z €V (ie. « racine simple de f). Soit zp € V donné. La suite obtenue par la méthode de Newton est
donnée par

f(xr)

Te41 = Tk — f’($k)

On peut voir cette relation comme un cas particulier de la méthode du point fixe. En effet, en prenant
O(z) = — %, la suite définie en (2.20) s'écrit 21 = ®(xx) et on note que (o) = « (i.e. « point
fixe de ).

De plus f étant de classe C3 et sa dérivée non nulle sur V, on obtient que ® est de classe C? sur V, et
Vr eV,

. VkeNN. (2.20)

SO € Co) e OV CONN{ OV

(f'(x))? (f'(x))?

et

On a alors
//(a)
&(a) =0, ®(a)= LY
f'(@)
D’apreés la proposition 2.6, si f”(«) # 0 alors la méthode de Newton est d’ordre 2.
Faire méthode de Newton modifiés dans le cas de racine de multiplicité m > 1.777
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43’ Exercice 2.2.3

En —1700 av. J.-C., les babyloniens ne connais-
saient que les nombres rationnels (fractions) et ils
utilisaient le systéme sexagésimal (base 60). Pour
approcher la valeur /2, ils utilisaient comme ap-
proximation (voir tablette YBC 7289)

a—1+24+ 51 N 10 30547
N 60 ' 602 ' 603 21600

L’erreur commise est |a — /2| ~ 5.994e — 7.

Q. 1 Comment feriez-vous pour trouver a la main une méthode permettant de trouver des nombres
rationnels approchant v/2.

Q. 2 Généraliser la méthode pour trouver une approzimation rationnelle de \/a ot a est un réel
positif.

Q. 3 Généraliser la méthode pour trouver une approzimation rationnelle de ¥/a ot a est un réel
positif et n € IN*.

Correction Exercice 2.2.3
Q. 1 1l suffit de voir que v/2 est la racine positive de f () = 22 — 2 et d’appliquer la méthode de Newton
par exemple. La suite des itérés de Newton s’écrit alors

flzy) _a:i—2_xi+2

Tk+1 = Tk — f/(xk) =

ka ka

Avec xg = 1, on obtient

ko xp V2 — 2]
1 1%7 8.57864e-02
2 i 2.45310e-03
3 3T 2.12390e-06
Avec zg = %, on obtient
k ay V2 — ]
1 ;é 1.07864e-02
2 % 4.08236e-05
83 01
3 BTy 5.89203e-10

2

Q. 2 11 suffit de voir que y/a est la racine positive de f(x) = 2* —a et d’appliquer la méthode de Newton

par exemple. La suite des itérés de Newton s’écrit alors

flwg) 7:cifa_:ci+a

T = T — =X =
kel k f’(.’);‘k) k 2xy 2xp

Avec a = 3 et 2y = 1, on obtient

kome V33—

1 2 2.67949e-01
2 T 1.79492e¢-02
3 % 9.20496e-05

Q. 3 Il suffit de voir que {/a est la racine positive de f(x) = 2™ —a et d’appliquer la méthode de Newton
par exemple. La suite des itérés de Newton s’écrit alors

flxg) p—a (m—1zf—a
x == 1 — =z — =
k+1 k f/(xk:) k nmz—l n.’xZ—l
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Avec a =3, n =4 et rg = 1, on obtient

Résolution de systémes non linéaires

k Tg |vV/3 — x|

1 9%7 1.83926e-01

2 7 3.11482¢-02

3 % 1.06368e-03
236297297271008 816738085152257
179546943199700984864483416264832 1.28780e-06

<

On présente en Algorithme 2.14 'implémentation standard de la méthode de Newton. Une autre
version utilisant la fonction PrFixe est donnée en Algorithme 2.15.

Algorithme 2.14 Méthode de Newton

la tolérence, tol € R, Algorithme 2.15 Méthode de Newton scalaire

ffR—R,

la dérivée de f,

donnée initiale, zg € R,

la tolérence, tol € R,

nombre maximum d’itérations, kmax € IN*

un réel tel que

: Fonction oy, < Newron ( f,df, 2o, tol, kmax )

O —z—a— f(x)/df(z)

: Fin Fonction

Données :
f f+R—R,
df la dérivée de f,
o donnée initiale, zg € R,
tol
kmax nombre maximum d’itérations, kmax € IN* Données :
Résultat : f
ol un réel tel que | P (o)) — ayol] < tol df
Zo
1: Fonction ot < NewTon ( f,df, 2o, tol, kmax ) tol
2 k<—0, ao — I kmax
3 X < g, Résultat :
4:  err < tol+1 ol
5. Tantque err > tol et k£ < kmax faire
6 E—k+1 1
7 Xp < X 2:
8 x — xp — f(xp)/df(xp) = df(xp) # 0 3t ol — PTFIXE(D, 20, tol, kmax)
9: err < |x — xp| 4
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors > Convergence
12: Qo] < X
13:  Fin Si

14: Fin Fonction

2

Comme premier exemple, on prend f(z) = 22 — 1 avec 2o = 0.40 et pour le second f(z) = 22 cos (z)
avec g = 2.00.
On représente en Figures 2.13 and 2.14, respectivement pour les exemples 1 et 2, les itérations de la
méthode de Newton a partir du graphe de la fonction f (figure de gauche) et a partir du graphe de la
fonction @ (figure de droite).
On illustre la convergence et l'ordre de convergence respectivement en Figures 2.15a et 2.15b. Pour
cette derniére, on a représenté en échelle logarithmique e 1 = |zx+1 — a] en fonction de ey, = |z —a|. En
effet si une méthode est convergente d’ordre p exactement on aura pour k suffisament grand ej41 ~ Cef.
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Yy
24
=y=2(z)
—y—z
/o 330
2 :
77
/“//'./
f(a = D(a
! 27 e ==
i 7 =T
05 "/ﬁl,-"’ 5 2
g 7
flao — ‘%:/' /'/ 0.5 -
P
P
5 ;;/ /‘/
./‘
/‘/ - T T x
a4 0.5 b 15 2
) . . . 2
(a) représentation usuelle (b) Représentation point fixe, ® : z — z — £ =1

Figure 2.13: Exemple 1, méthode de Newton, o = 1, racine de f

x — 22 —1 avec xy = 0.40,

B(a
2 L/; 2 2oz ™, .\ \ LIEN N\
=Dy y= L)+ ) | e\, \ 1.5
15 =D y=/f@)(—m)+ () N, N .
=Dy : y=f'(2)(x — x2) + flz2) N \
=Dyt y=f'(as)(@ —x3) + flzz) KN \, \
1
0.5 1
flas
fa
o 05
1
-15
e .
? 05 1 15" 2
(a) représentation usuelle (b)  Représentation  point fixe, 0
T — z2 cos(x) +x

Figure 2.14: Exemple 2, méthode de Newton, a = %7‘(‘, racine de f

22 sin(x)—2 z cos(x)

x +— 2% cos (1) avec zo = 0.40,
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[ €r+1

Hexemple : f(z) =2~ 1 107 | pexemple : f(z)=2°—1, pente=2.074
Hexemple : f(z) =z*cosx +exemple : f(z) =x2cosa), pente=1.953
102

10°

1011

1073

k e

(a) Représentation de la convergence, ex en fonction (b) Représentation de l'ordre de convergence en
de k échelle logarithmique, ex+1 en fonction de e . Or-
dre théorique 2

Figure 2.15: Méthode de Newton, convergence et ordre

225 La méthode de la sécante

Cette méthode est une alternative a la méthode de Newton lorsque l'on ne connait pas la dérivée de la
fonction f. A Ditération k, de la méthode de Newton, on approche f’(xy) par RACT it ICTESDI effet,

Tk —Tg—1
d’aprés la formule de Taylor-Lagrange, il existe &, compris entre xj_1 et x vérifiant

(g1 — p)?

o2 &)

fegp—1) = f(og) + (@r—1 — zp) f'(2x) +

ce qui donne

+
Tp—1 — Tk 2!

f/(xk) _ f(xk) - f(xk—l) Tp—1 — Tk f(2)(€k-)

Si la suite est convergente, on a ”‘;7,7“ f@ (&) — 0, ce qui justifie "approximation précédente. On a
alors la méthode de la sécante donnée en (2.21). Cette méthode est une méthode a deux pas : le
calcul de xf,1 nécessite de connaitre zy et xx_1. Il faut donc deux valeurs d’initialisations z_; et xg
pour définir la suite (zy).

Proposition 2.10: Convergence méthode de la sécante (Admis)

Soit f une fonction de classe C? sur un certain voisinage d’une racine simple « de f. Soient x_; et
xo donnés dans ce voisinage tels que f(z_1) # f(xo) , la suite (zx)ren définie par la méthode de la

sécante
Tk — Tk—1

TR IR T S ) — k)

est localement convergente d’ordre % ~ 1.618.

f(ax), Yk e NN. (2.21)

Comme premier exemple, on recherche une racine de z2 — 1 avec z_; = 0.000 et zg = 2.000. Une
représentation graphique des premiéres itérés de la suite est donnée en Figure 2.16. Sur cette figure, les
droites Dy sont celles passant par les points (xg—1, f(2x—1)) et (zk, f(xk)). Pour deuxiéme exemple, on
recherche une racine de x2 cos (z) avec z_; = 1.000 et zo = 3.000. Une représentation graphique des
premiéres itérés de la suite est donnée en Figure 2.17.

On illustre la convergence et l'ordre de convergence respectivement en Figures 2.18a et 2.18b. Pour
cette derniére, on a représenté en échelle logarithmique e 1 = |zx+1 — a] en fonction de ey, = |z —a|. En
effet si une méthode est convergente d’ordre p exactement on aura pour k suffisament grand ej41 ~ Cef.

2.2.6  Méthode Regula-Falsi ou fausse position

Cette méthode différe de la méthode de dichotomie par le choix de zj & chaque itération. Pour la méthode

de dichotomie on a pris x; = a’“;bk point milieux du segment [ay, by ]. Pour la méthode Regula-Falsi, on
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fla p=a
B,
/./,/
Rebd
2 /// j
R -
 aRd R
s 7 R
7 . -~
] . . S .
1 _ Ve ‘/ ‘/. _ -~
° Rd & -
7’ o < L~
R —
fzaty T 57" .~
05 T LT 15 2
fls ’/‘ -
“ e
fla = =
f(a-1) /'//‘)'/ —frze2?-1
=" & =Dy : (w1, flz1)) = (%0, f(x0))
7 =D : (w0, f(wo)) = (21, f(z1))
F =Dy : (21, f(z1)) = (22, f(22))
;' =D; : (22, f(w2)) = (3, f(23))
2

Figure 2.16: Méthode de la sécante pour f(z) = 22 — 1, z_; = 0.000 et ¢ = 2.000

N 208
‘N =-f:x - x°cosa
6N ‘N =Dy : (z-1, flw-1)) = (0, f(wo))
R =D, : (w0, f(wo)) = (21, f(z1))
. '§.\. =Dy : (a1, f(z1)) = (22, f(22))
4 \. 'Q.\, =Ds : (@9, f(22)) = (23, f(23))
\\§\\ =Dy : (3, f(z3)) = (24, flz4))
BRENS
AR
2 BN
NNUSS
f(f(ggl)z:=:=:=:=z=:='_:=':=—'— TS -.ZLr.a_._.l ______ — z0
05 zilzl"i’?’&\‘.’ir& 2 25
) N
N
N X
SN
SR
-4 AN N
NN
AN
-6 N
flzs -X
-8 1
flao

Figure 2.17: Méthode de la sécante pour f(z) = 22 cos (x), z_1 = 1.000 et zo = 3.000
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€ €41

Hexemple : f(x) = x'i 1 5 Hexemple : f(z) =z — 1, pente=1.612 |
w=exemple : f(z) =z cosa 10 ssexemple : f(z)=x2cosa, pente=1.608

10°

1010 1011

12
10 101

1014
1015

(a) Représentation de la convergence, ex en fonction (b) Représentation de l'ordre de convergence en
de k échelle logarithmique, ex+1 en fonction de ef . Or-
dre théorique 1+2‘/5 ~ 1.618

Figure 2.18: Méthode de la sécante, convergence et ordre

prend pour zj Uintersection de la droite passant par les points (ag, f(ar)) et (b, f(br)) avec l'axe des
abscisses. Si f(ag)f(br) < 0 cela nous assure que xy €|ag, bg|.
L’équation de la droite est donnée par

f(bx) — f(ax) ot d— by f(ax) — ar f(bx)

y =cx +d, avec c =
b — ay, by, — ax

On a alors

arf(bk) — bi.f(ax)
f(br) = flar)
En résumé, on définit les trois suites (ag)ren, (br)ren €t (Tx)ren par
a0 f(bo)—bo f(ao)

T = —dfc=

* 0 =a bo=betTo =G F a0y
o Vke N,
kg1 = bry1 = Thy1 = T, si f(zr) =0,
ap41 = Tk, bppr = by, si f(br)f(xr) <0,
Ap+1 = Ak, bk+1 = Tk, si f(ak)f(fﬁk;) < 07
a b —b a .
Thi1 = k“}céb:ﬁg,f?;;ff)k“), si f(wg) # 0.

}3’ Exercice 2.2.4

On suppose que la fonction f est continue sur [a, b], vérifie f(a)f(b) < 0 et qu’il existe un unique
& €la, b tel que f(£) = 0.
Q. 1 Montrer que

Q. 2 Montrer que ag < a1 < ... < ap < xp < by < ... < by < by pour tout k € IN. et que si
f(zr) # 0 alors f(ag)f(br) <O.

Q. 3 En déduire la convergence de la suite (xy,) vers &.

Correction Exercice 2.2.4
Q.1 On pose z = % qui est bien défini car f(a) # f(b). En effet si f(a) = f(b) alors f(a)f(b) =
f(a)? = 0 qui est en contradiction avec I'hypothése f(a)f(b) < 0. On a
f(a)
fla) = f(b)

x_a:af(b)—bf(a)_a(f(b)_f(a)) — (b—a)
f(®) — f(a)
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Comme f(a)f(b) <0, f(a) — f(b) est du méme signe que f(a) et alors % > 0.Deplusb—a >0
et doncon ax —a > 0.
De la méme maniére, on a

af(v) b (@) ~b(7(D) = F(@) _ (1D
70) = () 7) - f(@)

Comme f(a)f(b) <0, f(b) — f(a) est du méme signe que f(b) et alors % >0.Deplusa—b<0
et donconax—b<0.

r—b=

Q. 2 On va démontrer par récurrence la validité de la proposition (Py) suivante Vk € IN :

(Pr) { (i) flar)f(be) <Osi flag) #0

(i) ap<ar <...<ap <xp <bg <...< by < by,

Initialisation On vérifie la proposition (Py) pour k = 0. On a f(a)f(b) < 0 donc (Py) — (i) est vérifie.
D’aprés Q. 1, on obtient ag < zp < bg. La proposition (Py) est donc vérifiée.

Heéreédité Soit k > 1. On suppose la proposition (Pj) est vraie. Montrons que (Pjy1) est vérifiée.
Si f(xg) = 0 alors ag1 = bgy1 = Tpy1 = X et la proposition (Pgy1) est vérifiée.
On suppose maintenant que f(zy) # 0.
De (P)— (i) on a f(ax) # 0 et f(bx) # 0. De plus f(ag) # f(by) car sinon f(ax)f(by) = f(ax)?> =0
ce qui est en contradiction avec (Py)— (7). Par hypothése (Py), on a ar < zx < by et f(ag)f(bx) < 0.
Par continuité de f, on a alors soit f(bg)f(zx) < 0 (et donc f(ax)f(zr) > 0) soit f(by)f(xr) >0
(et donc f(ag)f(zx) <0).

e Si f(br)f(xk) <O0onaagyr =z et bppr = bg. Comme f(ax) # f(bg), Tk+1 est bien défini.
D’aprés Q. 1 en prenant [agy1,br+1] comme intervalle, et sachant que f(agy1)f(bpy1) =
f(zx)f(br) < 0 on obtient

A1 < Tht1 < bpir.

De plus par hypothése ax < xp = ap41 et donc ag < agy1 et bgy1 < by. La proposition (Pgy1)
est donc vérifiée.

e Si f(ak)f(xzr) <0 on a agyr = ag et by = x. Comme f(ar) # f(bi), 41 est bien défini.
D’aprés Q. 1 en prenant [agy1,br+1] comme intervalle, et sachant que f(ak41)f(bry1) =
f(ax)f(xr) < 0 on obtient

g1 < Thy1 < bpt1-

La proposition (Pg41) est donc vérifiée.

Q. 3 Supposons qu’il existe s € IN tel que f(z;) = 0. Alors, pour tout ¢ < 1, on a asy; = bgy; =
Zsyi = Ts. Les trois suites convergent donc vers x,. D’aprés la question précédente, z; € [a,b]. Comme
f(a) #0 et f(b) # 0, on en déduit =, €]a, b[. Par hypothese il existe un unique £ €]a, b[ tel que f(§) =0,
on a alors s = &.

Supposons que Vk € N, f(xi) # 0. D’aprés Q. 2, la suite (aj) est croissante majorée par b et la suite
(br) est décroissante minorée par a. Elles sont donc convergentes et I'on note respectivement [ et L les
limites de (ay) et (by). Comme a < ap < by <b,onaa<!<L<hb

e Supposons f(I) = f(L). On a f(ag)f(bx) < 0. Comme f est continue, a la limite on obtient
FIVF(L) = f()? = f(L)?> < 0 et donc f(I) = f(L) = 0. On a necessairement [ et L dans ]a,b[
car f(a)f(b) < 0 et donc f(a) et f(b) non nuls. Par unicité du zéro de f dans |a,b[ on obtient
Il =L =¢ Comme ap <z < bg, on en déduit que la suite (x) converge aussi vers €.

e Supposons f(I) # f(L). Par continuité de la fonction f la suite (zj) converge alors vers M =
(L) —Lf(1)

FL—=rQ) - Comme ay < x, < by on a aussi

_U(L) - Lf)
De plus ayant f(xzx) # 0 Vk € IN, on a f(ax)f(bx) < 0 Yk € IN. En passant a la limite et par

continuité de f on obtient f(I)f(L) < 0.
Montrons que f(I) =0 ou f(L) =

<M

e
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— Si f(I) < f(L), alors de (2.22) on obtient

ce qui donne If(I) = Lf(l) et If(L) < Lf(L)ie. (I—L)f(l)=0et (L—1)f(L) <0. Comme
L—1>0,onen déduit f(I) < 0et f(L) <0.Or f())f(L) <0, ce qui donne f(I) = 0 ou
f(L)=0.

— Si f(I) > f(L), alors de (2.22) on obtient

WSA(L) = (1) 2 1f(L) = Lf(l) = L(f(L) = f(1))

ce qui donne [f(1) < Lf(l) et If(L) = Lf(L) ie. (L—10)f(1)=>0et (L—1)f(L) <0. Comme
L—1>0,on en déduit f(I) = 0et f(L) = 0. Or f(I)f(L) < 0, ce qui donne f(I) = 0 ou
f(L)=0.

On a donc démontré que si f(I) # f(L), alors f(I) =0 ou f(L) = 0 et donc

— si f(I) = 0 alors M = LE=LID _ 1ot done f(M) = 0.

FIL)-F
: If(L)=Lf(l
—si f(L) =0 alors M = % = L et donc f(M) = 0.

Puisque [ et L appartiennent a ]a, b[, on a M €]a, b[. Par unicité du zéro de f sur ]a, b[ on en déduit
que M = €.

On vient de démontrer le théoréme suivant

Théoréme 2.11

Soit f : [a,b] € R — R une fonction continue vérifiant f(a)f(b) < 0 et admettant « €]a, b[ comme
unique solution de f(z) = 0. Alors la suite (zy)rew définie par la méthode Regula-Falsi converge
vers o

On a aussi la proposition suivante

Proposition 2.12: ordre de la méthode de Regula-Falsi

Soit f : [a,b] € R — R une fonction continue vérifiant f(a)f(b) < 0 et admettant « €]a, b[ comme
unique solution de f(x) = 0. Si f est deux fois dérivables sur [a, b] et si f” est monotone sur |a, b]
alors il existe C' € R tel que

lim 21l o (2.23)
k>t |T) —

La méthode de Regula-Falsi est alors & convergence linéaire (d’ordre 1).

2.3 Résolution de systémes non linéaires

Nous allons (trés rapidement) introduire les premiéres notions permettant la résolution de systémes
d’équations non linéaires. Par exemple, dans R? nous allons regarder le probléme suivant avec ¢ une
constante réelle
fl(l'hl‘g) :—.Tif-f—l'g—% =0 (2 24)
fg(xl,xg)=%(10x2+1)2+c—x1 =0. '

En Figures 2.19 et 2.21, on représente pour différentes valeurs de ¢ les courbes fi(z1,22) = 0 et
fa(z1,22) = 0 : les intersections de ces deux courbes sont les solutions du probléme (2.24). Comme
on le voit graphiquemment, il peut y avoir, suivant les valeurs de ¢, 0, 1, 2 ou 4 solutions.

De maniére plus générale, soient U < RY™ un ouvert et f une application continue de U dans RY. Le
probléme que ’on souhaite résoudre est le suivant
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c¢=0.00 c~ —0.825
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Figure 2.19: Résolution graphique de 2.24 avec ¢ = 0.00 (gauche) et ¢ ~ —0.825 (droite)
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Figure 2.20: Résolution graphique de 2.24 avec ¢ = —1.00 (gauche) et ¢ = —1.50 (droite)
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Trouver a € U < RV tel que

f@) =0 —

Comme dans le cas scalaire, pour résoudre numériquement ce genre de probléme on utilise des suites
itératives et plus particulierement celles basées sur les méthodes de points fixes. En effet, nous allons voir
que le théoréme du point fixe se généralise trés facilement (voir Théoréme 2.13).

En définissant, par exemple, la fonction ® € C°(U; RY) par ®(xz) = = + f(x), on peut remarquer
f(z) = 0 est équivalent & ®(xz) = z. On peut donc se ramener a la recherche d’un point fixe (s’il existe)
de la fonction ®.

Trouver a € U < RV tel que
<I>1(a1,...,aN) =
®y(ay,...,ay) = o
Pla)=a <=
<I>N(a1,...,aN) = QN

Les suites itératives sont donc de la forme
ple+1] — @(m[k])

ol ® est une fonction a déterminer et z[% € RY. Bien évidemment le choix d’une bonne fonction ® est

primordiale pour espérer avoir convergence.
Ce type de probléme peut s’avérer délicat a traiter : comment choisir ®? z[%1? Si 'on converge vers

quel point fixe?

2.3.1 Point fixe

Théoréme 2.13

Soit B un espace de Banach et U < B un sous-ensemble fermé. On suppose que ® : U —> U est
une application strictement contractante, i.e.

L €]0,1[, |®(z) —®@W)| <L|z—y|, Y(z,y)eU x U. (2.25)

Alors
1. ® admet un unique point fixe @ € U (i.e. unique solution de £ = ®(z)).

2. La suite des itérés 2lFt1] = &(x!¥]) converge vers a pour toute valeur initiale 2% € U.

3. Pour tout k € IN,

k—1
Ha — gl H < 1L_7L Hm[l“] —zll H, 0<I<k (2.26)

Preuve. On démontre tout d’abord I’existence d’un point fixe. Pour celd on va démontrer que la suite
2l¥] est de Cauchy dans U fermé d’un espace de Banach (donc elle converge dans U).
Comme @ est contractante, on a pour tout k € IN*

Hx[kﬂ] _gl¥ H _ HQ(x[k’]) . q,(,,,[k—u)H <L H,,[k] _ glk—1] H
ce qui donne par récurrence pour tout 0 < j < k

H,,[km _ gl¥] H <L’ ”x[kﬂ—j] _ k=il ‘ (2.27)
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ou encore pour tout 0 <1 <k, (I =k —j)
Hx[k“] — gl*] H < LF! Hx[l“] — gzl H (2.28)
On obtient aussi par récurrence

Viz0, |gl+i+0 _ g+t H <I! Hx[k-i—l] _ gl H (2.29)

Soit p = 1. On en déduit par application répétée de I'inégalité triangulaire que

Hx[m] _ gl H _ H (@lk+p] _ glbrp=1ly o (glhtp=1] _glhtp=21) | 4 (glk+1] _ m[k])H

2 [ki41] _ gl

=0

Z_]l o121 _ gtk

@20 » Hz[kﬂ] _ gkl H _1-r» ‘x[kﬂ] _ gkl H
= 1-L
1-LP
< ﬁLk Hx[l] — zl0 ” . (en utilisant (2.28), avec l =0)

Comme L* — 0 quand k — +00, on conclu que (2[*]) est une suite de Cauchy. De plus, par construction
zl*l € U < B, pour tout k € IN, et B étant un espace de Banach et U un fermé, la suite (z[k]) converge
alors vers a@ € U. Comme ® est contractante, elle est donc continue et en passant a la limite dans
zlF1 = @(2[¥1), on abouti & a = ®(a), i.e. a est un point fixe de ® dans U.

L’unicité se déduit immédiatement par la contraction de la fonction ®. En effet, soit a; et as deux points

fixes de ®, alors
oy — @z = [®(on) — @(az)| < Lo — o

Or L < 1, et donc nécessairement on a @; = @s.
Il reste & démontrer 'inégalité (2.26). On a vu que pour p > 1

Hz[ker] 2kl H < [k+1] _ plk] H

1l

L’application norme étant continue et L < 1, on obtient & la limite quand p — 400

1
_ Uc]HgiH (k1] _ [k]H
Ha T -1 T T

On obtient I'inégalité en utilisant (2.28). O

2.3.2 Méthode de Newton

On commence par rappeler un résultat de calcul différentiel. Soit f : R — R une fonction suffisament
réguliére. On défini la matrice Jacobienne de f, notée Jg, par

of1 of1 of1
oz ox Oz
o2 ofs ofs
oxy oxo o Oxn
Jy =
5}N 5};N a.];N
ox1 Oxo o Oz
On a alors Yh € RY a lordre 1
f@+h)~ f(z)+ Jg(x).h. (2.30)

Nous voulons trouver a tel que f(a) = 0. Si z!¥] est proche de @, alors en utilisant (2.30) avec z = z[*!
et a =zl + h (ie. h = a — z!*l) on obtient

f@) ~ f@™) + Ip(™).h
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Au lieu de résoudre f(z) = 0, on résoud le systéme linéarisé
™y + Js@™).h =0

c’est & dire le systéme linéaire _
Jp(x®).h = —f(zl). (2.31)
On espére alors que h est une bonne approximation de h au sens ou z!* +h est une meilleur approximation
de & que z[¥1. On note alors !**+1 = z[¥] + h. En posant ®(z) = z — ((Js(z))~" f(z) la méthode de
Newton s’écrit alors .
2l — ol = ol — (Uy ) f(2H) (2.32)

Cette formule est une généralisation de celle vue dans le cas scalaire (voir 7?). Il faut noter qu’a chaque
. . . . . . -1
itération la matrice Jacobienne est modifiée et qu'il faut calculer le vecteur — ((Jg(z*1)) " f(zl*). Nu-
meriquement, on ne calcule que trés rarement 'inverse d’une matrice car celd est trés couteux en temps
mais on résoud le systéme linéaire (2.31) ce qui est bien plus efficace.

On admet dans ce cours le théoréme suivant

Théoréme 2.14

Soit f € C3(RM;RY). On suppose que la matrice Jacobienne appliquée en x, Js(z) est inversible
dans un voisinage de e, avec f(a) = 0. Alors pour tout 2! suffisament proche de a la suite définie
par

=
plh+1] — gkl _ ((J]f(x[k])> F(al)
converge vers « et la convergence est d’ordre 2.
On donne ensuite ’algorithme 2.16 permettant de déterminer une approximation d’un point fixe d’une

fonction f. Dans cet algorithme on suppose donnée la fonction SoLve permettant de résoudre un systéme
linéaire.

Algorithme 2.16 Méthode de Newton

Données :

f . f:RY — RN,

Jf : la matrice Jacobienne de f,

x0 . donnée initiale, x0 € RV,

tol : la tolérence, tol € RY,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

oo :  un élément de RY proche de a.

1: Fonction ayo < Newron ( f, Jf,x0, tol, kmax )
2 k0, aol — I

3 x «— x0,

4 err < tol + 1

5.  Tantque err > tol et k < kmax faire

6

7

8

9

k—k+1
Xp < X
h — Sowe(Jf(xp), —f(xp)) > £ — SowvE(A,b) : résoud le systéme linéaire Az = b
x<xp+h
10: err < NORM(X — xp)
11:  Fin Tantque
12:  Si err < tol alors > Convergence
13: Qo] < X
14:  Fin Si

15: Fin Fonction

Remarque 2.15 Si I'on ne connait pas explicitement la Jacobienne de f, il est possible de calculer une
approximation de celle-ci en utilisant des formules de dérivation numérique.
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2.33 Exemples

Exemple modéle

Comme premier exemple, nous reprenons le systéme 2.24 avec ¢ = —1.5
3 1
- -3 =0
Jilona) =2z =g 5 (2.33)
f2(1'1,172):%(10x2+1) —x1— 3 = 0.

On représente en Figure 2.21 les itérées succéssives pour 4 suites avec une initialisation différentes.
On remarque qu’il est trés difficile, si I'on n’est pas suffisament proche d’un point fixe, de prédire vers
lequel on converge.

B i I’
ez = (0.00; 1.45) &
vz, =(—0.31; —0.98) P
4 4 -y, = (70.74; 146) /I :
<z = (—0.90; —0.03) N
! 1
7 1
3 i i /
/ \
II !
II
7
U
o~ 2
&
1
0
-1 .
-3 -2 -1 0 1
Z

Figure 2.21: Représentation de 4 suites pour le systéme 2.33

En Figure 2.22a, on représente les bassins d’attraction pour les itérées de Newton associés au systéme
2.33 : a chaque point initial ¢ = (x,y) on associe le point fixe vers lequel la suite de Newton converge et
chaque point fixe correspond une couleur. En Figure 2.22b, on représente le nombre d’itérations assurant
la convergence des itérées de Newton : a chaque point initial g = (z,y) on associe le nombre d’itérations
nécessaire a la convergence et une échelle de couleur permet de visualer ces nombres.

Exemple complexe : 22 —1 =0

On souhaite trouver les racines complexes de 22 — 1. Pour cela on peut poser z = x + 13, et le systéme
équivalent devient

filz,y) =a® —3ay>—1 =0
{ fo(z,y) = 322y — 23 =0. (2.34)

Bien évidemment en restant dans le corps des complexes, l'algorithme de Newton est le méme (encore
faut-il que le langage de programmation utilisé le supporte ).

On représente en Figure 2.23 les bassins d’attraction et le nombre d’itérations de convergence associé a
des données initiales dans [—1.5,1.5] x [—1.5, 1.5]. On obtient alors une fractale de Newton. Pour illustrer
ce caractére fractale des représentations, on donne en Figures 2.24 et 2.25 des zooms successifs sur les
graphes.
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(a) Bassin d’attraction des racines (b) Nombre d’itérations de convergence

Figure 2.22: Méthode de Newton, systéme (2.33)

(a) Bassin d’attraction des racines (b) Nombre d’itérations de convergence

Figure 2.23: Méthode de Newton, systéme (2.34)
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Figure 2.24: Méthode de Newton, systéme (2.34), zooms sur les bassins d’attraction
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P

ineaires
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Figure 2.25: Méthode de Newton, systéme (2.34), zooms sur les nombres d’itérations
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Exemple complexe : z° —1=0

On représente en Figure 2.26 les bassins d’attraction et le nombre d’itérations de convergence associé a
des données initiales dans [—1.5,1.5] x [—1.5,1.5].

(a) Bassin d’attraction des racines (b) Nombre d’itérations de convergence

Figure 2.26: Méthode de Newton pour z°> —1 =0

Exemple complexe : 23 —2z+2=0

On représente en Figure 2.27 les bassins d’attraction et le nombre d’itérations de convergence associé a
des données initiales dans [—2,2] x [-2,2].

(a) Bassin d’attraction des racines. En rouge zone (b) Nombre d’itérations de convergence. En blanc
de divergence zone de divergence

Figure 2.27: Méthode de Newton pour 2% —2z 42 =0
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Dans cette partie nous allons consisérer la résolution numérique d’un systéme linéaire Az = b dont la
matrice A est inversible.

On pourrait penser que pour résoudre le systéme linéaire Ax = b, A inversible, le plus simple serait de
calculer la matrice A1, inverse de A, puis d’effectuer un produit matrice-vecteur pour obtenir = A~b.
Or pour calculer l'inverse d’une matrice d’ordre n on doit résoudre n systémes linéaires d’ordre n! En
effet, déterminer l'inverse d’une matrice A revient & rechercher la matrice X solution de

A1’1 A1,2 Al,n Xl,l X1’2 Xl,n 1 0 ... 0

AR =] — A271 X271 _ 0 :
: . An—l,n : Xn—in R ||

Ani i Appet Ann ) \Xpa oo Xpnor Xpm 0 ... 0 1

Si on note X, . le i-éme vecteur colonne de la matrice X et e; le i-éme de la base canonique de R™ alors
le systéme précédant s’écrit

A]_’]_ A1,2 e Al,n
I I I |
. . N ! ! ! |
A . B : | | [ |
2,1 X . ' X, = e .1 €epn
: .. . | | | |
~ : © A Lo b
An,l s An,n—l An,n

Ce dernier systéme est alors équivalent a résoudre les n systémes linéaires

AXJ' = €y, Vj € [[1,7’}]

& Pour résoudre un systéme linéaire, on ne calcule pas la matrice inverse associée.

Nous allons en section 3.1 étudier quelques méthodes directes pour la résolution d’un systéme
linéaire basées sur la recherche d’une matrice M inversible telle quel la matrice MA soit triangulaire
supérieure. Ceci conduit a la résolution du systéme linéaire équivalent

MAx = Mb.
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par la méthode de la remontée décrite en section 3.1.1).
En section 3.4, nous nous intéresserons aux méthodes itératives pour la résolution d’un systéme
linéaire qui peuvent s’écrire sous la forme

g = Bel¥l 1 ¢ k>0, 2% donne

ou la matrice B et le vecteur ¢ sont construits a partir de la matrice A et du vecteur b. On espére alors
avoir limg_, zlkl = g,

3.1 Meéthodes directes

Pour résoudre le systéme linéaire Az = b, nous allons le transformer en un systéme linéaire triangulaire
supérieure équivalent

MAz = Mb

ott M est une matrice inversible telle que MA soit triangulaire supérieure. Nous allons voir que ce nouveau
systéme est trés facile a résoudre par la méthode de la remontée.

Nous étudierons la méthode de Gauss-Jordan que nous réécrions sous forme algébrique. Puis nous
ferons le lien avec les méthodes utilisant la factorisation LU et la factorisation de Cholesky. Nous finirons
par une méthode utilisant la factorisation QR d’une matrice, factorisation qui sera réutilisée pour le calcul
de valeurs propres et vecteurs propres en section 77.

Nous allons tout d’abord regarder quelques cas particuliers : la matrice du systéme est diagonale,
triangulaire inférieure ou triangulaire supérieure.

3.1.1 Matrices particuliéres

Matrices diagonales

Soit A une matrice de M,,(K) diagonale inversible et b € K™. Dans ce cas les coefficients diagonaux de A

sont tous non nuls et 'on a

On a immédiadement 'algorithme

Algorithme 3.1 Fonction RSLMaTDiac permettant de résoudre le systéme linéaire a matrice diagonale
inversible

Az =b.
Données : A : matrice diagonale de M,,(RR) inversible.
b : vecteur de R".
Résultat : x : vecteur de R".

1: Fonction £ — RSLMarDiac ( A,b)
2:  Pour i« 1 an faire

x(i) <« b(1)/A(i,19)

4:  Fin Pour

5: Fin Fonction

o

Matrices triangulaires inférieures

Soit A une matrice de M,,(K) triangulaire inférieure inversible et b € K™. On veut résoudre le systéme
linéaire

Al,l 0 0 Tl bl
Ax=b — : R : =
: .0 : :

5 )
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43’ Exercice 3.1.1
Soit A € M,,(K) une matrice triangulaire. Montrer que
A inversible <= A, ; # 0,Vi € [1,n].

On remarque que l'on peut calculer successivement 1, x1,...,x,, car il est possible de calculer x; si on
connait x1,...,r;_1 : c’est la méthode de descente. En effet, on a

(A.’L')l = bi, Vie [[1,n]]
et donc, par définition d’un produit matrice-vecteur,
n
Z Ai,jxj = bi, Vi e [[l,nﬂ
j=1

Comme A est une matrice triangulaire inférieure, on a (voir Définition B.44) A, ; = 0 si j > i. Ceci donne
alors pour tout i € [1,n]

i—1 n

bi = Z Ai,j-rj + Aiﬂ'l‘i + Z A'L’,j T
i=1 i—it1
J j=i+1 "7

i—1
= Z AL]'.TJJ‘ + Amxi
j=1

De plus la matrice A étant triangulaire inversible ses éléments diagonaux sont tous non nuls. On obtient
alors z; en fonction des x1,...,x;_1:

1 S .
xT; = I’l (bl 7]2 Ai,jxj) s Vi e [[l,n] (32)

On écrit en détail les raffinements successifs permettant d’aboutir & 1’Algorithme 3.2 final ne compor-
tant que des opérations élémentaires(.... a finaliser) de telle sorte que le passage entre deux raffinements
successifs soit le plus compréhensible possible.

Algorithme 3.2 Algorithme 3.2
L Résoudre Az = b en calculant 1: Pouri<1lan fai_r(i
' i t R 1 p
successivement I, Tz, 'z \;» 2: Ty — A, (bz’ - Z Ai.jl’j>
1,0 =1
3: Fin Pour
i—1
Dans le raffinement Rq, la seule difficulté restante est le calcul de la somme Z A;jx;. En effet,
j=1

Popérateur mathématique Y n’est pas défini dans notre langage algorithmique : il va donc falloir détailler
un peu plus Palgorithme. Pour isoler le calcul de cette somme, on la note S. La ligne 2 peut donc s’écrire

(b — S).

€Ty <
1,1
Mais ou calculer la valeur S? 4 choix possible : avant la ligne 1, entre les lignes 1 et 2, entre les lignes 2
et 3 ou apres la ligne 3.
On ne peut pas calculer S aprés utilisation de sa valeur dans le calcul de x;! ce qui élimine les 2 derniers
choix. Ensuite, on ne peut sortir le calcul de .S de la boucle puique la somme dépend de 'indice de boucle
i : ce qui élimine le premier choix. On doit donc calculer S dans la boucle et avant le calcul de x;.
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Algorithme 3.2

Algorithme 3.2

1: Pour i < 1 & n faire

i—1
<b1 - Z A@jl’j)
j=1

2: €XTj

1
Aii

3: Fin Pour

1: Pour i < 1 & n faire

4: Fin Pour

Maintenant que I'on a isolé la difficulté, il reste a détailler le calcul de S. Celui-ci se fait intégralement

en lieu et place de la ligne 2.

Algorithme 3.2

Algorithme 3.2

1: Pour i < 1 & n faire
i—1

2: S Z Aiyjl’j
j=1 \

4: Fin Pour

1: Pour i < 1 & n faire

S0

Pour j — 1 ai—1 faire
S S+ Al j) = a(j)

Fin Pour

6: T < (bL — S)/ALL
7: Fin Pour

Insister sur S < 0 a l'intérieur de la boucle en i? (erreur trop courante des débutants)

On obtient alors ’algorithme final

Algorithme 3.2 Fonction RSLTRIINF permettant de résoudre le systéme linéaire triangulaire inférieur

inversible

Ax =b.

Données : A :
b : vecteur de K.

Résultat : = vecteur de K.

1: Fonction £ «— RSLTriINe ( A,b)
2 Pour i < 1 a n faire

3 S0

4: Pour j — 1 ai—1 faire

5: S — S+ A(i,j) = x(j)

6 Fin Pour

7 x(i) <« (b(i) — S)/A(i,1)

8 Fin Pour

9: Fin Fonction

matrice triangulaire de M,,(K) inférieure inversible.

Matrices triangulaires supérieures

Soit A une matrice de M,,(R) triangulaire supérieure inversible et b € R™. On veut résoudre le systéme

linéaire
Aia Ain\ (21 b1
0 . .
Ar=b =
0 0 Ann Ty by,
On remarque que ’on peut calculer successivement x,,,x,_1,...,x1, car il est possible de calculer x; si
on connait ;41,...,x, : c’est la méthode de remontée. En effet, on a

(M)z = bi, Vi e [[1,?1]]
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et donc, par définition d’un produit matrice-vecteur,

Z Ai,jxj = bi, Vi e [[l,nﬂ

Jj=1

Comme A est une matrice triangulaire supérieure, on a (voir Définition B.44) A, ; = 0 si j < i. Ceci
donne alors pour tout i € [1,7n]

1—1 n
bi = Z Ai,j (L’j + A111$Z + Z Ai,jxj
j=1t’; j=it+1

n
= Ai,ixi + Z Aiﬂ'l‘j

j=it1

De plus la matrice A étant triangulaire inversible ses éléments diagonaux sont tous non nuls. On obtient
donc z; en fonction des x;11, ..., Ty:

1 n
= | bi— 2 Aijzj |, Vie[1,n]. (3:3)

A
gX j=i+1

Algorithme 3.3 Algorithme 3.3

L Résoudre Az = b en calculant 1: Pour i < n & 1 faire(pas de —1)
" | successivement z,, T,_1, ...,T1. N J 2 calculer z; connaissant x;11,...,Tn,
3: Fin Pour

Algorithme 3.3 Algorithme 3.3

1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1) 1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1)

2t Calculer z; connaissant z;41,...,Tn
3: Fin Pour

n
S «— Z Aivjl‘]'
J=i+1

4: Fin Pour

Algorithme 3.3 Algorithme 3.3

1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1) 1: Pour i < n a 1 faire(pas de —1)

2: S — Z Ai,jl‘j
j=it1 \
4: Fin Pour

S0
Pour j < i+ 1 an faire
S — S+ A(i, j) * z(j)

Fin Pour

6: Ty (b1 - S)/A“
7: Fin Pour

On obtient alors 'algorithme final
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Algorithme 3.3 Fonction RSLTrISuP permettant de résoudre le systéme linéaire triangulaire supérieur
inversible

Ax =b.
Données : A : matrice triangulaire de M,,(R) supérieure inversible.
b : vecteur de R".

Résultat : = : vecteur de R".

1: Fonction £ — RSLTriSur ( A,b)

2:  Pour i < n a1 faire(pas de —1)

3 S <0

4 Pour j «— i+ 1 an faire

5: S — S+ A(i,j) = xz(j)

6 Fin Pour

7 x(3) « (b(3) — S)/A(i,1)

8: Fin Pour

9: Fin Fonction

3.1.2 Exercices et résultats préliminaires

}3’ Exercice 3.1.2: correction page 217

Soit A € M, ,(C) une matrice et (A, u) un élément propre de A avec |ul, = 1.

Q. 1 En s’aidant de la base canonique {ey,...,e,}, construire une base orthonormée {x1,...,T,}
telle que £1 = u.
Notons P la matrice de changement de base canonique {ey,...,e,} dans la base {z1,...,2,} :
o
P=| E : z,
I |

Soit B la matrice définie par B = P*AP.

Q. 2 1. Exprimer les coefficients de la matrice B en fonction de la matrice A et des vecteurs x;,
i€ [1,n].
B = P*AP.

2. En déduire que la premiére colonne de B est (A,0,...,0)%.

Q. 3 Montrer par récurrence sur l’ordre de la matrice que la matrice A s’écrit
A= UTU*
ot U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure.

Q. 4 En supposant A inversible et la décomposition A = UTU* connue, expliquer comment résoudre
"simplement" le systéme linéaire Ax = b.

Correction Exercice 3.1.2

Q. 1 La premiére chose a faire est de construire une base contenant u & partir de la base canon-
ique {e1,..., e,}. Comme le vecteur propre u est non nul, il existe j € [1,n] tel que (u,e;) # 0. La
famille {u,eq,...,e;_1,€;41,...,e,} forme alors une base de C™ car u n’est pas combinaison linéaire des
{61, e €5—1,€6541,. .. ,Cn}.

On note {z1,..., 2,} la base dont le premier élément est z; = u :

{z1,..., zp} = {u,€e1,...,€j_1,€j41,...,€,}.

On peut ensuite utiliser le procédé de Gram-Schmidt, rappelé en Proposition B.19, pour construire
une base orthonormée a partir de cette base.
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On calcule successivement les vecteurs &; a partir de la base {z1,..., 2,} en construisant un vecteur w;
orthogonal aux vecteurs Z1,...,2Z;_1.

1—1
w; = 2z; — 2 <-Tk72i>$k
k=1

puis on obtient le vecteur x; en normalisant
w;

€r = ——
C wil

Q.2 1. En conservant 1’écriture colonne de la matrice P on obtient

s *
! T
»»»»»»»»»»»»»»»» | 1 1 B ot 1 1 1
25 I § i
,,,,,,,,,,,,,,,, | e
B = A :1:1::1:2;. i.’L‘n = . A’L‘liA’L‘gi..iAxn
VVVVVVVVVVVVVVVV i i i e i i i
ES *
zn xn/
Ce qui donne
ciAzy T1*hXe ... ZFAZ,
xihxy zhhxy ... zilX,
B = .
xhAxy  xihxy ... zEAE,
On a donc
* - 2
Bi,j =I; Mja V(lvj) € [Lnﬂ
2. On a Au = \u, |u| =1, la base {z1,..., ,} est orthonormée et 1 = u. on obtient alors
2t o uF Ao u*Ax,, A uFAx, u* Az,
Meiu o zihx, ... xiAx, 01 z3hzy ... ziAz,
B-| | -
. ! !
. 1 . . . 1 . .
| |
* * % * *
Az T ATy L. ZR AT, 01 zhhzy ... zjAZ,

Q. 3 On veut démontrer, par récurrence faible, la proposition suivante pour n > 2
(P,) YA e M,(C), 3U € M,,(C) unitaire, 3T € M,,(C) triangulaire supérieure, telles que A = UTU*.

Initialisation : Montrons que (P3) est vérifié.
Soit As € M3(C). Elle admet au moins un élément propre (A,u) (voir Proposition B.40 par ex.)
avec |ul| = 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice
unitaire Py € M5(C) telle que la matrice By = PaAsP3 ait comme premier vecteur colonne (A, 0).
La matrice By est donc triangulaire supérieure et comme P, est unitaire on en déduit

Ay = PEByPs.

On pose Uy = P matrice unitaire et To = By matrice triangulaire supérieure pour conclure que la
propostion (Pz) est vraie.

Hérédité : Supposons que (P,_1) soit vérifiée. Montrons que (P,) est vraie.
Soit A, € M,,(C). Elle admet au moins un élément propre (A, u) (voir Proposition B.40 par ex.)
avec |ul| = 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice
unitaire P,, € M,,(C) telle que la matrice B,, = P, A, P} s’écrivent

- ,)f ,i, . f:;:l ,,,,,
0 I
IBn = !
Lo A,
0!
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oucy,—1 € My_11(C) et A,_1 € M,,_1(C). Par hypothese de récurrence, 3U,,_1 € M,,_1(C) unitaire
et T,—1 € M,,_1(C) triangulaire supérieure telles que

Anfl = anfl-ﬂ—nfl[uzfl

ou encore
*
-ﬂ—nfl = [UnflAnflwnfb

Soit Q,, € M,,(C) la matrice définie par

L0 0
Qn = . !
T lUn_l
0!
La matrice Q,, est unitaire. En effet on a
, 110 0
1.0 ON/L1:0 ... O I
oy 0 i !
QQ; =1 . o = N VY T =1l
: i Up_1 : | vr_, | — 7n
0 01 0! o
On note T,, la matrice définie par T,, = Q*B,,Q,,. On a alors
110 . 0N/ A ¢, 110 0
i G [ g
To=| . | |
S [U;kz 1 . : Anfl i [Un—l
0 ; 0 ' 0 !
' Al cr_1Us_q
A 1 110 0 B B SRR LR LR
B e Tl B BED s fmmm e O !
0 : 0 ! !
- D T - E [Un 1An—1[Un—1 =
2 Uk _1An—1 o Un_1 : —
OI O: i n—1
| 0!

La matrice T,, est donc triangulaire supérieure et on a par définition de B,
On note U,, = P¥Q,,. Cette matrice est unitaire car les matrices Q, et P, le sont. En effet, on a

—_——

=0,

On a T, = U*A,U, et en multipliant cette équation a gauche par U, et a droite par U¥ on
obtient I’équation équivalente A, = U, T,U%. La propriété (P,) est donc vérifice. Ce qui achéve la
démonstration.

Q. 4 Résoudre Ax = b est équivalent & résoudre
UTU*z = b. (3.4)

Comme U est unitaire, on a UU* = [ et U* inversible. Donc en multipliant (B.55) par U* on obtient le

systéme équivalent
U*U TU*z = U*d <= TU*z = U*b.
=1

On pose y = U*z. Le systéme précédant se résoud en deux étapes
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1. on cherche y solution de Ty = U*b. Comme U est unitaire on a det(U) det(U*) = det(l) = 1 et donc

det(A) = det(UTU*) = det(U) det(T) det(U*)
= det(T)

Or A inversible équivalent a det(A) # 0 et donc la matrice T est inversible. La matrice T étant
triangulaire supérieure on peut résoudre facilement le systéme par la méthode de remontée.

2. une fois y déterminé, on résoud U*z = y. Comme U est unitaire, on obtient directement x = Uy.

o
On tire de cet exercice le théoréme suivant
Théoréme 3.1: Décomposition de Schur Aghakeke ¢
Soit A € M,,(C). Il existe une matrice unitaire U et une matrice triangulaire supérieure T telles que
A = UTU* (3.5)
Preuve. voir Exercice 3.1.2 O
Théoréme 3.2: Réduction de matrices TEICTICIT
1. Soit A € M,,(C). 1l existe une matrice unitaire U telle que U*AU soit triangulaire.
2. Soit A € M,,(C) une matrice normale. Il existe une matrice unitaire U telle que U=*AU soit
diagonale.
3. Soit A € M, (R) une matrice symétrique. Il existe une matrice orthogonale P telle que
P-1AP soit diagonale.
Preuve. voir [1] Théoréme 1.2-1 page 9 O

43’ Exercice 3.1.3: Matrice d’élimination

Soit v € C" avec v; # 0. On note E[®) € M,,(C) la matrice triangulaire inférieure a diagonale unité
définie par

A0 d
*’UQ/Ul : 1 0 0
I
EM = 0T : (3.6)
! 0
—vp /U1 0 0 1

Q.1 1. Calculer le déterminant de E™].

2. Déterminer Uinverse de EM].

A e M, (C) avec A;1 # 0. On note A. ; le j-éme vecteur colonne de A et A;. son i-éme vecteur
ligne. On pose A1 = A. ;.

Q. 2 1. Calculer A = EM1A en fonction des vecteurs lignes de A.
2. Montrer que la premiére colonne de A est le vecteur (A11,0,... ,())t i.e.
[E[Al]Ael = A171€1 (37)

ou e est le premier vecteur de la base canonique de C™.

Soit m € IN*. On note El"™%l € M., ,,,(C) la matrice triangulaire inférieure & diagonale unité définie
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par

Q.3 1. Calculer le déterminant de El™?],

2. Déterminer Uinverse de EU™?] en fonction de Uinverse de E®].

Soit C la matrice bloc définie par

ou 6171 € Mm(C) et 61,2 € Mm,n(C)

Q. 4 Déterminer la matrice produit E™A11C en fonction des matrices Ci,1, Cio et A.

Correction Exercice 3.1.3

Q.1 1. La matrice E[! est triangulaire : son déterminant est donc le produit de ses éléments diago-

naux (voir Proposition B.53, page 209). On a alors det(E®)) = 1.

2. Pour calculer son inverse qui existe puisque det(E®) # 0, on écrit E®) sous forme bloc :

L0 0.
£l = i

[ i ﬂn—l
avec e = (—uva/vy,..., —vn/vl)t € C"~! On note X € M, (C) son inverse qui s’écrit avec la méme
structure bloc ,

a! b*
R
Y —

!
c E D

avecae K, be K" ! ce K" ! et De M,,_(0C).
La matrice X est donc solution de E®IX = [. Grace a Décriture bloc des matrices on en déduit
rapidement la matrice X. En effet, en utilisant les produits blocs des matrices, on obtient

L0 Nfal bt N Lxa 4 1xb 40, xD
ElIY = | | = |
e [ ¢ D exa+l,_1xe! exb*+10,.4xD
| |
e i b
= | .
ae+c: eb”+D
|

Ceci revient a résoudre les 4 équations

a=1, b*=0° ae+c¢=0,_1 e eb* +D=10,_1

n—1s

qui donnent immédiatement a =1,b=0,_1,¢c= —e et D = [,,_;. On obtient le résultat suivant
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‘"3 Il aurait été plus rapide d’utiliser la Proposition B.54, page 209.

Q.2

. De (3.9), on tire 121171 = Ay 1. A partir de (3.10) on obtient pour tout ¢ € [2,n], /L,l =A1— %Al

1. Pour simplifier les notations, on note E = E[41], Par définition du produit de deux matrices
on a

A= Z E; A, (i, 7)€ [1,n]>
k=1
Quand 7 = 1, on a par construction Fy ; = d; ; et donc
A~1’j = A11j7 v.j € Hlan]] A Al,: = Al,:~ (39)

Pouri>2,onaFE;; = —;’—i et E; = 6, k, Yk € [2,n]. On obtient alors pour tout j € [1,n]

n n
~ U; Vi
Aij=EinArj+ ) EipAij=——A1j+ ) Sindrj = ——A1; + Aij
k=2 u1 k=2 b1

ce qui donne pour tout i € [2,n]

Ai,j = Ai,j — &ALJ’, V] € [[1,71] — Ai,: = 7;A17; + AL; (310)
U1
En conclusion, la matrice A s’écrit

)1

Par construction v; = A; 1 pour tout j € [1,n], ce qui donne flm =0.
La premiére colonne de A est (1,0,...,0)".

1. La matrice El"™?] est triangulaire inférieure. Son déterminant est donc le produit de ses
éléments diagonaux. Comme cette matrice est a diagonale unité (i.e. tous ses éléments diagonaux
valent 1 ), on obtient det El™?] = 1.

Une autre maniére de le démontrer. On peut voir que la matrice E™?] est bloc-diagonale. D’apreés
la Proposition B.54, page 209, son déterminant est le produit des déterminant des blocs diagonaux
. det El"™?] = det [, x det E[?! = 1.

. On note X linverse de la matrice E["™?]. Cette matrice s’écrit avec la méme structure bloc

X = <~~~~’~»§»»»’»-> avec K11 € My, (C) et Xy € M, (C)

On doit donc résoudre les 4 équations suivantes :
Kialm =lm, Kigly =0, Xaily =0 et XpoEP =1,

Comme la matrice E[! est inversible, on obtient
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‘"3 Plus rapidement, comme la matrice E["™?] est bloc-diagonale, on en déduit (voir Proposition B.54,
page 209) directement le résultat.

Q. 4 Le produit E™?IC peut s’effectuer par bloc car les blocs sont de dimensions compatibles et on a

On tire de cet exercice le lemme suivant

Lemme 3.3

Soit A € M,,(C) avec Ay # 0. Il existe une matrice E € M,,(C) triangulaire inférieure a diagonale

unité telle que
[EAel = A17161 (311)

ou e; est le premier vecteur de la base canonique de C™.

}3’ Exercice 3.1.4: Matrice de permutation

Soit (4,4) € [1,n]?, on note Pl e M, (R) la matrice identitée dont on a permuté les lignes i et j.
Q. 1 Représenter cette matrice et la définir proprement.

Soit A € M,,(C).On note A,.. le r-éme vecteur ligne de A et A. 5 le s-éme vecteur colonne de A.
Q.2 1. Déterminer [PE’j]A en fonction des vecteurs lignes de A.

2. Déterminer A[Pg’j] en fonction des vecteurs colonnes de A.
Q.3 1. Calculer le déterminant de [Pg’j],

2. Déterminer Uinverse de F%’j].

Correction Exercice 3.1.4 On note P = Ing’j].
Q. 1 On peut définir cette matrice par ligne,
VT € [[17 nﬂ\{imj}a P’r‘,s = 67‘,87 VS € [17 nﬂ7
Pis = 05 Vse[ln],
Pj,s 52'75, Vs e [[17Tlﬂ
ou par colonne
Vse [L,n\{3,j}, Pns = 6rs, Vre[l,n],
Pr,z = 57’,]" Vre [[Lnﬂa
P = 0p; VYre[ln].

& Ne pas utiliser les indices i et j qui sont déja fixés dans la définition de la matrice P = [ng’j I

On peut noter que la matrice P est symétrique.

Q.2 1. On note D = PA. Par définition du produit matriciel on a

Dr,s = Zn: PnkAk:,s-
k=1
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On obtient, Vs € [1,n],

Dre = Y 6pkArs = Ars, Vre[l,n]\{i,j},
kzl

Di,s = Z 5j,k:Ak,s = Aj,57

Dj,s = Z 6i,kAk,s = Ai,s~
k=1

ce qui donne

Dr,: = Ar,:; Vre [[17”]\{7”]};
D;. = A;,
Dj,: = Ai,,: .
‘”: La notation D, . correspond au vecteur ligne (D; 1,...,D;,) et D. ; correspond au vecteur
Dy
colonne :
Dy,

2. On note E = AP. Par définition du produit matriciel et par symétrie de P on a

ERS = Z Ar,kpk,s = Z Ar,kps,k'
k=1 k=1

[i.4],

& Ne pas utiliser les indices i et j qui sont déja fixés dans la définition de la matrice P = P

On obtient en raisonnant par colonne, Vr € [1,n],

Er,s = Z Ar,k:(ss,k = AT,S7 Vs e [[1,7’7/]]\{2,]},
k‘zl

Er,i = 2 Ar,k(sj,k = Ar,j,
k:;l

Er,j = Z Ar,kéi,k = Ar,i~
k=1

ce qui donne
E:,s = A:,s» Vs e []—vnﬂ\{zvj}a
E:i = A:,j7
E. ; =A.,
Q.3 1. det(P) =—1,si4 # j et det(P) = 1 sinon.

2. Immédiat par calcul direct on a PP = [ et donc la matrice P est inversible et P~ = P.

On tire de cet exercice le lemme suivant

Lemme 3.4

Soit (4,7) € [1,n]*. On note Pil e M., (R) la matrice identitée dont on a permuté les lignes i et j.

]

Alors la matrice IPLM est symétrique et orthogonale. Pour toute matrice A € M,,(K),

1. la matrice D’E’j]A est la matrice A dont on a permuté les lignes i et j,

2. la matrice AF%JJ est la matrice A dont on a permuté les colonnes i et j,
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3.1.3 Méthode de Gauss-Jordan, écriture matricielle

Soient A € Mx() une matrice inversible et b e K™.

On va tout d’abord rappeller (trés) brievement ’algorithme d’élimination ou algorithme de Gauss-
Jordan permettant de transformer le systéme linéaire Az = b en un systéme linéaire équivalent dont la
matrice est triangulaire supérieure. Ce dernier systéme se résoud par la méthode de remontée.

Ensuite, on va réécrire cet algorithme sous forme algébrique pour obtenir le théoréme ...

@ Cette méthode doit son nom aux mathématiciens Carl Friedrich Gauss (1777-1855, mathémati-
cien, astronome et physicien allemand) et Wilhelm Jordan (1842-1899, mathématicien et géodésien
allemand) mais elle est connue des Chinois depuis au moins le Ier siécle de notre ére. Elle est
référencée dans 'important livre chinois Jiuzhang suanshu ou Les Neuf Chapitres sur l’art mathé-
matique, dont elle constitue le huitiéme chapitre, sous le titre « Fang cheng » (la disposition rect-
angulaire). La méthode est présentée au moyen de dix-huit exercices. Dans son commentaire daté
de 263, Liu Hui en attribue la paternité a Chang Ts’ang, chancelier de ’empereur de Chine au Ile
siécle avant notre ére.

Algorithme de Gauss-Jordan usuel
Pour la résolution du systéme linéaire Az = b Palgorithme de Gauss-Jordan produit la forme échelon-

née (réduite) d’une matrice a l'aide d’opérations élémentaires sur les lignes du systéme. Trois types
d’opérations élémentaires sont utilisées:

e Permutation de deux lignes ;

e Multiplication d’une ligne par un scalaire non nul ;

e Ajout du multiple d’une ligne & une autre ligne.

A Taide de ces opérations élémentaires cet algorithme permet donc de transformer le systéme linéaire
Ax = b en le systéme équivalent Uz = f ot U est triangulaire supérieure. En fait, I’algorithme va
transformer la matrice A et le second membre b pour aboutir & un systéme dont la matrice est triangulaire
supérieure.

Algorithme 3.4 Algorithme de Gauss-Jordan formel pour la résolution de Az = b

1: Pour j <— 1 an —1 faire

2:  Rechercher I'indice k de la ligne du pivot (sur la colonne j, k € [§,n])

3:  Permuter les lignes j (£;) et k (L£y) du systéme si besoin.

4: Pour i« j+1an faire
A

5

6

Eliminer en effectuant £; < L; — 322 L;
VAN
Fin Pour
7: Fin Pour

8: Résoudre le systéme triangulaire supérieur par la méthode de la remontée.

On va maintenant voir comment écrire cet algorithme de maniére plus détaillée. Pour conserver sa
lisibilité, on choisi pour chaque ligne un peu délicate de créer et d’utiliser une fonction dédiée & cette
tache.
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Algorithme 3.5 Algorithme de Gauss-Jordan avec fonctions pour la résolution de Az = b

Données : A matrice de M,,(KK) inversible.
b : vecteur de K.

Résultat : =z vecteur de K.

1: Fonction £ — RSLGauss ( A,b)

2: Pour j < 1an—1 faire

3 k — ‘ CHERCHEINDPIVOT ‘(A,j)

4: [A,b] < [ PErMLIGNESSYS [(A,b, j, k)
5: Pour i — j+ 1 an faire
6
7
8
9

[A,b] < | ComLiGNESSYs |(A,b, 4,1, —A(i, 5)/A(j, §))
Fin Pour
Fin Pour
. x <« RSLTriSur(A,b)
10: Fin Fonction

> CHERCHEINDPIVOT & écrire

> PERMLIGNESSYS & écrire

> CoMBLIGNESSYS & écrire

> RSLTRISuP déja écrite

Bien évidemment, il reste a décrire et écrire les différentes fonctions utilisées dans cette fonction :

Fonction k «— CHERCHEINDPIvVOT(A, j) : recherche k € [j,n] tel que VI € [j,n], |As;| < |Ax ;|

Fonction [A,b] — PErMLIGNESSYS(A, b, 4, k) : permute les lignes i et k de la matrice A ainsi que celles

du vecteur b.

Fonction [A,b] «— ComMmBLIGNESSYS(Ab, j, i, ) : remplace la ligne 7 de la matrice A par la combinaison
linéaire £; < L; + aL;. De méme on remplace la ligne 7 de b par b; + ab;.

Ces trois fonctions sont simples & écrire et sont données en Algorithmes 3.6, 3.7 et 3.8.

Algorithme 3.6 Recherche d'un pivot pour

Algorithme 3.7 Permutte deux lignes d’une ma-

Talgorithme de Gauss-Jordan. N N
trice et d’un vecteur.

Données : A matrice de M, (K). Données : A
j ¢ entier,1<j<n. : b
Résultat : &

matrice de M, (K).
vecteur de K™,

Jyk ¢ entiers, 1 < j,k<n.
Résultat : A et b modifiés.

entier, indice ligne pivot

1: Fonction k < CugrcueInpPivor (A, )
k « j, pivot — |A(4, )|

2; . .
1: Fonction [A,b PERMLIGNESSYS ( A,b, j, k

3:  Pouri« j+1an faire [A.b] < ) : ( k)

4;

5;

Pour | «— 1 a n faire
t— MG, 1), MG L) — AR D), Ak T) <t

2:
Si |A(i, j)| > pivot alors 3
4:  Fin Pour
5.
6:

: k < i, pivot < |A(i,])|
6: Fin Si

7. Fin Pour

8: Fin Fonction

£ b(j), b(j)  b(k), b(k) — ¢
Fin Fonction

Ecriture algébrique

Sous forme d’exercice :

.(3’ Exercice 3.1.5

Soit A € M,,(C) inversible.

Algorithme 3.8 Combinaison linéaire £; « L; +
aL; appliqué a une matrice et a un vecteur.
matrice de M,,(IK).

Données : A

b : vecteur de K".
Jyi : entiers, 1 < j,i <n.
alpha : scalaire de K

Résultat : A et b modifiés.
1: Fonction [A,b] <« ComsLicnesSys (A,b, 4,1, a

2:  Pour k < 1 an faire
3: A(iy k) — A(i k) + ax AG, k)
4:  Fin Pour

b(i) < b(i) + ab(j)

5
6: Fin Fonction

Q. 1 Montrer qu’il existe une matrice G € M,,(C) telle que | det(G)| =1 et GAe; = ae; avec o # 0

et ey premier vecteur de la base canonique de C™.

Q. 2 1. Montrer par récurrence sur l'ordre des matrices que pour toute matrice A, € M, (C)
inversible, il existe une matrice S,, € M, (C) telle que |detS,| = 1 et S A, = U, avec U,

matrice triangulaire supérieure inversible.

2. Soit be C™. En supposant connue la décompostion précédente S, A, = U, expliquer comment

résoudre le systéme A,x = b.

Q. 3 Que peut-on dire si A est non inversible?

Indication : utiliser les résultats des exercices 3.1.3 et 3.1.4.

Correction Exercice 3.1.5
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Q. 1 D’aprés le Lemme 3.3, si A;,; # 0 le résultat est immédiat. Dans I’énoncé rien ne vient corroborer
cette hypotheése. Toutefois, comme la matrice A est inversible, il existe au moins un p € [1,n] tel que
Ap1 # 0. On peut méme choisir le premier indice p tel que |4y 1] = maxepi ny|Ai1| > 0 (pivot de

Palgorithme de Gauss-Jordan). On note P = IPLLP ) 1a matrice de permutation des lignes 1 et p (voir

exercice 3.1.4, page 66). De plus on a
|detP| =1 et P =P.

Par construction (PA)11 = Ap1 # 0, et on peut alors appliquer le Lemme 3.3 & la matrice (PA) pour
obtenir I'existence d’une matrice E € M,,(C) vérifiant det E = 1 et telle que

E(PA)e; = Ay €.
En posant G = EP et v = A, 1, on obtient bien GAe; = ae;. De plus, on a
|det G| = | det(EP)| = |det E x detP| = 1.
Remarque 3.5 La matrice G étant inversible, on a
Ar =b <= Chx =0Cb
ce qui correspond a la premiére permutation/élimination de 1'algorithme de Gauss-Jordan.
Q.2 1. On veut démontrer par récurrence la propriété (P,),

P.) { VA, € M, (C), inversible 35,, € M,,(C), |detS,| =1, tel que

la matrice U,, = S,,A soit une triangulaire supérieure inversible

Initialisation : Pour n = 2. Soit Ay € My(C) inversible. En utilisant la question précédente il
existe Gy € M3(C) telle que |det Go| = 1 et GoAse; = ey avec « # 0 et ey premier vecteur de
la, base canonique de C2. On note Uy = GaAs. Cette matrice s’écrit donc sous la forme

« [ ]
et elle est triangulaire supérieure. Les matrices Go et Ay étant inversible, leur produit Us est
aussi. La proposition (Py) est donc vérifiée avec Sy = Ga.

Hérédité : Soit n > 3. On suppose que (P,_1) est vraie. Montrons que (P,,) est vérifiée.
Soit A,, € M, (C) inversible. En utilisant la question précédente il existe G,, € M,,(C) telle
que |detG,| = 1 et G,Ane1 = ane; avec a,, # 0 et e; premier vecteur de la base canonique
de C". On note V,, = G, A,,. Cette matrice s’écrit donc sous la forme

e ... o (679

am ,,,,,,,,,,,,,,,,,, L c nol
0 | - (] 0 1
V, = | = !
: i . . Do B,_1
0O re ... o 0 !

otte, 1€C" et B, 1 €M, 1(C). Comme G, et A, sont inversibles, V,, 'est aussi. On en
déduit donc que B,,_; est inversible car 0 # detV,, = a,, x det B,,_1 et a;, # 0.

On peut donc utiliser la propriété (P,—1) (hyp. de récurrence) sur la matrice B,,—; : il existe
donc 8,1 € M,,_1(C), avec |detS,,_1| = 1, tel que la matrice U,,_1 = 5,_1B,,_1 soit une
triangulaire supérieure inversible.

Soit Q, € M,,(C) la matrice définie par
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On a alors

1.0 . 0 an ! cF

"O"l"""""""" "'0"': """""""
. Sn—l . : |Bn_1
0 0

,,Of?,j ,,,,,, o\ e ?,15,,,,‘5;;:1 ,,,,,

_ 0 ; _ 0 )

i Snfl[anl i [Unfl
0 0

i n riangulaire supérieure inversi r U,_1 ussi " .
La matrice U,, est triangulaire supérieure inversible car U I'est aussi et o, # 0

On pose 5, = Q,6,. On a donc S,A, = U, et comme |detS,| = 1 car |detG,| = 1 et
det G,, = 1, ceci prouve la véracité de la proposition (P,).

2. Comme S,, est inversible, on a en multipliant & gauche le systéme par 5,
Az = b — SnAnx = Snb — U,z = Snb
Pour déterminer le vecteur z, on peut alors résoudre le dernier systéme par I’algorithme de remontée.

Q. 3 (rapide) Si A est non inversible, alors dans la premiére question nous ne sommes pas assurés d’avoir
a # 0. Cependant 'existence de la matrice G reste avérée.
Pour la deuxiéme question, le seule changement vient du fait que la matrice U,, n’est plus inversible.

o
On a donc démontré le théoréme suivant

Théoréme 3.6

Soit A une matrice carrée, inversible ou non. Il existe (au moins) une matrice inversible G telle que
GA soit triangulaire supérieure.

Preuve. voir Exercice 3.1.5, page 69. [

3.1.4 Factorisation LU

Avant de citer le théoréme principal, on va faire un "petit" exercice...

WIORTOR

Soit A € M,,(C) une matrice dont les sous-matrices principales d’ordre ¢, notées A;, i € [1,n] (voir
Definition B.48, page 207) sont inversibles.

Montrer qu’il existe des matrices EI¥l € M,,(C), k € [1,n — 1], triangulaires inférieures a diagonale
unité telles que la matrice U définie par

{g’ Exercice 3.1.6:

U= Fl=1U...glp
soit triangulaire supérieure avec U; ; = det A; /(U1 1 % - -+ x Uj_1,i—1), Vi € [1,n].
Correction Exercice 3.1.6

On note A%l = A. On va démontrer par récurrence finie sur k € [1,m — 1], qu’il existe une matrice
ElFl e M,,(C), tel que la matrice AlFl définie itérativement par

ARl = FLRIpTR-1]
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s’écrit sous la forme bloc

aq ° ° io e @

0 !
!

: ° :
i

0o ... 0

e B et i i (3.12)

|
|

0o ... ... O!o R )

avec ap = Ay 1 et Vie [2,k], a; = det A;/(aq X -+ x a—1).

Initialisation (k= 1): Ona Ay # 0 car Ay = A; 1 et det Ay # 0. D’aprés le Lemme 3.3, il existe une
matrice E[ e M, (C), triangulaire inférieure a diagonale unité telle que Ellpe; = Ay 1€e1 ol e est
le premier vecteur de la base canonique de C™. On a alors

1 : e - @
0 e e
AN —glpa = !
0 ! o« .- o
avec v = A171 = det Al.
Hérédité (k <n — 1): Supposons construite la matrice AlF1 1 existe donc k matrices, EM, ... EF],

triangulaires inférieures a diagonale unité telles que
ARl = FUR QA

e On va montrer que a1 = A][ﬂl w1 7 0. Pour cela, on réécrit la matrice A*] sous forme bloc,
avec comme premier bloc diagonale le bloc de dimension k£ + 1 :

k+1
(651 [ ] ° ° i. Y
0 ° E
f
[ ] [ ) :
f
AR = 0 ... 0 «a o
0 0 ozk_HIo e e
oo R
I
0 0 le o e

La matrice GI¥1 % EI¥...EM est triangulaire inférieure a diagonale unité car produit de
matrices triangulaires inférieures a diagonale unité (voir Exercice B.3.2, page 214). Le produit
de GI*IA s’écrit alors sous forme bloc

k+1
1 0 Qio e .0 k+1
° i io °
|
Oi Ak+1 i
g oo L0 e 2 | e ..
CA = ° oirl 0 0 ° oﬂlo °
e | :
| |
. . 0 ° L °
° o{o ° 1
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Comme AlFl = GIFIA, en utilisant les régles de multiplication par blocs des matrices on obtient

a1 °o o °

1 0 o 0
0 . AT
. . . [} [} - . . . . Ak+l
0 0 A o N .. ?
0 0 At

En prenant le déterminant de cette derniére équation, et en utilisant le fait que le determinant
d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux, on obtient

k+1
H o = det Ak+1.
i=1
Par hypothése Ay inversible , ce qui entraine det Ay 1 # 0 et donc «; # 0, Vi € [1,k + 1].

On a donc
det A}c+1

k
[ [o
i=1

Montrons I’existence d’une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité permettant d’éliminer
les termes sous diagonaux de la colonne k + 1 de Al*].
Revenons a ’écriture bloc de premier bloc diagonal de dimension k. On a

Qpt1 = # 0.

(&3] [ ] o: ° Y
; ;
. ! |
A= | 0 oy o il o far (UM FT
0 0 | Qk+1 . 0 ! VI
i ] . o
|
0 o 0 e e

Nous sommes exactement dans le cas de figure étudié dans I'exercice 3.1.3, page 63. En effet,
t

avec les notations de cet exercice et si ’on pose v = W:[ﬁ] = (A,[ﬁllkﬂ, cee Agi]kﬂ) e ¢n—(k+1)

(en bleu dans l'expression de AlF] précédente) on a alors v; = AEﬂLkH = ag4+1 # 0 et 'on

peut définir la matrice E*+11 e M, (C), triangulaire inférieure a diagonale unité, par

Ik1 O
[k+1] _ plbo] df (k4 2
e=t <@:[M>

avec E?l € M,,_4(C) triangulaire inférieure a diagonale unité (définie dans 1’exercice 3.1.3)
telle que

Qi1 ® - @
Elolyik] 0
6 ° °

On a alors

pl) def e g0 (B O N (] Ut Fe
0 | EI 0 ; VIH

et donc AP+ g’ecrit bien sous la forme (3.12) au rang k + 1.
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Final (k =n —1): On a donc

aq ° i .
0 |
U= a1l o = N » (3.13)
0 0 enyie

ot pour tout k € [1,n — 1] les matrices EI¥] sont triangulaires inférieures a diagonale unité.
Pour achever I’exercice, il reste & démontrer que
Upn=det A /(U X -+ x Up_1p—1).

En effet, en prenant le déterminant dans (3.13) on obtient

Ui o - | °
0 .o |
det ([E["_l] x - oox EM A) = det I
0 0 Unipr o
S0 0 Unm

Comme le déterminant d’un produit de matrices est égale au produit des déterminants des matrices on a

det ([E[”_l] x -+ x EM A) =det E" M x ... x det E[Y x det A
=detA
car les matrices EI*] sont triangulaires inférieures & diagonale unité et donc det EFl = 1, Vk e [1,n—1].

De plus, le déterminant d’une matrice traingulaire supérieure est égale au produit de ses coefficients
diagonaux et donc

U171 [ ] i [ ]
O i n—1
det Lo = Unin | [ Uk, k
P k=1
0 0 Un—l,n—l I L4
0 oo 0 ? Upon
On a alors )
det A = det A, = Uy [ [ Uk, k # 0.
k=1

Théoréme 3.7: Factorisation LU ﬁ*ﬁi\fﬁ

Soit A € M,,(C) une matrice dont les sous-matrices principales sont inversibles alors il existe une
unique matrice L € M, (C) triangulaire inférieure (lower triangular en anglais) a diagonale unité
et une unique matrice U € M,,(C) triangulaire supérieure (upper triangular en anglais) inversible
telles ques

A =1U.
Preuve. Nous allons voir deux méthodes pour démontrer 1’existence.

méthode 1 En utilisant le résultat de I’exercice 3.1.6, il existe des matrices EI*] € M,,(C), k€ [1,n — 1],
triangulaires inférieures a diagonale unité telles que la matrice U définie par

U= Flr=1U.. gl
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soit triangulaire supérieure avec U;; # 0, Vi € [1,n]. On pose G = El»=11...E[. La matrice G
est donc aussi triangulaire inférieure a diagonale unité. Elle est donc inversible est son inverse est
triangulaire inférieure & diagonale unité (voir Proposition B.46, page 207). En notant L. = G on
aA=[LU.

méthode 2 Nous allons effectuer une démonstration par récurrence sur l'ordre n de la matrice A.

Propriété: Pour tout n € IN*, si une matrice A € M,,(C) a toutes ses sous-
matrices principales inversibles alors il existe une unique matrice L € M,,(C)
triangulaire inférieure a diagonale unité et une unique matrice U € M, (C)
triangulaire supérieure inversible telles ques A = LU.

Initialisation: Pour n =1, c’est trivial L = 1 et U = A.
Hérédité: Supposons la propriété vraie au rang n, montrons qu’alors, la propriété est vraie au
rang n + 1.

Soit A € M,,11(C) telle que toutes les sous-matrices principales soient inversibles. On peut la
décomposer sous la forme bloc suivante

a | o2 s
""e'"""’i’glﬂ
ou
e A est la matrice de M,,(C) telle que A, ; = A; 5, (4, j) € [1,n]?,

o f est le vecteur de C™ tel que f; = A; 41, Vi€ [1,n],
o e est le vecteur de C™ tel que e; = A, 41,4, Vie [1,n]

o de C estlescalaire d = Ay 1 n41-

Comme les sous-matrices principales de A sont les n premiéres sous-matrices principales de A,
elles sont donc inversibles. Par hypothése de récurrence, il existe une unique matrice L € M, (C)
triangulaire inférieure a diagonale unité et une unique matrice U € M,,(C) triangulaire supérieure

inversible telles ques
A=LU.

On va construire des matrices L et U vérifiant la propriété. Soient L € M,,11(C) et U e M,,11(C)
décomposées sous la forme bloc

ouge C" heC"and a € C. Les deux matrices sont blocs compatibles pour la multiplication et
on a alors

I I
i I
L 0 U .
| e |
g i1 0* ta g*u
Comme A = L U, on va idenfier bloc par bloc les matrices LU et A, puis vérifier que le systéme est
resolvable. On obtient donc par identification le systéme:

Lh = f
g*ﬂ = e*
g*th+a = d

Par hypothése de récurrence L est triangulaire inférieure & diagonale unité et U triangulaire su-
perieure inversible: le systéme précédant admet donc comme solution

h = L'f
g = Ule
a = d—g*h
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On a donc construit une matrice L triangulaire inférieure a diagonale unité et une matrice U
triangulaire superieure telles que A = LU. Comme la matrice A est inversible, on en déduit que

det A = det(LU) = det L x detU 0

On obtient alors det U # 0 ce qui entraine I'inversibilité de la matrice U.

On vient de démontrer I'existence d’une factorisation LU de la matrice A. Pour démontrer 1'unicité,
on va supposer qu’il existe deux factorisations LU de A i.e.

A=1,U; = LaUs.

avec L1, Lo matrices triangulaires inférieures & diagonale unité et U, Us matrices triangulaires supérieures
(inversibles). En multipliant 'équation L;U; = L2Us & gauche par L7 et a droite par U3' on obtient

U Us' = 7' Ls. (3.14)

La matrice 1712 est triangulaire inférieure a diagonale unité car produit de deux matrices triangulaires
inférieures a diagonale unité. Elle est égale a la matrice U;Us! qui elle est triangulaire supérieure (car
prduit de deux matrices triangulaires supérieures). Donc L3l est a la fois une matrice triangulaire
supérieure et inférieure : elle est donc diagonale. Comme elle est & diagonale unité on en déduit que
L7*l5 =0 et donc L; = 5. De I’équation (3.14), on tire alors U; = Us. O

}3’ Exercice 3.1.7

Montrer que si A inversible admet une factorisation LU alors toutes ses sous-matrices principales
sont inversibles.

Remarque 3.8 Si la matrice A € M,,(C) est inversible et si ses sous-matrices principales ne sont pas
toutes inversibles, il est possible par des permutations préalables de lignes de la matrice de se ramener &
une matrice telle que ses sous-matrices principales soient inversibles.

Théoréme 3.9: Factorisation LU avec permutations Aghokake ¢

Soit A € M,,(C) une matrice inversible. Il existe une matrice P, produit de matrices de permuta-
tion, une matrice L € M, (C) triangulaire inférieure & diagonale unité et une matrice U € M,,(C)

triangulaire supérieure telles ques
PA = LU. (3.15)

Corollaire 3.10: PAgAee o' ¢

Si A € M,,(C) est une matrice hermitienne définie positive alors elle admet une unique factorisation
LU.

Preuve. (indication) Si la matrice A est hermitienne définie positive alors toutes ses sous-matrices prin-
cipales sont définies positives et donc inversibles. O

Reésolution d’un systéme linéaire par factorisation LU

Soit A € M,,(K) une matrice dont les sous-matrices principales sont inversibles et b € IX". On veut ré-
soudre le systéme linéaire Az = b. Pour cela, grace au théoréme 3.7, on obtient :

Trouver £ € K" tel que

est équivalent &
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Trouver x € IK™ solution de

avec y € K" solution de

Ceci permet donc de découper le probléme initial en trois sous-problémes plus simples. De plus,
ceux-ci peuvent se traiter de maniére indépendante. On obtient alors I’algorithme suivant

Algorithme 3.9 Fonction RSLFactLU permettant de résoudre, par une factorisation LU, le systéme
linéaire Az = b ot A une matrice de M,,(R) définie positive et b € R™.

Données : A : matrice de M, (R) dont les sous-matrices
principales sont inversibles définie positive,
b : vecteur de R™.
Résultat : 2 : vecteur de R"™.

1: Fonction £ «— RSLFactLU (Ab)

2:  [L,U] « FacTtLU(A) > Factorisation LU
3: Yy < RSLTriInrF(L,b) > Résolution du systéme Ly = b
4: < RSLTriSur(U,y) = Résolution du systéme Uz =y

5. Fin Fonction

Il nous faut donc écrire la fonction FactLU (les deux fonctions RSLTrIINF et RSLTRISUP ayant
déja été écrites).

Détermination des matrices L et U

Soit A € M,,(IK) une matrice dont les sous-matrices principales sont inversibles. D’aprés le théoréme 3.7,
il existe une unique matrice L € M, (K) triangulaire inférieure avec L; ; = 1, Vi € [1,n], et une unique
matrice L € M, (K) triangulaire supérieure telles que

A=1U (3.19)
c’est a dire
0 U1,1 Un,l
A Ain I . . : 0 :
B o Y | A e
An,l An,n : E 0 : - R :
Lpi . Lpp-1 1 0 . 0 Upn

)

Pour déterminer les matrices L et U, on remarque que la lére ligne de L est déja déterminée. On peut
alors 'utiliser pour calculer la premiére ligne de U : Vj € [1,n]

n
Ay = Z L1 U ;
k=1
= L;,U;; car L triangulaire inférieure
= Ul,j
On a donc
Urj=Avj Vje[l,n]. (3.21)

La premiére colonne de U est aussi déterminée, on peut alors I'utiliser pour calculer la premiére colonne
de L: Vie[2,n]

n
Aiq = ZLi,kUl,j
k=1

= L;1Uy,; car U triangulaire supérieure
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On peut démontrer, de part les hypothéses sur la matrice A, que Uy ; # 0 et alors
Lyj=A;/Uiy, Vie[2,n]. (3.22)

La premieére ligne de U et la premiére colonne de L sont donc déterminées par les formules (3.21) et
(3.22).

Par récurrence, on suppose connues les ¢ — 1 premiéres lignes de U et les ¢ — 1 premiéres colonnes de
L. On va montrer que I'on peux expliciter la i-éme ligne de U et la i-éme colonne de L.
En effet, Vj € [i,n], on a

n
Aig = D LinUs,

k=1
i—1 n

= LipUs + LiiUsj + ), LixUsg
k=1 k=i+1
i—1

= 2 L; 3 Uy j + L; ;U; j car L triangulaire inférieure
k=1

Dans I’expression Z;;ll L; U, ; tous les termes sont connus (hypothése de récurrence) et L; ; = 1. On
en déduit,

i—1 .
Pour i allant de 1 an: U;; = { 64” ™ 2k Lk :j E %Zl’ TZ]}_ 1] (3.23)

)

Maintenant, on calcule, Vj € [i + 1,n],

Il
NgE

Aji Lj Ui
k=1
1—1 n
= LiwUki+ LjiUii + >, LixUss
k=1 k=i+1
i—1
= L; Ui + L; U ; car U triangulaire supérieure
k=1
i—1
Dans I’expression Z L; Uy, tous les termes sont connus (hypothése de récurrence). De plus U;; est
k=1

donné par (3.23) et on peut démontrer, de part les hypothéses sur la matrice A, que U, ; # 0. On a alors

0, Vje[l,i—1].
17 ]:Z

i1 (3.24)
ﬁ <Aj,i — Z Lj,kUk,i> s Vj € [[Z + 1,nﬂ,
k=1

Pouriallantdelan: L;; =

On écrit en détail les raffinements successifs permettant d’aboutir & l'algorithme final de telle sorte
que le passage entre deux raffinements successifs soit le plus compréhensible possible.

Algorithme 3.10 Algorithme 3.10

: Pour i < 1 a n faire
Calculer la ligne ¢ de U.
Calculer la colonne i de L.
: Fin Pour

1: | Calculer les matrices L et U

N
Y
I
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Algorithme 3.10

Algorithme 3.10

1: Pour ¢ < 1 a n faire
2: Calculer la ligne i de U.

3: Calculer la colonne i de L.
4: Fin Pour

Y

1: Pour i < 1 & n faire

(Pourjhléi—lfaire
U(i,j) < 0

Fin Pour

Pour j < i a n faire

i—1
Uij < Aij — Z L; xUg,;
k=1
Fin Pour
Pour j — 1 ai—1 faire

10:| Fin Pour
11: Lzz —1

\%2< Pour j — i+ 1 an faire

i—1
1
13: Lji < o <Aj,i - Z Lj,kUlc,i>
k=1

14:| Fin Pour
\_
15: Fin Pour

Algorithme 3.10

Algorithme 3.10

1: Pour i < 1 & n faire

2:  Pour j —1ai—1 faire
3 U(i,j) <0

4. Fin Pour

5. Pour j < i an faire

7. Fin Pour

8: Pour j — 1ai—1 faire
9: Ljﬁi —0

10: Fin Pour

11: L’i/i — 1

12:  Pour j «— i+ 1 an faire

i—1
6: Ul',j «— Ai,j — Z Li,kUk,j \
k=1

i—1
1
13: Lj,i <« U <Aj,i — Z L]“’[CU]CJ‘)
k=1

14:  Fin Pour
15: Fin Pour

1: Pour i < 1 a n faire

2:  Pour j —1ai—1 faire
3: U(i,j) <0

4:  Fin Pour

5.  Pour j < i a n faire

i—1

8:  Fin Pour

9: Pour j— 1ai—1 faire
10: L]ﬂ' —0

11:  Fin Pour

12: Lzz —1

13:  Pour j «— i+ 1 an faire

i—1

& Sy «— Z L; 1 Uk
k=1

—_

15: L

gi < g (Aii = 52).

16:  Fin Pour
17: Fin Pour
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Algorithme 3.10

Algorithme 3.10

1: Pour i < 1 a n faire
2:  Pour j —1ai—1 faire
3 U(i,j) <0

4:  Fin Pour

5. Pour j < i a n faire

i—1

Ui,j «— Ai7j — Sl
8:  Fin Pour
9: Pour j — 14ai—1 faire
10: L]'ﬂ; —0
11:  Fin Pour
12: Liﬂ; — 1
13:  Pour j — i+ 1 an faire

i—1
14: Sy «— Z Lj,kUk’qj
k=1
1
15: L]“’i «— Ui,i (Aj,i — Sg)

16:  Fin Pour
17: Fin Pour

6: S1 — Z Li,kUk,j
= \
7.

1: Pour i < 1 a n faire

2:  Pour j —1ai—1 faire
3: U(i,j) <0

4:  Fin Pour

5:  Pour j <« i an faire

Sl —0

Pour k£ < 1 &1 — 1 faire
S1 <« ST+ Li,k * Uk,j

Fin Pour

Uij < Aij— 5

11:  Fin Pour

122 Pour j <« 1 ai—1 faire
13: Ljyi —0

14:  Fin Pour

15: Li,i —1

16: Pour j «— i+ 1 an faire

17: 52 —0
18: Pour k£ «— 1 &1 — 1 faire
\19:} Sy «— Sy + Lj)k * Uk,i
20: Fin Pour
1

21: L]”i <« Ui (A]1 — SQ) .

22:  Fin Pour
23: Fin Pour

L’algorithme peut étre amélioré, pour gagner en lisibilité... En effet, il est possible d’initialiser la
matrice U par la matrice nulle et la matrice L par la matrice identitée, ce qui permet alors de supprimer
les boucles U(i,5) < 0 et L(j,i) < 0 ainsi que la commande L(i,7) « 1. On obtient alors I’algorithme
final
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Algorithme 3.10 Fonction FActLU permet de calculer les matrices L et U dites matrice de factorisation
LU associée & la matrice A, telle que

A=1U
Données : A : matrice de M,,(K) dont les sous-matrices principales
sont inversibles.
Résultat : L : matrice de M, (K) triangulaire inférieure
avec L;; =1, Vie [1,n]
U : matrice de M, (K) triangulaire supérieure.
1: Fonction [L,U] < FactLU (A)
2 U« 0O, > 0,, matrice nulle n x n
3 L1, > [,, matrice identitée n x n
4:  Pour i 1 an faire
5: Pour j — i an faire > Calcul de la ligne ¢ de U
6 Sl —0
7 Pour k — 1 ai—1 faire
8 Sl<—Sl+L(l,k‘>*U(k‘,])
9: Fin Pour
10: U(i,j) <« A(i,j) — S1
11: Fin Pour
12: Pour j — i+ 1 an faire > Calcul de la colonne ¢ de L
13: SQ —0
14: Pour k — 1 ai—1 faire
15: So «— S5 +L(],k’) *U(k’,z)
16: Fin Pour
17: L(j,i) < (Aji — 52) /U (i, 0).
18: Fin Pour

19: Fin Pour
20: Fin Fonction

Remarque 3.11 Pour optimiser en mémoire cette fonction, il est possible de stocker les matrices L et U
dans une méme matrice de M,,(K) ...

Pour faciliter la lecture d'un tel algorithme, il aurait pu étre judiscieux d’utiliser deux fonctions
intermédiaires FacTLULicU et FactLUcorLl. qui a I’étape ¢ de I'algorithme calculent respectivement
la ligne ¢ de U et la colonne ¢ de L.

Algorithme 3.11 Fonction FActLULIGU permet de calculer laligne  Algorithme 3.12 Fonction FactLUcoLL permet de calculer la

i de U a partir de (3.23) colonne ¢ de L & partir de (3.24)
Données : A : matrice de M, (K) dont les Données : A : matrice de M,,(IK) dont les
sous-matrices principales sont inversibles. sous-matrices principales sont inversibles.
L : matrice de M,(K) dont les i — 1 L : matrice de M,(K) dont les i — 1
premiéres colonnes ont été calculées premiéres colonnes ont été calculées
U : matrice de M,,(K) dont les i — 1 U : matrice de M,,(K) dont les i
premiéres lignes ont été calculées premiéres lignes ont été calculées
Résultat : U : matrice de M, (K) dont les i Résultat : L : matrice de M, (K) dont les i
premiéres lignes ont été calculées premiéres colonnes ont été calculées
1: Fonction U < FactLULicU ( AL, U, i) 1: Fonction L « FacrLUcoLL ( AL, U, 4 )
2. Pour j —1ai—1 faire 2:  Pour j < 1ai—1 faire
3 U(i,j) <0 3 L(j,i) < 0
4:  Fin Pour 4:  Fin Pour
5. Pour j < i a n faire 5. L(i,i) < 1
6: S1 <0 6: Pour j —i+1an faire
7 Pour k < 1 ai— 1 faire 7 Sy «— 0
8: S1 «— Sy + L(i, k) = U(k, j) 8 Pour k — 1 ai— 1 faire
9: Fin Pour o: So « So + L(j, k) = U(k, 1)
10: U(i,j) < A(i,5) — S1 10: Fin Pour
11:  Fin Pour 11: L(j,i) < (Aj; — S2) /U(4,1).
12: Fin Fonction 12:  Fin Pour

13: Fin Fonction

On a alors
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Algorithme 3.13 Fonction FAcTLU permet de calculer les matrices L et U dites
matrice de factorisation LU associée a la matrice A, telle que
A=1U

en utilisant des fonctions intermédiaires.

1: Fonction [L,U] < FactLU ( A)
2 Pour i < 1 a n faire

3: U « FactLULicU(A, L, U, )
4: L <« FacrtLUcoLL(A, L, U, %)
5 Fin Pour

6: Fin Fonction

3.1.5 Factorisation LDL*

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne inversible admettant une factorisation LU. On note D la matrice
diagonale inversible définie par D = diagU (i.e. D;; = U;; # 0, Vi € [1,n]) et R = D"'U. La matrice R
est donc matrice triangulaire supérieure a diagonale unité car

n
1
Ri;=(DU)ii = >, (D™)iwUks = (D7) iU = Ui, = 1.
k=1 Ui

On a alors
A=1LU=L1LDD'U = LDR.
De plus comme A est hermitienne on a

A*f = A = R*D*L* = LDR

Ce qui donne
A = R*(D*L*) = L(DR)

et donc par unicité de la factorisation LU on a R* = L et D*L* = DR. On obtient alors
R*=LetD*=D

et on a le théoréme suivant
Théoréme 3.12: Factorisation LDIL* phaike o' o' ¢

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne inversible admettant une factorisation LU. Alors A s’écrit
sous la forme

A = LDL* (3.25)

ou D = diag U est une matrice a coeflicients réels.

Corollaire 3.13: ﬁ****

Une matrice A € M, (C) admet une factorisation LDL* avec L € M, (C) matrice triangulaire
inférieure & diagonale unité et D € M,,(R) matrice diagonale & coefficients diagonaux strictement
positifs si et seulement si la matrice A est hermitienne définie positive.

Preuve. Soit A € M,,(C) admettant une factorisation LDL* avec L € M, (C) matrice triangulaire
inférieure a diagonale unité et D € M,,(R) matrice diagonale & coeffcients diagonaux strictement
positifs.

La matrice A est alors hermitienne car

A* = (LDL*)* = L**D*L* = LDL*.

De plus Vz € C™\{0} on a
(pz,z) = (LDL*z,z) = (DL*z, 1 *z)
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On pose y = L*x # 0 car & # 0 et L* inversible. On obtient alors
<A.’E,ZB> = <[Dyay> = Z Dz,z|yz|2 >0
i=1

car D diagonale, D;; > 0, Vi € [1,n] et y # 0.
La matrice hermitienne A est donc bien définie positive.

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive.
D’aprés le Corollaire 3.10, page 76, la matrice A admet une unique factorisation LU et donc d’aprés
le Théoréme 3.13, page 82, la matrice hermitienne A peut s’écrire sous la forme A = LDL* ou D est
diagonale & coefficients réels et L triangulaire inférieure & diagonale unité. Il reste & démontrer que
Di,i > 0, Vi e [1,77,].
Comme A est définie positive, on a Va € C"\{0}, (Az,z) > 0. Or on a

(Az,z) = {ILDL*z,z) = (DL*z, L *z)

On note {e1,--- ,e,}, la base canonique de C” et on rappelle que Vi € [1,n], (De;,e;» = D, ;. Soit
i € [1,n]. En choisissant 2 = (L*)e; # 0, on obtient alors

(DL*z,L*z) = (De;,e;» = D; ; > 0.

3.1.6  Factorisation de Cholesky

¥ Definition 3.14

Une factorisation réguliére de Cholesky d’une matrice A € M,,(C) est une factorisation A =
BB* ou B est une matrice triangulaire inférieure inversible.

Si les coefficients diagonaux de B sont positifs, on parle alors d’une factorisation positive de
Cholesky.

Théoréme 3.15: Factorisation de Cholesky MAghekake ¢

La matrice A € M,,(C) admet une factorisation réguliére de Cholesky si et seulement si la matrice
A est hermitienne définie positive. Dans ce cas, elle admet une unique factorisation positive.

Preuve. Soit A € M,,(C) admettant une factorisation réguliére de Cholesky A = BB* avec B est
une matrice triangulaire inférieure inversible.
La matrice A est hermitienne car

A* = (BB*)* = (B*)*B* = BB* = A.
Soit € C™\{0}, on a
(pz,z) = (BB*z,z) = (B*z,B*z) = |B*z|* > 0
car B*z # 0 (B* inversible et & # 0). Donc la matrice A est bien hermitienne définie positive.

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive.
D’apreés le Corollaire 3.13, page 82, il existe alors une matrice L € M,,(C) triangulaire inférieure a
diagonale unité et une matrice D € M,,(RR) diagonale a coeflicient strictement positifs telles que

A =1DL*.

On note H € M,,(R) une matrice diagonale inversible vérifiant H?> = D (i.e. H;; = £4/D;; # 0,
Vi e [1,n]). On a alors
A = LHHL* = (LH)(LH)*
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En posant B = [LH, la matrice B est bien triangulaire inférieure inversible car produit d’une matrice
triangulaire inférieure inversible par une matrice diagonale inversible et on a A = BB*.
Montrons qu’'une factorisation positive de Cholesky est unique.
Soient B; et Bs deux factorisations positives de la matrice A, on a donc

A = BB¥ = B,BE.

-1

En multipliant a gauche par B3' et a droite par (B¥)™" cette équation on obtient

B5'B1 — B}(BY)™ = Bi(Bi!)" = (Bi'By)"
En notant G = B3'By, on tire de I’équation précédente
G=(GYH*. (3.26)

On déduit de la (voir Proposition B.46, page 207), que l'inverse d’une matrice triangulaire inférieure a
coefficients diagonaux réels strictement positifs est aussi une matrice triangulaire inférieure & coefficients
diagonaux réels strictement positifs. De la (voir Proposition B.45, page 207), on obtient que le produit
de matrices triangulaires inférieures a coefficients diagonaux réels strictement positifs reste triangulaire
inférieure & coefficients diagonaux réels strictement positifs, on en déduit que les matrices G = B3'B; et
Gt = B;'B; sont triangulaires inférieures a coefficients diagonaux réels strictement positifs. Or ’équation
(3.26) identifie la matrice triangulaire inférieure G a la matrice triangulaire supérieure (G™1)* : ce sont
donc des matrices diagonales a coefficients diagonaux réels strictement positifs et on a alors (G™1)* = G1.
De I’équation (3.26), on obtient alors G = G, c’est & dire G = | = B3'B; et donc By = Bs. O

Résolution d’un systéme linéaire par la factorisation de Cholesky

Pour commencer, avec la factorisation de Cholesky point de salut sans matrice hermitienne définie posi-
tive!

Nutiliser la factorisation de Cholesky pour la résolution d’un systéme linéaire que si la matrice
du systéme est hermitienne définie positive.

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive et b € C". Grace au théoréme 3.15, on
obtient :

Trouver £ € C™ tel que

est équivalent &

Trouver x € C™ solution de

B*z =y (3.28)

avec B la matrice de factorisation positive de Cholesky de la ma-
trice A avec y € C" solution de

By = b. (3.29)

On est donc ramené &
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Algorithme 3.14 Algorithme de base permettant de résoudre, par une factorisation de Cholesky positive,
le systéme linéaire

Ax=2>
ol A une matrice de M,,(C) hermitienne définie positive et b e C™.
Données : A : matrice de M, (C) hermitienne définie positive,
b : vecteur de C™.
Résultat : z : vecteur de C™.

1: Trouver la factorisation positive de Cholesky B de la matrice A,
2: résoudre le systéme triangulaire inférieur By = b,
3: résoudre le systéme triangulaire supérieur B*z = y.

Ceci permet donc de découper le probléme initial en trois sous-problémes plus simples. De plus,
ceux-ci peuvent se traiter de maniére indépendante.

Algorithme 3.15 Fonction RSLCHoOLESKY permettant de résoudre, par une factorisation de Cholesky
positive, le systéme linéaire

Ax =b
ol A une matrice hermitienne de M,,(C) définie positive et b € C™.
Données : A : matrice de M, (C) hermitienne définie positive,
b : vecteur de C™.

Résultat : 2« : vecteur de C".
1: Fonction £ «— RSLCuoLESKY ( A,b)
2: B« CuoLESKY(A) > Factorisation positive de Cholesky
3:  y < RSLTriInF(B,b) > Résolution du systéme By = b
4: U« MarApsoinTe(B) > Calcul de la matrice adjointe de B
5. @ < RSLTriSur(U,y) = Résolution du systéme B*z =y
6: Fin Fonction

I1 nous faut donc écrire la fonction CuorLesky (les deux fonctions RSLTRriINF et RSLTRISUP ayant
déja été écrites et la fonction MATADJOINTE étant simple & écrire).

Factorisation positive de Cholesky : écriture de 1’algorithme

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive. D’aprés le Théoréme 3.15, il existe une unique
matrice B € M,,(C) triangulaire inférieure avec B, ; € R™*, Vi € [1,n], telle que

A = BB* (3.30)
c’est a dire
B1,1 0 0 ?,1 ... ... Bpn
ALl Atn : U : 0 - :
U T ' | (3.31)
An,l An,n : 0 ’ ) :
Bpi ... ... Bpn 0 .. 0 Bun

Pour déterminer la matrice B, on commence par calculer By ; (la lére ligne de B est donc déterminée)
ce qui nous permet de calculer la 1ére colonne de B.
Ensuite, on calcule B2 5 (la 2éme ligne de B est donc déterminée) ce qui nous permet de calculer la 2éme
colonne de B. Etc ...

On écrit en détail les raffinements successifs permettant d’aboutir a I’algorithme final de telle maniére
que le passage entre deux raffinements successifs soit le plus simple possible.
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Algorithme 3.16 Algorithme 3.16

1: | Calculer la matrice B 1: Pour i < 1 & n faire
2:  Calculer B;;, connaissant les ¢ — 1 premieres
\,. colonnes de B.

3:  Calculer la 7
4: Fin Pour

eme colonne de B.

Pour calculer B, ;, connaissant les ¢ — 1 premiéres colonnes de B. on utilise (3.30) :

n n
Ai = Y Bij(B*);0 = ) [Bijl%
j=1 j=1

et comme B est triangulaire inférieure on obtient

i i—1
Mg = D Bigl? = D) [Bagl? + [Bisl.
j=1 j=1

On a donc
i—1 1/2
Bi; = (Ai,i — Z |Bi,j|2> s Vi e [[l,nﬂ, (332)
j=1

Comme les ¢ — 1 premiéres colonnes de B ont déja été calculées, B;; est parfaitement déterminée par la
formule précédente.
R . ) . i—1
Remarque 3.16 Les hypothéses sur la matrice A permettent d’affirmer que, Vi € [1,n], A’i»i_zz‘:l B j|? >
0 et donc B;; > 0.
Pour calculer la °™¢ colonne de B, il suffit de déterminer Bji, Vj € [i + 1,n]. Pour cela on utilise
(3.30)

n n
Aji = > Bik(B*)ki = D BjxBik, Vi€ [i+1,n]
k=1 k=1
Comme L est triangulaire inférieure on obtient

[ 1—1
Aji = Z Bj kBik = Z Bj kBikx + Bj B, Vj € [[l + ].,TLH
k=1 k=1

Or B; ; > 0 vient d’étre calculé et les i — 1 premiéres colonnes de B ont déja été calculées, ce qui donne
1 i—1
B = - (AM - ;;1 Bj,kBi,k> , Vieli+1,n] (3.33)
Bj, = 0,Vje[l,i—1]. (3.34)
Avec (3.32) et (3.33), on a

Algorithme 3.16 Algorithme 3.16

1: Pour i < 1 & n faire 1: Pour i < 1 a n faire

Calculer B; ;, connaissant les

2: . AN i— 1/2
i — 1 premieres colonnes de B. [~ | (S 2
I Biji < Au—2|3i,j\
Jj=1

3: Calculer la 7®™¢ colonne de B. ' j
4: Fin Pour 3:{ Pour j«—1ai—1 faire
4: Bji < 0

:| Fin Pour
6< Pour j — i+ 1 an faire

1 i—1

7: Bji < o— | Aji — D BBk | -
2% k=1

8:| Fin Pour

_
9: Fin Pour
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Algorithme 3.16

Algorithme 3.16

1: Pour i < 1 & n faire

v

ie1 1/2
2
{Bii— A= D Byl
=1

\

1: Pour i < 1 & n faire

Pour j — 1 ai—1 faire
Bj,i —0

Fin Pour

Pour j «— i+ 1 an faire

1 i—1
7 | Bji «— 5 Aji— Z Bj,kBik | -
R k=1

8:  Fin Pour
9: Fin Pour

4. Pour j < 1 ai—1 faire
5: Bji < 0
6: Fin Pour
7. Pour j <— i+ 1 an faire
i—1
s > BixBik
k=1
9: Bji < (A] i — 52)
10:  Fin Pour

11: Fin Pour

i—1
St D [Bigl?
j=1

Bii < (A — 51)1/2

s >

Algorithme 3.16

Algorithme 3.16

1: Pour i < 1 & n faire
1—1

2: S1 «— Z ‘Biy]‘
j=1

Bii < (A — S1)
Pour j «— 1 ai—1 faire
Bji < 0
Fin Pour
Pour j «— i+ 1 an faire
i—1
8: So «— Z BjkBik
k=1
1

2

1/2

9: Bji <« — (Aj; — S2).
i,

10:  Fin Pour
11: Fin Pour

_\

On obtient alors 'algorithme final

Pour j — i+ 1 an faire
11: 52 —0
12 Pour k < 1 ai— 1 faire
\13:* Sy «— So + Bj kBik
14: Fin Pour
15: Bji < (Aj,i — 52) .
Bii
16:  Fin Pour

1: Pour i < 1 & n faire

17: Fin Pour

S1 <0

Pour j «— 1 ai—1 faire
Sl «— Sl + |B¢,j|2

Fin Pour

Bi; «— (A — 51)1/2

Pour j «— 1 ai—1 faire
Bji < 0

Fin Pour
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Algorithme 3.16 Fonction CHoLESKY permettant de calculer la matrice B, dites matrice de factorisation
positive de Cholesky associée a la matrice A, telle que A = BB*.

Données : A : matrice de M,,(C) hermitienne définie positive.
Résultat : B : matrice de M,,(C) triangulaire inférieure

1:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:

2
3
4
5:
6:
7
8
9

avec B(i,7) > 0, Vi€ [1,n]

Fonction B < Croresky ( A)

Pour i < 1 a n faire

Sl <« 0

Pour j — 1 ai—1 faire
Sy« S+ |B(4,5)?

Fin Pour

B(i,1) <« sqrr(A(i, i) — S1)

Pour j — 1 ai—1 faire
B(j,i) <0

Fin Pour

Pour j «— i+ 1 an faire
SQ <« 0

Pour k£ — 1 a¢— 1 faire
Sy — So + B(4, k) = B(i, k)
Fin Pour
B(j.i) « (A(j,i) — $2)/B(i, ).
Fin Pour
Fin Pour

Fin Fonction

3.1.7 Factorisation QR

La tranformation de Householder

' Definition 3.17: Matrice élémentaire de Householder
Soit u € C™ tel que |ul, = 1. On appelle matrice élémentaire de Householder la matrice

H(u) € M,,(C) définie par
H(w) = 1 — 2uu™. (3.35)

Propriété 3.18

Toute matrice élémentaire de Householder est hermitienne et unitaire.

Preuve. Pour simplifier, on note H = H(u). Cette matrice est hermitienne car

H* = (1 — 2uu®)* = 1 — 2(uu*)* =1 — 2uu® = H.

Montrons qu’elle est unitaire (i.e. H*H =1). On a

H*H = HH = (I — 2uu*) (1 — 2un*)
= [ — duu™ + duu*uu®™.

Or on a u*u = |u|, = 1 par hypothése et donc

H*H =1 — duu™ + du(u*u)u™ = 0.
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Propriété 3.19
Soient z € IK" et u € K", |uf, = 1. On note x| = proj, (x) Yl rductz, —x— z||. On a alors
Hu)(x, +z)) =z —x). (3.36)

et
Hu)z =, si {z,u)=0. (3.37)

Preuve. On note que par construction <u,.’1:i> =0.0n a
Hu)(xy +2)) = (1 — 2uu™*) (L +2)) =21 +2) — 2u vz, —2uu’x|
=0
_ _ * _ o * *
=z, +2) - 2uwulu,x) =, +x) —2u uu u'c
-1

=z, +x —2uu*r =2, +x -2

= — (IIH.
Si{z,u)=0alorsx =0etx=12x,. O
= Bets
Théoréme 3.20
Soient @, b deux vecteurs non colinéaires de C™ avec [b[, = 1. Soit o € C tel que |a| = |af, et
arga = —arg<a,by [r]. On a alors
—ab
H (ao‘) a = ab. (3.39)
la — abl|,
O

Preuve. (voir Exercice 3.1.8, page 89)

43’ Exercice 3.1.8

Soient @ et b deux vecteurs non colinéaires de C™ avec |b|, = 1. On va chercher o € C et u € C"

vérifiant
H(u)a = ab. (3.39)

Q.1 1. Montrer que si a vérifie (3.39) alors |o| = |a, .
2. Montrer que si arga = — arg({a, b)) [7] alors a{a,b) € R.
Q. 2 Soient a et u vérifiant (3.39).

1. Montrer que

| ap 2 = (22— @) - @b (3.40)

2. Montrer que si arga = — arg({a, b)) [r] alors {(a,a) — a{a,b) € R*™.

3. En déduire que
_ 1/2

u:i(a—ab), avec)\—i( 5

2\

Correction Exercice 3.1.8 On pose H = H(u) pour alléger les notations.
Q.1 1.0mna
la|? = (a,a) = (H*Ha,a) car H unitaire
= (Ha,Ha) par définition du produit scalaire

2 2 2
= [Hal; = Jab|; = |of? bl = of*.
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2. On a par définition de Pargument o = |a|e’®&® et {(a,b) = |{a,b)|e'*&(ab) ce qui donne
ala,b) = ||| {a,b) |e'(areatars((@b)) (3.42)
et donc a{a,b) est réel si arga + arg({a,b)) =0 [7].

Q.2 1. On a
Hu)a = ab = (1 —2uu™*)a = ab

<~ a—2u(u*a) = ab

et donc
a—2{u,ayu = ab (3.43)

En effectuant le produit scalaire avec a de cette derniére équation, on obtient
{a,a) — 2{(u,a){a,uy = a{a,by
ce qui prouve (3.40).
2. On a montré en Q.1 que a{a,by € R et donc {a,a) — ala,by € R. 1l reste donc & montrer que
{a,a) — ala,by > 0.

e Siarga = —arg({a,b))+7 [27], alors de (3.42) on obtient a{a,b) < 0 et donc<a,a)—a{a,b) =
|la|y > 0 car @ # 0.

e Siarga = —arg({a,b)) [27], alors de (3.42) on obtient a{a,b) > 0.
Comme les vecteurs a et b ne sont pas colinéaires, on a inégalité stricte dans Cauchy-Schwarz

[<a,b)| < |al [b], = [al, -

On obtient donc
2
0 < ada,b) < |af|<a,b)| < |al[a], = [a];

Attention, dans ce cas {a,a) — a{a,b) peut-étre trés petit.

3. De (3.43), on en déduit immédiatement (3.41).
Vérifions que |uf, = 1. On a

) = Cu,u) = ﬁ (a— ab,a— ab)
Or
{a — ab,a — ab) = {(a,a) — a(b,a) — ala,b) + |a|*(b,b) = HaHg —a{b,a) — ala,b) + |a|?
= 2[al; —ab,a) — ala,b)
= 2|al? — 2a{a,b) car ala,b) = (ala,by) = alb,a)e R
De plus

4% = 2((a,a) — ab,ad) € R
= 2af} — 20.(b.a)

}3’ Exercice 3.1.9

Soient a et b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C™ avec |b|, = 1.

Q. 1 Ecrire la fonction algorithmique HoUuSEHOLDER permettant de retourner une matrice de House-
holder H et a € C tels que H(u)a = ab. Le choix du « est fait par le paramétre 6 (0 ou 1) de telle
sorte que arg o = — arg(<a, b)) + o avec |a| = |a|, .

Des fonctions comme pot(a,b) (produit scalaire de deux vecteurs), Norm(a) (norme 2 d’un vecteur),
ARG(z) (argument d’un nombre compleze), MaTPROD(A, B) (produit de deux matrices), cTRANSPOSE(A)
(adjoint d’une matrice), ... pourront étre utilisées

Q. 2 Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On pourra utiliser la fonction
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VECRAND(n) retournant un vecteur aléatoire de C", les parties réelles et imaginaires de chacune de

ses composantes étant dans 10, 1[ (loi uniforme).

Q. 3 Proposer un programme permettant de vérifier que 6 = 1 est le "meilleur” choix.

Correction Exercice 3.1.9 Soient a et b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C".

Q. 1 Les données du probléme sont a, b et §. On veut calculer « et la matrice H(u).
Algorithme 3.17 Calcul du « et de la matrice de Householder H(u) telle que H(u)a = ob.
Données : a,b : deux vecteurs de C™ non nuls et non colinéaires.
) : 0Ooul, permet de déterminer «.
Résultat : H : matrice de Householder dans M,,(C),
a : nombre complexe, de module |a|, et d’argument — arg({a, b)) + dr.
1: Fonction [H, a] < HouseHoLDER ( @,b,0 )
2:  ab < por(a,b) > por produit scalaire dans C.
3: < NorM(a) * exp(i * (0 * m — arG(ab)))
4 u<—a—ax*xb
5. u «— u/NOrRM(u)
6: H<— EYE(n) — 2 * MATPROD (U, CTRANSPOSE(U))
7: Fin Fonction
Q.2 1: n<100

: @ < VECRAND(n)
: b < vECcrAND(R)

: [H, o] < HousenoLDER(a, b, 0)

2
3
4: b < b/Norm(b, 2)
5
6

: error < NORM(H#a — a #b,2)

3 1 n<100

@ < VECRAND(n)

: b<—a+ le— 6+ VvECRAND(R)

: b —b/norm(b, 2)

: [H1, a1] < HouseHoLDER(a, b, 1)

: [Ho, ag] < HouseHoLDER(a, b, 0)

error) « NorM(Hp *@ — ag * b,2)/(1 + aBs(ap))
errorl « NorM(Hy *a — o #b,2)/(1 + aBs(aq))

‘":‘ Si l'on souhaite calculer le produit matrice-vecteur H(u)z, il n’est pas nécessaire de calculer
explicitement la matrice H(u). En effet, on pose v = 2 \u =a — ab et 8 = 2)\? = HaHg — a{a,b) > 0.
On choisi a de maniére & maximiser 8 pour éviter une division par un nombre trop petit. On prend
donc

a = |af, e"2reebd)

On obtient alors

Hu)r =z — lm)”‘av: =z — <v,a:>v' (3.44)

B B

Corollaire 3.21
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10710 L
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o
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n

Figure 3.1: Choix de o« dans HOUSEHOLDER : erreur relative en norme Lo

Soit @ € C™ avec a; # 0 et 35 € [2,n] tel que a; # 0. Soient 6§ = arga; et

a+al,e?e
wy = —— 2
la + [af, e¥e||

Alors
H(us)a = F |a], e (3.45)

ou e; désigne le premier vecteur de la base canonique de C".

Preuve. On va utiliser le Théoréme 3.20.
On pose a = *|ja|,e” et b = e;. Comme arg({a,b)) = arga; = —arga; = —0, on a argar = 0 [71] =

—arg((a, b)) [n].

Les autres hypothéses du Théoréme 3.20 sont vérifiées puisque le vecteur a n’est pas colinéaire a e

et que [e;]l, = 1. On a donc
( at al,eve;

—— 2" = ) a=7F|al, Y.
aialge”eﬂ) T lalz¢7e:

O

Sur le méme principe que lécriture algébrique de la méthode de Gauss, nous allons transformer la
matrice A € M, () en une matrice triangulaire supérieure a I’aide de matrices de Householder. On a le
théoréme

Théoréme 3.22

Soit A € M,,(C) une matrice. Il existe une matrice unitaire Q € M,,(C) produit d’au plus n — 1
matrices de Householder et une matrice triangulaire supérieure R € M,,(C) telles que

A= QR. (3.46)

Si A est réelle alors Q et R sont aussi réelles et ’on peut choisir Q de telle sorte que les coefficients
diagonaux de R soient positifs. De plus, si A est inversible alors la factorisation est unique.
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43’ Exercice 3.1.10

Soit B € My, 4+, (K) la matrice bloc

o By € My, (K) et S e M, (K). On note s € K™ le premier vecteur colonne de S et on suppose
que s # 0 et s non colinéaire a e7 premier vecteur de la base canonique de K.

Q.1 1. Montrer qu’il existe une matrice de Householder H = H(u) € M,,(K) et oo € K* tel que

ia ! ° 00 0C °
0 Te i e

HS=]| | |
0 !. oo C

ott RI¥! est une matrice triangulaire supérieure d’ordre k et Al une matrice d’ordre n — k.

Q.2 1. Sous certaines hypotheéses, montrer qu’il existe une matrice de Householder HF+11 telle
que HIFFLARD = AlE+1],

2. Soit A € M, (K). Montrer qu’il existe une matrice unitaire Q € M, (K), produit d’au plus
n — 1 matrices de Housholder, et une matrice triangulaire supérieure R telles que A = QR.

3. Montrer que si A est réelle alors les coefficient diagonaux de R peuvent étre choisis positifs ou

nuls.

4. Montrer que si A est réelle inversible alors la factorisation QR, avec R a coefficient diagonauz
strictement positifs, est unique.

Correction Exercice 3.1.10

Q.1 1. D’aprés le (voir Corollaire 3.21, page 91) avec @ = s, en posant o = £ | s]|, "8 et

s — ael
U= """
Is — ae?||
on obtient H(u) = ael.
On pose H = H(u). On a alors sous forme bloc
, +a e °
) .. e \ [--=--- frmmmmm e
| O ! [ ) )
HS=H| 41 B Do
le .o o S
' 0 e L]
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Ce qui donne

Q.2 1. On note s € K" % le premier vecteur colonne de A¥]. et u = (-%-.)' D’aprés la question

précédente si s # 0 et s non colinéaire a e?_k premier vecteur de la base canonique de K”~* alors
il existe une matrice de Householder HI* 1 = H(u) et o € K* tels que

RIF] FLk]
AL+ 1] e ety (k] _ _ (R gl
0 +a ; [ ° 0 ! A[k-ﬂ—l]
E '"()'"i".'".'.'.'";“
i 0 ; ° . °

On peut remarquer que si § = 0 ou s colinéaire a e’f_k alors AlFl est déja sous la forme AlFH1] et
done HIFH = .

. il suffit d’appliquer itérativement le résultat précédent n — 1 fois en posant AlY) = A et AlF+1] —

HIFFHALRD oi HIF+ est soit une matrice de Householder soit la matrice identité. Par construction
la matrice A"~ est triangulaire supérieure et 'on a

Aln=1 = yln=1] o Lo« 1A

On pose H = H" =1 x ... x H et R = Al"~1]. La matrice H est unitaire car produit de matrices

unitaires. On note Q = H* On a
Q=HMx ... x Hin-1

car les matrices de Householder et matrice identité sont unitaires et hermitiennes.

. Si A est réelle alors par construction Q et R sont réelles. Les coefficients diagonaux peuvent alors

étre choisi positif lors de la construction de chaque matrice de Householder.

. Pour montrer 'unicité d’une telle factorisation, on note Q1, Q2, deux matrices orthogonales et Ry,

Rs, deux matrices triangulaires & coefficients diagonaux positifs telles que
A= Q1R; = Q2Ro.
Comme A est inversible les coefficients diagonaux de R; et Ro sont strictement positifs. On a alors
I = A~ = QR R Q35!

et donc
Q'Q = RiRy' =T,

Comme Q; est orthogonale on a T = Q}Qs et

T*T = (QEQ2) R Q2 = QEQ:QEQ; = I.
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La matrice T est donc orthogonal. De plus T = R;R5! est une matrice triangulaire supérieure a coef-
ficients diagonaux strictement positifs puisque produit de triangulaire supérieure a coefficients diag-
onaux strictement positifs. La matrice [ étant symétrique définie positive, d’aprés le Théoréme 3.15
(factorisation positive de Cholesky) il existe une unique matrice L triangulaire inférieure a coeffi-
cients diagonaux strictement positifs telle que LL* = 1. Cette matrice L est évidemment la matrice
identité. On en déduit que T = L.* = [ et donc Q; = Q2 et Ry = Ro.

43’ Exercice 3.1.11: Algorithmique

Q. 1 Ecrire une fonction FAcTQR permettant de calculer la factorisation QR d’une matrice A €

M, (C).

On pourra utiliser la fonction HOUSEHOLDER (voir Ezercice 3.1.9, page 90).

Q. 2 Ecrire un programme permettant de tester cette fonction.

Correction Exercice 3.1.11

Q. 1 L’objectif est de déterminer les matrices Q, matrice unitaire, et R matrice triangulaire supérieure
telle que A = QR.

Données : A : matrice de M, (K).
Résultat : Q : matrice unitaire de M, (K).
R : matrice triangulaire supérieure de M., (K).

On rappelle la technique utilisée dans la correction de I'exercice 3.1.10 pour déterminer I’ensemble des
matrices de Householder permettant de transformer la matrice A en une matrice triangulaire supérieure.
On pose

AT — - pUHI) — IEHATRT g € [0, — 2]

ot H* 1 est soit une matrice de Householder soit la matrice identité. Plus précisement, on note s € K™%

le vecteur composé des n — k derniéres composantes de la k + 1-éme colonne de Al¥] et a = ( ~~~~~ )

e Sis; =0 ou s colinéaire a e?_k premier vecteur de la base canonique de K™% alors

[H[kJrl] =1

En notant ey, ; le k + 1-¢me vecteur de la base canonique de K", cette matrice peut-étre calculée
avec la fonction HOUSEHOLDER par

[H¥+1) o] < HousenoLpER(a, €}, 1, 1)

o sinon HF+11 = |.

On a vu que dans ce cas Al"1] est triangulaire supérieure. On pose H = H" =1 x ... x H qui est une
matrice unitaire. On a alors R = A"~ = HA et Q = H*.

Algorithme 3.18 Algorithme 3.18
1: | Calculer Q et R I* fl: H«— HP=1 x ... x HU

22 R—H=A
3: Q<—|H*
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Algorithme 3.18

Algorithme 3.18

1:| |H<7[H["71] ><---><|H[1]
2 R—H=A

3 Q— H*

(1. Hel

: A0l — A
: Pour k — 0 a n— 2 faire
Calculer H*+11 & partir de Al¥]

1

2

3

N 4:
< 5:
6

7

A[Iﬁ»l] - [H[kJrl] % A[k]
H «— [H[k+1] = [H
: Fin Pour

_
8 R—H=xA
9: Q «— H*

> ou R « A=l

Algorithme 3.18

Algorithme 3.18

1: He1

2: Pour k — 0 a n — 2 faire

3 | Calculer HF+1 & partir de Al¥] |
4 AT HF T 5 ALK
5
6

H «— HFEH « H
: Fin Pour
7. R — aln-1
8 Q«— H*

—

{3 :
> .

1: H<1
2: Pour k — 0 an — 2 faire

a— [04; ANk +1:n,k+1))
[HIF1, o] « HousenoLper(a, e}, 1, 1)

I

Alk+1] k411, plR]
H«— [H[kJrl][H

: Fin Pour

: R a1

Q « H*

© o >T

Ici, Vopérateur [e; o] est I'opérateur de concaténation de deux vecteurs.

Algorithme 3.18 Fonction FacTtQR

Données : A matrice de M,, (K).
Résultat : Q matrice unitaire de M, (K).
R : matrice triangulaire supérieure de M., (K).
1: Fonction [Q,R] «— FactQR (A)
2: H<«1
3: R — A
4:  Pour k — 0 an — 2 faire
5: a<— [0;R(k+1:nk+1)]
6: [S,a] < HousenoLpER(a, e}, 1, 1)
7 R—S=R
8: H<«—SxH
9:  Fin Pour
10: Q< H*

11: Fin Fonction

Q.2

3.2 Normes vectorielles et normes matricielles

3.2.1

' Definition 3.23

Normes vectorielles

Une norme sur un espace vectoriel V' est une application |e| : V' — R* qui vérifie les propriétés
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suivantes

o Jv] =0« v =0,

o |ow| = |af|v], Vae K, YveV,

o |u+v| < |ul|l + v, V(u,v) e V? (inégalité triangulaire).

Une norme sur V est également appelée norme vectorielle . On appelle espace vectoriel
normé un espace vectoriel muni d’une norme.
Les trois normes suivantes sont les plus couramment utilisées :

n

ol = > luil

i=1
N 1/2
2
lvll, = (Z |vi >
i=1
v, = max |v;.

i€[1,n]

Proposition 3.24

Soit v € K". Pour tout nombre réel p > 1, I'application |||, définie par

-~ 1/p
o], = (Z Ivi”>
i=1

est une norme sur K”.

Lemme 3.25: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Vz,y € K"
[y | < |yl - (3.47)

Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a égalité si et seulement si x et y
sont colinéaires.

Preuve. Exercice B.3.17, page 224 O

Lemme 3.26: Inégalité de Holder

Pourp>1et%—l—%:l,onaVa:,ye]K”

n n 1 s 1/q
PNEBTIRS (Z |$z‘p> (Z |yz‘|q> = |z, lyl, - (3.48)
=1 =1 =1

Cette inégalité s’appelle 'inégalité de Holder.

Preuve. Exercice B.3.19, page 227 O

' Definition 3.27

/ P . A . » . . .
Deux normes |o| et [o|", définies sur un méme espace vectoriel V, sont équivalentes s’il exite
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deux constantes C' et C” telles que

lz|" < Clz| et |z| <C|z| pour tout ze V. (3.49)

Proposition 3.28

Sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

3.2.2 Normes matricielles

¥ Definition 3.29
Une norme matricielle sur M,,(KK) est une application |e| : M,,(K) — R™ vérifiant

1. [Al =0« A=0,

2. |aa| = |of |A, Va € K, YA e M, (K),
3. [|A+B|| < |A|+|B|, V(A,B) e M,(K)? (inégalité triangulaire)
4. |AB| < |Al]B], ¥ (A, B) € My (K)?

Proposition 3.30

Etant donné une norme vectorielle ||o| sur K", I'application ||, : M, (K) — R* définie par

def gl

Al Tl

(3.50)

ve
’v?':O

est une norme matricielle, appelée norme matricielle subordonnée (i la norme vectorielle don-
née).
Elle vérifie

A, = bup |Av| = bup [Av]| = inf{aeR: M| < alv|, Yoe K"}. (3.51)
HUH<1 HvH 1

De plus, pour tout v € K" on a
law] < Al o] (3.52)

et il existe au moins un vecteur u € K™\{0} tel que
Al = Al fl - (3.53)

Soit [ la matrice identité d’ordre n, on a
[0, = 1. (3.54)

Preuve. On note B = {v € K" ; |v| <1} la boule unitée de K" et S = {v € K" ; |[v| = 1} la sphere
unitée de IK”. On note que les ensembles B et S sont des compacts car image réciproque de 'application
continue v — |v|| par le fermé borné [0, 1] (pour la boule) et le singleton {1} (pour la spheére).

e Vérifions que les égalités suivantes sont vraies :

def
a1, p“ %l _ sup ] = sup 4]
H H veB veES
On a
H o v
Al = 22| = sup |aw]
H H ve]K" H'UH veS
v£0
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Comme S < B on a aussi

sup |Av]| = bup [Av] . (3.55)
On peut aussi remarquer que
sup |Av|| = sup ||Av| (3.56)
veB veB
v#0

De plus, Vw € B\{0}, en posant u = Tw] €S- onaw = |w|w et
|Aw| = w] [Au] < |Au] car |w] <1
Or on a

[par] < sup Av].

et on obtient alors
Sup |Aw| < Sup |Av] .

wd
En utilisant (3.55) et (3.56), on en déduit

sup |[Aw| = sup ||Au] .
weB uesS

¢ Vérifions que I'application [e|, est bien définie sur M,,(K) i.e. VA € M, (K), ||A[, < +o0.
L’application v — [|Av| est continue donc son sup sur la sphére unitée qui est compacte est atteint.
e Montrons que Yv € K", |Av| < |A[, |v].
On a par définition du sup
Au v
L s L 1L
we Jul ~ o]
w0
et donc
| M| < A vl Vo e K™\{0}.
e Montrons qu’il existe u € K" tel que
w0 et bul = Al Ju].

On a
|Al; = sup |Av|
veS

La sphére unité étant compacte et application v — |Av| étant continue , il existe w € S tel que
A, = [|Aw] . Soit A € IK* et w = Aw # 0. On a |u| = |A| et

u
], = ] = \A R

e On a immédiatement

o, = sup 20— g 120 _
verr 01 werir [0]
v#£0 v#0
o Montrons que ||, est une norme matricielle.
L [Al,=0e=A,=07
< | trivial.
= | Soit A € M, (K).
A
Jad, =0 = sup 21— o) = 0, e K™\f0)
vek V]
v#0
= Av =0, Yo e K"\{0}
Soit {ei,..., ey} la base canonique de IK™. On a alors Vj € [1,n], Ae; = 0 et on en déduit que

A= <ei,Aej> =0, V(L]) € [[1711]
et donc A = O.
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2. Montrons que |aA|| = |a||A], Ya € K, YA € M, (K),.
Soient o € K et A € M, (K). On a aA € M, (K) (car M, (IK) est un espace vectoriel) et

ladv]| ol |[Av]
laal, = = car [ou| = |af |u]
i O T R S P
v#0 v#0
H vH
Ial = |l [Al, -

3. Montrons que |A+ B, < ||A], + |B|,, Y (A, B) € M, (K)?
Soient A et B deux matrices de M, (K). On a A + B € M, (K) car M,,(K) est un espace
vectoriel et

Bl — o GBI a0 B
verm V] ve” ||
v#0 v#0
A B
< sup M par inégalité triangulaire dans K"
vek [V
v#£0
lew| |l
< sup 20 — Al + Bl
'vei{; H'UH ve]K H H

4. Montrons que |AB|, < [|A], |Bl,, ¥ (A, B) € M, (K).
( naA

Soient A et B deux matrices de ./\/l K). O B € M, (K) par définition du produit matriciel
et
B| — sup LEBRL _  JAEY)]
*ovekr vl ek [l
v#0 v#0
A, |B
< sup LA TBL o ) < ), ) v e e
ver [V
v#£0
II[BvH
ko
O
= 2 -~
Théoréme 3.31
Soit A e M,(K). On a
Av|
Al & sup |2w], = a; 3.57
H ”1 weK™ |’U||1 ge[[l n}]2| ]| ( )
v£0
. |Av]
[All, & sup S22 = /P (A*A) = /P (AA%) = |A*], (3.58)
vek™ (V]2
v#£0
e A =
|A], % sup l2ol _ 3 Jay] (3.59)
vek® [Vl elin] &4
v#0 J
La norme |e||, est invariante par transformation unitaire :
UU* =1 = [A], = [AU], = |UA], = [U*AU], . (3.60)
Preuve. Exercice B.3.24, page 230 O
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Corollaire 3.32

1. Si une matrice A est hermitienne,on a [|A|, = P(A).

2. Si une matrice A est unitaire, on a |A, = 1.

Preuve. 1. Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne. Elle est donc normale. D’aprés le théoréme 3.2
(réduction des matrice) page 63, il existe une matrice unitaire U et une matrice diagonale D telles
que

A = UDU*.

Les matrices A et D sont semblables: elles ont les mémes valeurs propres et donc

De plus, comme A est hermitienne, ses valeurs propres sont réelles et donc D € M, (R). Comme la
norme 2 est invariante par transformation unitaire, on a

|4l = [UDU* |, = D], -

De plus, D étant réelle, on obtient

ID], = /P (D*D) = v/ (D?)

La matrice D étant diagonale on en déduit que

p (D?) = p(D)>.

On obtient donc
A, = P(D) = p(A).

2. Si Ae M, (C) est unitaire ou si A e M,,(R) est orthogonale alors AA* = [ et donc

|Al, = /P (Ab¥) = A/p (1) = 1.

O
A et
Théoréme 3.33
1. Soit A une matrice carrée quelconque et [e| une norme matricielle subordonnée ou non, quel-
conque. Alors
p(4) < [4]. (3.61)

2. Etant donné une matrice A et un nombre £ > 0, il existe au moins une norme matricielle

subordonnée telle que
Al < p(8) + <. (3.62)

Preuve. 1. Soient A e M, (K) et (A, u) un élément propre de A :
ue C"\{0}, et Au=)u.
e Sila norme matricielle est subordonnée & la norme vectorielle || alors
[l = (Al = [ Au] < [A] fu
Or u € C™"\{0} et donc on en déduit que

VA e p(p), A <]|a].
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e Sila norme est quelconque (non forcément subordonnée), I'inégalité suivante n’est plus vérifiée

A < [[A] [l -
Par contre on a pour toute matrice B € M,,(K)

IAB|| < [A] [B] -
Comme (A, u) un élément propre de A, on a

Auu* = duu®

et donc
|A(uu®)| = [ A(uw™)| = [A] [uu®].

De plus on a
| Auu™) | < [[A] ] (we)]

ce qui donne
A ™[ < A ] (wa™) |

Comme la matrice B = uu™ est non nulle car v non nul et
(vu*)u = u(w*)u) = ulu,u) # 0.

on obtient
Al < [A]

et on en déduit alors
VA€ p(A),|A] < |A.

2. voir [1], théoréme 1.4-3 page 18-19.

Théoréme 3.34

L’application ||e], : M,, — R™ définie par

1/2

|Alg = > laglt | =), (3.63)

(6,5)=€l1,n]?

pour toute matrice A = (a;;) d’ordre n, est une norme matricielle non subordonnée (pour n > 2),
invariante par transformation unitaire et qui vérifie

|Al, < Al < VRlAly, VA€ M. (3.64)

De plus || 5 = v/n.

Théoréme 3.35
1. Soit ||e|| une norme matricielle subordonnée, et B une matrice vérifiant
IB| < 1.

Alors la matrice (I + B) est inversible, et

1

1+ [B)_1H < ——.
| ]

2. Si une matrice de la forme (I + B) est singuliére, alors nécessairement

IBl =1
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pour toute norme matricielle, subordonnée ou non.

Preuve. 1. Par ’absurde, on suppose la matrice | + B singuliére (non inversible). Alors 0 est une de
ses valeurs propres. On note (0,u) un élément propre de | + B. On a donc

(l+Bu=0 < Bu=-u
< (—1,u) élément propre de B
ce qui est en contradiction avec p(B) < |B| < 1.
La matrice | + B est donc inversible.

Par définition de 'inverse
1+B)(+B) ™" =1

et donc
(0+B) ' +BI+B)*" =1

ce qui s’écrit aussi
(0+B)'=1-B(I+B)™

En prenant sa norme on obtient

l0+B)?| = |r-Ba+B)
< I+ H[B(I] + [B)'IH par l'inégalité triangulaire
< 1+ H[B(ﬂ + [B)_1H car pour une norme subordonnée |l =1
< 1+]B| H(u +B)™"

Ce qui donne

H(u +B)™? <1

~ Bl |+ B

et donc l'inégalité est démontrée.

2. On a démontré lors de la démontration par ’absurde que si | + B est singuliére (non inversible)
alors p(B) = 1. Comme pour toute norme P(B) < |B| (voir théoréme 3.33, page 101), on obtient

Bl > 1.

3.2.3 Suites de vecteurs et de matrices

' Definition 3.36

Soit V un espace vectoriel muni d’une norme ||, on dit qu’une suite (v;) d’éléments de V' converge
vers un élément v e V, si

lim |vy —v|| =0

k—0
et on écrit

v = lim Vg.
k—o0

Théoréme 3.37: admis, voir [1] Théoréme 1.5-1 page 21-22
Soit B une matrice carrée. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. limy_, B =0,

2. limy_,o B*» = 0 pour tout vecteur v,

3. P(B) <1,

Compiled on 2022/09/15 at 10:51:48

3. Résolution de systémes linéaires

3.2.3 Suites de vecteurs et de matrices

3.2.Normes vectorielles et normes matricielles



3. Résolution de systémes linéaires

3.3.0 Suites de vecteurs et de matrices

3.3. Conditionnement d’un systéme linéaire

104 Résolution de systémes linéaires

4. |B|| <1 pour au moins une norme matricielle subordonnée ||e||.

Théoréme 3.38: admis, voir [1] Théoréme 1.5-2 page 22
Soit B une matrice carrée, et |e|| une norme matricielle quelconque. Alors

lim [B*]"" = p(B).

k—o0

3.3 Conditionnement d’un systéme linéaire

Pour la résolution numérique d’un systéme linéaire Az = b, il est rare que les données A et b du probléme
ne soient pas entachées d’erreurs (aussi minimes soient-elles). La question qui se pose alors est de savoir
si de petites perturbations sur les données ne peuvent pas entrainer des erreurs importantes sur le calcul
de la solution.

Exemple de R.S. Wilson

Soient ) )
75 6 s S
— — 25 25
A s 6 10 9| 2 0 —?% — 155 0
7 5 9 10 —ﬁ — 100 0 —%
et b* = (32, 23, 33, 31), (Ab)* = (165> — 765> T85> — 105 - Des calculs exacts donnent
Az =0b — zt=(1,1,1,1)
91 9 27 179
Au = (b+ Ab to (= 2 20 1Y
u=(b+Ab - (50’ 25’ 20’ 100)

~ (1.8, —0.36, 1.3, 0.79)

(A+ AL =b = v* = (=81, 137, —34, 22)

18283543 31504261 3741501 5235241
A+ Al = (b+ Ab — oo (- _
(h+Aky = (b+Ab) Y < 461600 ° 461600 ' 230800 461600)

~ (—39.61, 68.25, —16.21, 11.34)

Il est clair sur cet exemple que de petites perturbations sur les données peuvent entrainer des erreurs
importantes sur la solution exacte.

On dit que le systéme linéaire prédédent est mal conditionné ou qu’il a un mauvais condition-
nement car il est sujet & de fortes variations de la solution pour de petites perturbations des données.
A contrario, on dit qu’il est bien conditionné ou qu’il a un bon conditionnement si de petites
perturbations des données n’entrainent qu’une variation raisonnable de la solution.

Une nouvelle question : est-il possible de "mesurer" le conditionnement d’une matrice?

Définitions et résultats

' Definition 3.39

Soit |.| une norme matricielle subordonnée, le conditionnement d’une matrice réguliére A, associé
a cette norme, est le nombre

cond(A) = ||A| HWH :

Nous noterons cond,(A) = [|A], [A],.
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Proposition 3.40

Soit A une matrice réguliére. On a les propriétés suivantes
1. Va e K*, cond(ah) = cond(A).
2. condy(A) =1, Vp e [1, +00].

3. condz(A) =1 si et seulement si A = aQ avec a € K* et Q matrice unitaire

Preuve. Soit A une matrice réguliére.

1. Soit a € K*, on a

e - 1 _

cond(a) *! at] | ()| = Jaf ] | 4"
_ NPT 1
= lo 0 7 ] = 1
= cond(A)

2. On a | = AA™. Or pour toute norme subordonnée, on a |l = 1 et donc 1 = |AA™| < ||A] [AY] =
cond(A).

3. Admis. Voir par exemple [7] Théoréme 2 page 142-143.

Théoréme 3.41
Soit A une matrice inversible. Soient z et £ + Az les solutions respectives de
Az =b et A(x+Az)=>b+ Ab.

Supposons b # 0, alors I'inégalité
|Az| |AB|
—— < cond(A)——
|| i

est satisfaite, et c’est la meilleure possible : pour une matrice A donnée, on peut trouver des vecteurs
b # 0 et Ab # 0 tels qu’elle devienne une égaliteé.

Preuve. On a
Ax=b et A(x+Az)=>b+Ab

or A(xz + Az) = Az + AAz et donc AAz = Ab ou encore Az = A"*Ab. Ceci donne

|AZ| = A Ab| < A |Ab|

et
bl = l|Az] < |A[ =] -

On en déduit
|Az| [b] < [A] |z |47 |Ab] .

Comme b # 0, on a = A™*b # 0 et, les normes étant positives, on obtient

|Az| ™
< cond(A) ———
el ST

D’aprés la Proposition 3.30, pour toute norme matricielle subordonnée il existe au moins un vecteur
u € K™\{0} et un vecteur v € IK™\{0} tel que

|7 ] = &7 ul et aw] = [A] v -

En posant b = Av et Ab = u on a bien égalité. O
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Théoréme 3.42
Soient A et A + AA deux matrices inversibles. Soient x et £ + Az les solutions respectives de
Az =bet (A+ AA) (z+ Az) =b.

Supposons b # 0, alors on a

|Az|

PN IY
|z + Az|

ond(A)w.

Preuve. On a

Az =b= (A+ AA) (z+ Az) = Az + AAz + AA (z + Az)

et donc

Mz + AA(x+ Az) =0 <= Az = —A'AA(z + Az)
On en déduit alors

|Az] = |A A (@ + Ac)| < |47 A (@ + A)| < |47] |AA] |2 + Az

De plus, on a cond(A) = |A|||AY]| et donc |AY] = COTX‘(‘A) ce qui donne
AN
[Az| < cond(A)'W| |z + Ax] .

Comme b # 0, on a £+ Az = (A + AA)'b # 0 et de I'inégalité précédente, on déduit alors

|Az| ™
— — — < cond(A)——.
[z + Ad] AT

Remarque 3.43 1. Plus le conditionnement d’une matrice est proche de 1, meilleur il est.

2. Si une matrice A est mal conditionnée, il est possible de trouver une matrice P inversible tel que la
matrice P~A soit mieux conditionné... Résoudre Az = b est alors équivalent & résoudre P-!Az =
P-1b. La matrice P est appelé préconditionneur. Le choix P = A est idéal mais n’est pas réellement
utilisable. Si A est une matrice dominante alors on peut utiliser le préconditionneur de Jacobi:
P = diag(A).

3.4 Meéthodes itératives

341 Principe

On souhaite résoudre le systéme linéaire Az = b par des méthodes itératives. Ces derniéres consitent
en la détermination d’une matrice d’itération B et d’un vecteur ¢ tels que la suite de vecteurs z!¥]
définie par

2t — Bzl + ¢, k>0, 29 arbitraire
soit telle que limy_, o zlFl = z et z solution de Az = b. Bien évidemment les matrices B et les vecteurs ¢

dépendront de A et b.
Nous allons étudier plusieurs méthodes itératives et pour chacune d’entre elles nous expliciterons la

matrice d’itération B et le vecteur ¢ associé.

3.4.2 Présentation des méthodes usuelles

Soit A € M,,(K) une matrice réguliére, d’éléments diagonaux non-nuls, et b € K”. On note D la matrice
diagonale telle que D = diag(A), E la matrice triangulaire inférieure a diagonale nulle définie par

Eij = _Aij 7 >j ’
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et [ la matrice triangulaire supérieure a diagonale nulle définie par

Fij = —Aj <] '
On a alors
A11 0 0 0 0 0 A12 Al n
A
A = 0 +| 7 +
0 . : S
0 0 An,n An,l An,nfl 0 0 0
- D-E-F= D (3.67)

On rappelle que la i-éme équation du systéme linéaire Az = b s’écrit

n i—1 n
b,’ = Z AT = Z AT+ A X + Z Aj 5. (368)
=1 =1 j=it1

Il faut aussi noter que la matrice diagonale D est inversible car les éléments diagonaux de A sont non
nuls par hypothése.
Meéthode de Jacobi

Pour obtenir la méthode itérative de Jacobi, il suffit de mettre, dans la formule (3.4.2), l'itéré k + 1 sur
le terme diagonale et 'itéré k sur les autres termes pour avoir

i—1 n
k k+1 k
b; = Z Ai,jxg- ] + Ai,ixg ] + Z Aw-xg- ]
j=1 j=i+1
ce qui donne

1 n
xE’”” = — (bi - Z Aijxgk]> Vie [1,n] (3.69)

A J=Lj#i
Méthode de Gauss-Seidel

Pour obtenir la méthode itérative de Jacobi, il suffit de mettre, dans la formule (3.4.2), litéré k + 1 sur
la partie triangulaire inférieure et 'itéré k sur les autres termes pour avoir

i—1 n
bi= 2, Amxgkﬂ] + izl 4 2 Aml’gk]-
j=1 j=i+1
ce qui donne
i—1 n
1
.%‘Z(-kJrl) = — <bl — Z AiijkJrl] — Z Aijxgk]> Vi e [1,nﬂ (370)
Aii j=1 j=it1
Meéthodes de relaxation

Ces méthodes sont basées sur un paramétre de relaxation w € R* et sont données par

(]

xEkH] = wgl[kﬂ] + (1 —w)z;
ot gEkH] est obtenu & partir de 'une des deux méthodes précédentes.

Avec la méthode de Jacobi

(k+1) _ W b — S (K] 1— ¥ vi e 11
x; v ( i Z AijT; ) + (1 —w)z; " Vie[1,n].

j=1j#i

Compiled on 2022/09/15 at 10:51:48

3. Résolution de systémes linéaires

3.4.2 Présentation des méthodes usuelles

3.4.Méthodes itératives



3. Résolution de systémes linéaires

3.4.2 Présentation des méthodes usuelles

3.4. Méthodes itératives

108 Résolution de systémes linéaires

Avec la méthode de Gauss-Seidel
i—1 n
xEkH] = % (bi - Z Aijacg-kﬂ] - Z Aijxg-k]> +(1— w)xl[k] Vi e [1,n]
w j=1 j=i+1
Cette derniére méthode de relaxation, utilisant la méthode de Gauss-Seidel, est appelée méthode S.O.R.
(successive over relaxation)
}3’ Exercice 3.4.1

En écrivant A sous la forme A = D — E — |, montrer que les méthodes itératives de Jacobi, Gauss-
Seidel et S.O.R. s’écrivent sous la forme zl*+1 = Bzl*! + ¢, ot 'on exprimera les matrices B et les
vecteurs ¢ en fonction de D, E, F et b.

Correction Exercice 3.4.1 On rappelle que la i-éme équation du systéme linéaire Az = b s’écrit

n 1—1 n
bi = Z Ai,jxj = 2 Ai}jl'j + Am-xi + Z Ai,jxj~
j=1 j=1 j=i+1

et que ceci correspond a I’écriture matricielle
b=0Dz —tr — [z
e Pour la méthode de Jacobi on a, Vi € [1,n],
k ey k S k
1
b; = Ai,ixz[ +1] + Z Aiij][- 1 + Z Ai7j$£» ]
Jj=1 Jj=it+1

ce qui s’écrit matriciellement
b = DalF+t) — pxltl — plkl,

On a donc
DxF 1 = b + (E + F)z!t]

Comme la matrice D est inversible, on obtient
e+ — DY(E + F)z* + Db
La matrice d’itération de Jacobi est B = D*(E + ) et le vecteur ¢ = D*b.
e Pour la méthode de Gauss-Seidel on a, Vi € [1,n],
i—1 n
b, = Ai,ixl[kJrl] + Z Ai7j$J[-k+1] + Z Ai7j.13£-k].
j=1 j=i+1

ce qui s’écrit matriciellement

b = Dtk — Egli+1] _ palkl,

On a donc
(D — E)zl**+1 = 4+ Fzl¥)

Comme la matrice D — E est inversible (matrice triangulaire inférieure d’éléments diagonaux non

nuls), on obtient
2 — (D —E)'Fet* + (D—E)'b

La matrice d’itération de Gauss-Seidel est B = (D — E)'F et le vecteur ¢ = (D — E)™'b.
e Pour la méthode S.O.R. on a, Vi € [1,n],

i—1 n
Sle1] _ W (bi B 2 Aijxj['k+1] _ Z Aijxg'k]) +(1- w)%[:k]
j=1

7
Aii j=it+1
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ce qui s’écrit aussi
Aii_[k+1] 1-2_1 [k+1] Z" W, l—w [k
i [k+1 +1 -
—; + Aij.lf]- = bz — Aijxj + 7Aiixi
Jj=1 j=i+1

et matriciellement on obtient

(ID - [E) LA <1wﬂ) + [F) zl* 4 b,
w w

Comme la matrice (% — [E) est inversible (car triangulaire inférieure a éléments diagonaux non

nuls), on a
-1 -1
zlh+1 = (D - [E) (HU[D + [F> xl* <D - [E> b
w w w

La matrice d’itération de S.O.R. est B = (% — [E)_l (“TwID + [F) et le vecteur ¢ = (% — [E)_lb.

Proposition 3.44

Soit A une matrice réguliére telle que tous ses éléments diagonaux soient non nuls. On note D =
diag(A) et E, [, les matrices a diagonales nulles respectivement triangulaire inférieure et supérieure
telles que A=D —E —F. On pose L = D*E et U = D!F.

La matrice d’itération de la méthode de Jacobi, notée J, est donnée par

J=DYE+F)=L+U, (3.71)
La matrice d’itération de la méthode S.O.R., notée L,,, est donnée par

Lo = (D _ [E)_l (1_“’@ + [F) = (1= wl)™ (1 = w)l + wU). (3.72)

w w

et elle vérifie
P(Ly) = |w—1]. (3.73)

La matrice d’itération de Gauss-Seidel est £ et elle correspond a
Li=D-E)'F=(0-0)"U. (3.74)

Preuve. Les résultats découlent de I’Exercice 3.4.1 pour 'écriture en fonction des matrices D, E et [.
Pour l’écriture en fonction des matrices L et U seule ’équation (3.72) n’est pas forcément immédiate. On

a vu que
D -
Lw = < - [E> <w[D + [F)
w w

et comme E = DL et F = DU on obtient

_ <1ID[|] - wﬂ_]>_1 <1ID[(1 — W)+ wUJ])

(1= wl)® <1ID) ; (i@) (1 = w)l + wU)
= (1 wl) (1 - w)l + wV)

Il reste & démontrer I'inégalité (3.73). La matrice L est triangulaire inférieure a diagonale nulle car elle
est le produit d’une matrice diagonale (et donc triangulaire inférieure) D! et d’une matrice triangulaire
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inférieure E & diagonale nulle. De méme la matrice U est triangulaire supérieure a diagonale nulle.

On sait que le déterminant d’une matrice est égale aux produits de ses valeurs propres comptées avec
leurs multiplicités. En notant n la dimension de la matrice £,,, et en notant A;(L,,) ses n valeurs propres,
on a donc

det(Ly) = [ JAi(Lw).

Le rayon spectrale de L, noté p(L,,), correspond au plus grand des modules des valeurs propres. On a

alors

P(Lu) = max IN(Lu)] = |det(Ly)]"

De plus on a

det(Ly) = det ((u —wl) (1= w)l + th)) = det ((u - wl]_)'i) det (((1 — w)l + wU))

La matrice | — wl est triangulaire inférieure a diagonale unité donc son inverse aussi. On en déduit
det ((1 —wl)™) = 1. Lamatrice (1—w)l+wU est triangulaire supérieure avec tous ses éléments diagonaux

valant 1 — w et donc det (((1 — w)l + wU)) = (1 — w)™. On a alors | det(Ly,)| = |1 — w|™ et

P(Ly) = | det(Ly)]Y™ = 1 —w).

3.4.3  Etude de la convergence

Théoréme 3.45
Soit A une matrice réguliére décomposée sous la forme A = M — N avec M réguliére. On pose
B=M'N et ¢=0M"b.

Alors la suite définie par
zl e K* et zlFt = BglFl 4 ¢

converge vers Z = A™'b quelque soit z!% si et seulement si p(B) < 1.

Preuve. Comme Z = A™'b (sans présupposer la convergence) on a MZ = NZ + b et alors
z=M'"WNz+M'b=Bx+c

On obtient donc
z —zlF U = Bz — M)

Or la suite z[*] converge vers Z si et seulement si la suite el*! ez — gt converge vers 0. On a
elfl = [Bke[o]7 Vk € IN.

D’aprés le Théoréme 3.37, page 103, on a limy_, o, Bel” = 0, Vel% € K" si et seulement si p(B) < 1.
O

Corollaire 3.46

Soit A une matrice vérifiant A; ; # 0 Vi. Une condition nécessaire de convergence pour la méthode
S.O.R. est que 0 < w < 2.

Preyve. On a vu en (voir Proposition 3.44, page 109) que p(L,) = |w — 1|. Donc si p(L,) = 1, la
non-convergence est certaine d’aprés le Théoréme 3.37, page 103. Une condition nécessaire (mais non
suffisante) de convergence est que |w — 1| < 1 ie. w €]0,2]. O
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Théoréme 3.47

Soit A une matrice a diagonale strictement dominante ou une matrice inversible a diagonale forte-
ment dominante alors

e la méthode de Jacobi est convergente,

e si w €]0,1] la méthode de Relaxation est convergente.

Preuve. voir [7], vol.2, Théoréme 19 et 20, pages 346 a 349.

Théoréme 3.48

Soit A une matrice hermitienne inversible en décomposée en A = M — N ou M est inversible. Soit
B = 1 — MA, la matrice de 'itération. Supposons que M* + N (qui est hermitienne) soit définie
positive. Alors p(B) < 1 si et seulement si A est définie positive.

Preuve. (voir Exercice 3.4.2, page 111)

43’ Exercice 3.4.2

Soit A € M,, ,(C) une matrice hermitienne inversible décomposée en A = M — N ou M est inversible.
On note B = 1 — MA.

Q. 1 Montrer que la matrice M* + N est hermitienne.
On suppose maintenant que M* + N est définie positive.

Q. 2 Soit x un vecteur quelconque de C™ et y = Bx.
1. Montrer que

(@, Az) — (y, Ay) = (x, AV Ay + (M Az, Ay — (M7 Az, AV Ax) (3.75)

et
z—y="MAz (3.76)

2. En déduire que
(@, Az) — (y, by) ={(z —y), 1" + N)(z —y)). (3.77)
Q. 3 Montrer que si A est définie positive alors p(B) < 1.

Q. 4 Démontrer par Uabsurde que si P(B) < 1 alors A est définie positive.

Correction Exercice 3.4.2
Q.1 Ona

(M* + N)* =M+ N*
=A+N+N*=A*+N+N* car A est hermitienne
=M* + N.
La matrice M* + N est donc hermitienne.
Q.2 1. Onay =Bz avec B=1—M1A ce qui donne
r—y=z—Bz=(1-B)z=M"Az
L’équation (3.76) est donc démontrée. Pour prouver (3.75), on note que

y=x— Mz
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et donc

(y,by) = (& — M 'Az, Az — M Az) )
=z, hx) — (M hx, Az )y — (x, AV Az ) + (MM Az, AMT A

On en déduit immédiatement (3.75).
2. En utilisant (3.76), on obtient

-y, (M*+N)(z—y)) =M"Az, (M* + N)M*Az)
= (M*Az, (M + N*)MAz) car M* + N hermitienne
= (Mt hz, (M + M* — AF)M AT car N=M— A

= <|}’I'1Aa:, Ax> + <M'1M, M*M'iAx> - <M‘1M, Al}’l'l/Ax> car A hermitienne

Or, par propriété du produit scalaire, on a
(M A, MM ATy = (MM A, M Az = (A, WA = (z, AV Az
Comme A est hermitienne, on obtient
(Mt A, MM Ay = (o, AV A
On abouti alors a
-y, (M*+N)(z—y)) =M'Az, Az) + (&, M Az) — (M Az, AV Az ) .

L’équation (3.77) est obtenue en utilisant (3.75).

Q. 3 On veut démontrer que sous les hypothéses A hermitienne définie positive et M* + N (hermitienne)

définie positive on a p(B) < 1, c’est a dire que pour tout élément propre (A, u) de B alors |A| < 1.

Soit (A\,u) € C x C™\{0} un élément propre de B. On a Bu = \u. En prenant £ = u dans Q.2, on a

y = Bu = M et donc £ —y = (1 — A)u. De (3.77) on obtient
Cu, buy — Oy M)y = (1= Nu, (M* + N)((1 — M)

c’est a dire

(1 — X)) (u, Ay = |1 — A2 (u, (M + N)u). (3.78)

Comme par hypotheése, la matrice M* + N (hermitienne) est définie positive et u # 0, on obtient
u, (M* +N)uy >0

et donc on déduit de (3.78) que
(1 — [X?) (u, Au) = 0.

Comme A hermitienne définie positive et u # 0, on déduit de (3.78) que 1 — [A|> > 0 et donc |A| < 1.
On va démontrer par absurde que |A| # 1. On suppose |A| = 1, de (3.78) on déduit

[T — A\P* Cu, (M* + N)u) = 0.

Comme par hypothése, la matrice MM*+N (hermitienne) est définie positive et u # 0, on obtient [1—-\|? = 0,

c’est & dire A = 1. Or dans ce cas on a
y =Bz = Bu = \u = u.

L’équation (3.76) donne alors
0=M"Au.

Comme u # 0, et que M™A est inversible, I’équation ci-dessus est impossible, donc || # 1.
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Q. 4 On veut démontrer par Pabsurde que, sous les hypothéses M* + N (hermitienne) définie positive, A
hermitienne inversible et p(B) < 1, on a A définie positive.

On suppose que A n’est pas définie positive. Alors il existe £ € C™\{0} tel que (z, Az) ¢ RT*.

Pour une matrice quelconque que {zx, Az) € C, or comme A est hermitienne on a {(z, Az) € R. En effet,
par propriété du produit scalaire on a

{z,Ax) = (pA*z,z) = (Ax,x) = (T, AT).
On note zl% = z et ay = <.’1:[U],A:1:[0]> le nombre réel négatif ou nul (g < 0). On défini alors pour
les suites
2 = Balt 11 ety = (2,000,

On a alors
zlFl = [ka[o], vk € IN.

D’aprés le théoréme du cours (Théoréme B.72 page 195),

P(B) <1 «— lim BFv, ¥v.
k—+o0

On a donc

lim z* =0 et lim ap =10
k—+w k—+w

On utilise maintenant Pégalité (3.77) avec x = zlF=1 et y = Bz = z!*]

<x[k_1],ﬁ\x[k_1]>—<a:[ palk > < U=l _ glkly (1% + N) (2 [k_l]—a:[k])>

On peut noter que z*~1 — zlkl £ 0, car sinon 2P~ = g+l = BzlF—1 et X\ = 1 serait valeur propre de
B . il faudrait montrer que x[ 20
Dans ce cas, comme M* + N est définie positive, on obtient

(a1, 51— (o]0l =y, — a0,

La suite (ag)ren est donc strictement décroissante de premier terme «g < 0: elle ne peut converger vers

0.
Montrons par récurrence forte que zl* = 0, ¥l — k=1 £ 0 et 0 > a1 > ay, k € IN*.

o Initialisation : On a zl% % 0 et 2" = Bzl0].
On montre par 'absurde que z!* # 0. Supposons z* = 0, alors a; = 0 et 2l — M = 2[0 « 0.
Comme M* + N est hermitienne définie positive on obtient

Q—Oél—< .'1:[1 M*+N >>0
et contradiction avec ag < 0.
On montre ensuite par 'absurde que z[% # 21 Supposons z!'! = 2%, Par construction 2! =
Bz[Y, et dans ce cas, comme z[% 0, (1,:1:[0]) serait un élément propre de B: contradiction avec
p(B) < 1.

Comme 2% — z[11 £ 0, on a
ao—a1—< T — ), (0% + N) ([0 — ] >>O

et donc 0 = ag > aj.

e Hérédité : On suppose la propriété vraie jusqu’au rang k. On a alors zl# % 0, zl*+1] = Bgl*] et
a < 0.
On montre par 'absurde que z*+11 5 0. Supposons zl**+1 = 0, alors aj41 = 0 et zl* —
zl¥l £ 0. Comme M* + N est hermitienne définie positive on obtient

glF+1]

O — Qg1 = <(z[k] — k1) (9% 4 ) (2[F) - x[k+11)> >0

et contradiction avec ay < 0.
On montre ensuite par 'absurde que z!*! % 2[5+l Supposons zl*+11 = z[*]. Par construction
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zlF 1 = Bzl*] | et dans ce cas, comme z[¥] = 0, (1, x[k]) serait un élément propre de B: contradiction

avec p(B) < 1.
Comme z*] — zl*+1 20, on a

ok = apgr = (@ =2l 1), (1 + W)@ — 2l 1) ) > 0

et donc 0 > ay > ajy1-

S
= PO
Théoréme 3.49
Soit A une matrice hermitienne définie positive, alors la méthode de relaxation converge si et seule-
ment si w €]0, 2[.
Preuve. voir [7], vol.2, Corollaire 24, page 351. O

344  Algorithmes

Nous allons écrire des algorithmes pour chacune des méthodes itératives proposées. L’objectif n’est pas
d’écrire des algorithmes "optimisés" mais de voir la méthodologie permettant la construction d’algorithmes
simples et fonctionnels.

Principe de base

Les méthodes itératives pour la résolution d’un systéme linéaire Az = b s’écrivent sous la forme
e K et 2lF+1 = Bzt 4 ¢

La matrice d’itération B et le vecteur ¢ sont construits de telle sorte que si la suite (x[k])ke]N converge
vers Z alors Z est aussi solution du systéme linéaire Az = b.

Comme pour les méthodes de point fixe, La convergence de ces méthodes n’est pas assurée et siily a
convergence le nombre d’itération nécessaire n’est (& priori) pas connu. C’est pourquoi algorithmiquement
on utilise une boucle Tantque. On défini alors un nombre maximum d’itérations au dela du quel
les calculs itératifs sont stoppés et une valeur ¢ > 0 permettant d’arréter les calculs lorsque z!*l est
suffisament proche de Z. Pour étre plus précis, on note 7l¥1 = b — Azl¥] le résidu. On a alors

rlFl = 22 — pxlF] = pel¥]

Si on prend comme critére d’arrét

i
o]

<e
alors

et = [atrltd] < o] ] < o A ] 1B) = = |47t 142) < |47 4] J2] = € cond(2) 2]

et donc
et

||

< econd(A)

Pour éviter des soucis lorsque [b|| est proche de zéro, on peut utiliser comme critére d’arrét de con-
vergence
|
E.
ol +1

Comme vu avec les méthodes itératives de type point fixe (voir section 2.2.3, page 30), il n’est pas
forcément utile de stocker I'intégralité des termes de la suite z[*] puisque seul le "dernier" nous intéresse.
On a alors L’Algorithme 3.19 correspondant a un algorithme itératif générique sans stockage des valeurs
intermédiaires.
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Algorithme 3.19 Méthode itérative pour la résolution d’un systéme linéaire Az = b

Données :

A : matrice de M, (K) ,

b : vecteur de K",

z° vecteur initial de K™,

€ . la tolérence, e € R,

kmax : mnombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Reésultat :

z* . un vecteur de K" si convergence, sinon &

ke 0,z
z—2z r—b— Az,
: tol — e(|b] + 1)

k—k+1
Pp—=x

r—b— Az,

: Fin Tantque

: Si ||r|| < tol alors
xtol —2x

: Fin Si

R B A A

_ = =

: Tantque |r| > tol et k& < kmax faire

> p contient le vecteur précédent

x < calcul de l'itérée suivante en fonction de p, A, b, ...

> Convergence

Méthode de Jacobi

Pour Jacobi, la suite des itérées est définie par

k+1 1 S k .
JTE 1_ Ain b; — Z Aij.’lfg- 1 , Vie [[1,71].

115

Cette formule donne explicitement les composantes du vecteur z!+11 en fonction de la matrice A, et des
vecteurs b et zl¥1. A partir de 1’ Algorithme 3.19, on va construire par raffinements successifs la RSLJAcoBI

donnée dans I’Algorithme 3.20.

Algorithme 3.20

Algorithme 3.20

k «— 07 ztol - @

z—z0 r—b— Az,

: tol «— e(|b] + 1)

: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1

P—zx

© DTy

—_
[=)

: Fin Tantque
: Si |r|| < tol alors
ztol

: Fin Si

—
N =

— X

—
w

|x «— calcul par Jacobi
r—b— Az,

> Convergence

Lk 0, 2%« g

22 —x0,r—b— Az,

3: tol «— e(||b] + 1)

4: Tantque |r|| > tol et k& < kmax faire
5: k—k+1

6: p—x

7. Pour ¢ < 1 a n faire

1 n
8: Ti— (bi - Z vAijpj)

21

9:  Fin Pour

10: 1< b— Az,

11: Fin Tantque

12: Si ||| < tol alors
13: x*l 2

14: Fin Si

> Convergence
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Algorithme 3.20

Algorithme 3.20

Lk —0, 2zt — g

2z —20 r—b— Az,

3: tol — e(|b] + 1)

4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire

5: k—k+1

6: p—=x

7. Pour i < 1 & n faire
8:

1 n
9: Ti— — <bi - Z AijPJ')
" j=1,5#1i \3.

10:  Fin Pour

11: r<b— Az,

12: Fin Tantque

13: Si |r| < tol alors
14: ol —z

15: Fin Si

On peut alors écrire la fonction RSLJacosr

L ke 0,z — g

2 — 20, r—b— Az,

3: tol «— e(||b| + 1)

4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire

5 k<—k+1

6: p—x

7 Pour i < 1 a n faire

8: S0

9: Pour j — 1 an (j #1) faire
10: S« S+ A ;p;

11: Fin Pour

13:  Fin Pour

14: 1< b— Az,

15: Fin Tantque

16: Si |r| < tol alors
17z —x

18: Fin Si

Algorithme 3.20 Méthode itérative de Jacobi pour la résolution d’un systéme

linéaire Az = b

Données :

A : matrice de M, (K) ,

b : vecteur de K",

20 vecteur initial de K",

€ : la tolérence, e € R,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

X . un vecteur de K"

: Fonction X < RSLJacosr ( Ab,z°, ¢, kmax )

ke0,X — &
z—z20 r—b—Axx,
tol < e(||b] + 1)

k—k+1

p—zx

Pour i < 1 & n faire

S0

10: Pour j — 1 an (j #1i) faire
11: S — S+ A(i,j) = p(4)
12: Fin Pour
13: x(2) < (b(i) — S)/A(i,1)
14: Fin Pour
15: r—b—Axzx,

16:  Fin Tantque

17: Si |r| < tol alors
18: X «—=x

19: Fin Si

20: Fin Fonction

1
2
3
4:
5.  Tantque |r| > tol et k < kmax faire
6
7
8
9
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Méthode de Gauss-Seidel

Pour Gauss-Seidel, la suite des itérées est définie par

i—1 n
k41 1 k+1 k .
xg ) o b; — ;Aijmg- I Z Aijxg- Y vie [1,7]

v j=i+1

Cette formule donne explicitement la composante i du vecteur £l¥+11 en fonction de la matrice A, et des
vecteurs b et z!*], mais aussi des i — 1 premiéres composantes de z*+11. Contrairement a la méthode de
Jacobi, il est impératif de calculer sussessivement acgkﬂ], x£k+1]7 ... A partir de ’Algorithme 3.19, on va

construire par raffinements successifs la RSLGaussSebeL  donnée dans 1’Algorithme 3.21.

Algorithme 3.21 Algorithme 3.21

1 k0, z% — & 1 k—0, 2" — &

2z —z0 r—b— Az, 2z — 20 r—b— Az,

3: tol «— e(|[b]| + 1) 3: tol — e(|b] + 1)

4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire 4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire

5: k—k+1 5: k—k+1

6: pP<—x 6: p<—x

7

8: |a: « calcul par Gauss-Seidel \ 7. Pouri<—1lan fal_irle .

9: T<—b—A$, . (_i ._7 o .
10: Fin Tantque R S i A <b1 ]; Aijt jZHlAZ]p])
11: Si |r| < tol alors 9.  Fin Pour

122zl ez

13: Fin Si 10: r<—b— M’

11: Fin Tantque
12: Si |r| < tol alors
132z g

14: Fin Si

Algorithme 3.21 Algorithme 3.21

1 k0, z% — & 1 k0, 2z — &

2 2« x0, r —b— Az, 2z —z0, r—b— Az,

3: tol — e(|b] + 1) 3: tol < e(||b| + 1)

4: Tantque |r| > tol et k¥ < kmax faire 4: Tantque |r|| > tol et k& < kmax faire

5: k—k+1 5: k—k+1

6: p—=x 6: p—=x

7

8: |:l: « calcul par Gauss-Seidel \ 7. Pouri—1lan f::irle .

9 re<b-Az, . N Y b
10: Fin Tantque 1l & T ATL (bl B ;AUM B .;_1 AZ]p])
11: Si |r| < tol alors 9: Fin Pour ’ ’

122 2z
13: Fin Si 10: r«—b— AI,

11: Fin Tantque

12: Si ||| < tol alors
13zl 2

14: Fin Si

On peut alors écrire la fonction RSLGAUSSSEIDEL
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Algorithme 3.21 Méthode itérative de Gauss-Seidel pour la résolution d’'un sys-
téme linéaire Az = b

Données :

A : matrice de M, (K) ,

b . vecteur de K",

z0 vecteur initial de K",

€ :  la tolérence, e € R,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

X :  un vecteur de K"

1: Fonction X < RSLGaussSemrL (A, b,z°, e, kmax )
2 k<0, X<

30 ze—z0 r—b—Axzx,

4:  tol —g(|b] +1)

5.  Tantque |r| > tol et k < kmax faire

6

7

8

9

k—k+1

p—=zx

Pour i < 1 & n faire

: S0

10: Pour j«—1ai—1 faire
11: S— S+ A(i, ) = z(j)
12: Fin Pour
13: Pour j «—i+1an faire
14: S «— S+ A(i,j) = p(4)
15: Fin Pour
16: x(1) < (b(2) — S)/A(i,1)
17: Fin Pour
18: r—b—Axzx,

19:  Fin Tantque

20:  Si |r|| < tol alors
21: X —zx

22:  Fin Si

23: Fin Fonction

Jeux algorithmiques

On a bien siir noté que les fonctions RSLJacoBr et RSLGAUSSSEIDEL ont la méme ossature puisque
toutes deux basées sur I’Algorithme 3.19 générique. FEn effet seule la transcription de la ligne 7 de
I’Algorithme 3.19 différe :
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Fonction X <« RSLJacosr ( Ab,z% ¢, kmax )
k<0, X<
z—z0 r—b—Axx,
tol « e(||b]| + 1)
Tantque |r| > tol et k£ < kmax faire
k—k+1
p—=
Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j — 1 an (j # 1) faire
S < S+ A(i.5) * i)
Fin Pour
(i) < (b(i) — S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X~z
Fin Si
Fin Fonction

On va écrire les fonctions algorithmiques ITERJACOBI

119

Fonction X < RSLGaussSeeL (A, b, 20, &, kmax )
k—0,X—g
T2 r—b—Axx,
tol «— e(|[b]| + 1)
Tantque |r| > tol et k£ < kmax faire
k—k+1
p—=z
Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j—1ai—1 faire
S<—S+A®,7)*xz(4)
Fin Pour
Pour j — i+ 1 an faire
S < S+ A(i,) * p(j)
Fin Pour
(i) < (b(i) — 8)/A(i, 1)
Fin Pour
r—b— A=z,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —z
Fin Si
Fin Fonction

et ITERGAUSSSEIDEL permettant le calcul

d’une itérée respectivement pour les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel (voir Algorithmes 3.22 et 3.23).

Algorithme 3.22 Itération de Jacobi : calcul de x tel

Algorithme 3.23 Itération de Gauss-Seidel : calcul de x

que tel que
1 n 1 i—1 n
Ty = Ai <b7 — Z Ai]-y]-) s Vie [[1./77;}]. T = r (bl — Z Aj T — Z Ai,jyj> s Vi e HITLH
" j=1,j#i “ j=1 j=i+1
Données : Données :
A : matrice de M, (K) , A : matrice de M, (K) ,
b : vecteur de K", b : wvecteur de K",
y : vecteur de K", y : vecteur de K",
Reésultat : Résultat :
x : un vecteur de K" x : un vecteur de K"
1: Fonction x < IterJacosr ( A b,y ) 1: Fonction x « ITeErGAUsSSEIDEL ( A, b,y )
2 Pour i < 1 a n faire 2 Pour i < 1 a n faire
3 S0 3 S0
4 Pour j — 1 an (j #1) faire 4 Pour j «— 1 ai—1 faire
5: S — S+ A®i, ) *y(j) 5 S — S+ A(i,7) =x(j)
6 Fin Pour 6: Fin Pour
7 x(i) < (b(i) — S)/A(i, 1) 7 Pour j < i+ 1 a n faire
8:  Fin Pour 8 S — S+ A®,5)*y(j)
9: Fin Fonction 9 Fin Pour

o: x(i) < (b(d) — 5)/A(%,19)
11: Fin Pour
12: Fin Fonction

—

En utilisant ces deux fonctions, les algorithmes de résolutions de systémes linéaires par les méthodes
de Jacobi et Gauss-Seidel peuvent se réécrire sous la forme suivante :

Fonction X « RSLJacosiV2 ( Ab,z° ¢, kmax )
Ee0,X — &
z—2' r—b—Axzx,
tol « e(|b| + 1)
Tantque |r| > tol et k£ < kmax faire
k—k+1
pe=x
Z < IterJACOBI(A,b,p)
r—b—A=xzx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —z
Fin Si
Fin Fonction

Fonction X < RSLGaussSEDELV2 (A, b,x% ¢, kmax )
ke0,X —
z—2' r—b—Axx,
tol « e(|b] + 1)
Tantque |r| > tol et k£ < kmax faire
k—k+1
pe=
<« ITERGAUSSSEIDEL(A, b, p)
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si ||Ir| < tol alors
X —z
Fin Si
Fin Fonction
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En programmation, dés que I'on commence & faire des copier /coller! il faut se poser la question : est-il
possible de faire sans?

La plupart du temps la réponse est oui, et celd permet souvent de simplifier, clarifier et racourcir le
code ce qui simplifie grandement sa maitenance. Dans notre cas, on écrit I’Algorithme générique 3.19
sous forme d’une fonction & laquelle on ajoute aux paramétres d’entrées une fonction formelle ITERFoONC

permettant le calcul d’une itérée :

x <« ITERFONC(A, b, y).

Cette fonction est donc une donnée du probléme. On a alors

Algorithme 3.24 Méthode itérative pour la résolution d’un systéme linéaire Az = b

Données :

A : matrice de M, (K) ,

b : vecteur de K",

ITerFonc  : fonction de paramétres une matrice d’ordre n,

: et deux vecteurs de IK". retourne un vecteur de K.

z0 ¢ vecteur initial de K",

€ : la tolérence, e € R,

kmax :  nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

z'! . un vecteur de K" si convergence, sinon J

1: Fonction X < RSLMeTulITER (A,b, ITERFONC, Z¥, £, kmax)
2 k0,2 g

30 x—x0 r—b— Az,

4: tol « g(|b| + 1)

5.  Tantque |r| > tol et k < kmax faire
6 k—k+1

7 p—=x

8 x <« ITERFONC(A, b, p)

9: r—b— Az,

10  Fin Tantque

11:  Si |r| < tol alors

12: gl — gz

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

En utilisant cette fonction, les algorithmes de résolutions de systémes linéaires par les méthodes de
Jacobi et Gauss-Seidel peuvent se réécrire sous la forme suivante :

Fonction X <« RSLJacosiV3 ( Ab,z° ¢, kmax ) Fonction X < RSLGaussSEDELV3 ( A,b,z% ¢, kmax )
X < RSLMEeTHITER(A, b, ITERJACOBI, 20, £, kmax) X <« RSLMETHITER(A, b, ITERGAUSSSEIDEL, 2°, ¢, kmax)
Fin Fonction Fin Fonction

Méthode S.O.R.

Pour la méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w € R*, la suite des itérées est définie par

i—1 n
k+1 w k+1 k k .
x£+]:AT¢ bijleAijIE‘Jr]j;HAiﬂE‘] + (1 —w)zl vie[1,n]

LOpération qui pour un bon programmeur est une chose trés fatiguante!
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Fonction X < RSLSORV3 ( Ab,w,z°, ¢, kmax )

Algor:uthme 33? Itération 7SL.O.R. : calcul de z tel que ;ERFEZIII((MITVS) A'_’I)ITI]’“:‘R"‘S(F)‘R(M’O’Z&IEU)‘)
2= — b — ZAijIj _ Z Aijy; 1 — w)y; X < RSLMeTn rER(A, b, ITERFUN, 2°, ¢, kmax)
Aji o] i) Fin Fonction
Données :
A matrice de M, (K) ,
b : vecteur de K",
y @ vecteur de K",
w : réel non nul.
Reésultat :
x : un vecteur de K"

1: Fonction x < ITERSOR ( A,b,y,w )
2 Pour i < 1 a n faire

3 S0

4 Pour j — 1 ai—1 faire

5: S — S+ A7) =x(j)

6: Fin Pour

7 Pour j — i+ 1 an faire

8 S — 8+ A, j) = y(j)

9: Fin Pour

10: x(i) « w* (b(7) — S)/A(i,7) + (1 —w) = y(4)
11:  Fin Pour

12: Fin Fonction

Une ch’tite remarque
Les méthodes itératives que I'on a étudiées sont basées sur I’expression

zlF+ — palkl 4 ¢

Si 'on pose
:.z—Bx+c

alors
P+ — @(xlk]).

Cela vous rappelle-t’il quelque chose?

3.4.5 Exercices

43’ Exercice 3.4.3

Q. 1 Montrer que pour la matrice

1 2 =2

AA=11 1 1

2 2 1
la méthode de Jacobi converge, tandis que la méthode de Gauss-Seidel diverge.

Q. 2 Montrer que pour la matrice

2 -1 1
Ay = | 2 2 2
-1 -1 2

la méthode de Jacobi diverge, tandis que la méthode de Gauss-Seidel converge.

43’ Exercice 3.4.4

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne définie positive décomposée (par points) sous la forme
A=D-—E—TF ou D = diag(A), E est triangulaire inférieure et d’éléments nuls sur la diagonale et [
est triangulaire supérieure et d’éléments nuls sur la diagonale.

On étudie une méthode itérative de résolution su systéme linéaire Az = b. Soit 2y € C", on
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définit la suite (x)xen par

(D—B)xgi1p = Fxp+b (3.79)
(D—F)zrr1 = Expyqpp+b (3.80)

Q. 1 Ecrire le vecteur 1 sous la forme
Ty 1 = Bxy +c¢ (3.81)

en explicitant le matrice B et le vecteur c.

Q.2 1. Montrer que
D!'=({D-E)~!'-D'ED-E)"" (3.82)

2. Soit (A\,p) un élément propre de la matrice B. Montrer que

Abp + (A — 1)ED-'Fp = 0. (3.83)

Q. 3 En déduire la convergence de cette méthode vers la solution £ de Ax = b.

Q. 4 Etendre ces résultats au cas d’une décomposition A =D — E —F par blocs.

Correction Exercice

Q. 1 La matrice D est inversible. En effet, pour tout ¢ € [1,n], d;; = a;; = {Ae;,e;) > 0 car A définie
positive et e;, i-éme vecteur de la base canonique est non nul.
On en déduit que les matrices D — E (triangulaire inférieure de diagonale la diagonale de D) et D —
(triangulaire supérieure de diagonale la diagonale de D) sont inversibles.

De (3.79), on obtient en multipliant & gauche par (D — E)™*

Tpi12 = (D — E)'Fzy + (D — E) b
En remplagant cette expression de xj,,/, dans (3.80), on a
(D—Fzpsy = E (([D —E)*Fzy + (D — [E)‘lb) +b
— ED-E)'Fz, + ([E([D Bty u) b

En multipliant & gauche cette équation par (D — F)™", on abouti a

Zpi1 = (D—F)'E(D — E) 'Fzp(D - F)™ ([E(D —E)*'+ n) b
En posant
B=(D—F)'E(D—-E)'F
c=0D-F" ([([D Bt u) b
on obtient (3.81).
Q.2 1. L’expression & démontrer est bien définie car D et D — E inversibles. De plus on a
l=(D-E)(D-E)"
En multipliant & gauche cette équation par D™ on obtient

D DY(D—-E)D-E)™
= D-E)*-DED-E)™

2. Soit (A,p) un élément propre de la matrice B. on a alors
Bp=X < (D—F)'E(D—E)"'Fp=2Xp
< ED-E)'Fp=AD-F)p
< D'E(D—-E)'Fp=AD*D-F)p
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De (3.82), on a
D'EMD-E)'=(D-E)*" -D!

et donc

0

Bp = \p ((ﬂ) Bt - [D‘1> Fp = AD"}(D — F)p

(D - E) (([D —E)t - [D‘1> Fp = A(D — E)D™*(D — F)p

(1—1+ED)Fp = A1 — ED*)(D - F)p
ED'Fp =MD —E — F + ED'F)p
ED'Fp = A(A + ED'F)p

$ ¢ ¢ ¢

On en déduit alors
AAp + (A —1)EDFp = 0.

Q. 3 La matrice A est inversible car elle est définie positive et donc & est bien définie. De 1’équation

(3.79), on déduit
(D - [E)xk+1/2 =Tz, + Az =Tz, + (|D —E- W)g

et donc
(D= F) @411/ — 2) = Flag — ) (3.84)
De la méme maniére a partir de 1’équation (3.80), on déduit
(D—F)(@rt1 —z) = E@ps1/2 — 2) (3.85)

En utilisant (3.84), 'équation (3.86) devient
(D~ F)(@x+1 —2) = E(D — E) "F(z), — 2)
c’est a dire
Ty — = Bz, —x).

En posant e = z — x on a alors
e, = B*ey, VEk = 0.

Or la suite zp converge vers £ si et seulement si la suite e, converge vers 0. Pour cela, d’aprés le
Théoréme 3.37, page 103, il est nécessaire et suffisant d’avoir p(B) < 1.

Soit (A,p) un élément propre de B. Montrons que |A| < 1.

On déduit de ’équation (3.83)

0 = {(p,AMp+(A—1ED'Fp)
Ap, hp) + (X —1){p,ED'Fp) (3.86)
Comme la matrice A est définie positive on a (Ap,p) > 0 car p # 0 (vecteur propre) et donc

{p, bp) = {Ap,p) = {bp,p) > 0.

De plus on a
(p,ED'Fp) = (E*p,D"'Fp).
La matrice A étant hermitienne, on a E* = . La matrice A étant définie positive, la matrice diagonale D
est définie positive car d;; > 0, Vi € [1,n], et donc D aussi. Comme Fp n’est pas nécessairement non
nul, on a
(D'Fp,Fp) e R*.
On en déduit
(Fp,D'Fp) = (D-'Fp,Fp) = (D'Fp,Fp) > 0.
De l’équation (3.86), on obtient
A(p, 4py + {Fp,D"'Fp)) = {Fp,D"'Fp)

or

{p, hp) + (Fp,D'Fp) # 0
ce qui donne
_ (Fp,D'Fp)
(p, Ap) + (Fp,DFp)

On a alors A € [0, 1].
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Q. 4 Comme la matrice A est hermitienne définie positive, chaque bloc diadonal I’est aussi. Donc la
matrice diagonale bloc D est aussi hermitienne définie positive ainsi que son inverse . Les résultats
précédents sont donc toujours valable.
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L’interpolation est un outil mathématique permettant de construire des fonctions & partir de la donnée
d’un nombre fini de valeurs.

A developper...

Les protagonistes de cette histoire

(a) Joseph-Louis Lagrange 1736- (b) Pafnouti Lvovitch Tchebychev
1813, mathématicien italien puis 1821-1894, mathématicien russe
frangais

(¢c) Charles Hermite 1822-1901, (d) Henri-Léon Lebesgue 1875-
mathématicien frangais 1941, mathématicien frangais
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}3’ Exercice 4.1.1

Soient n € IN* et n + 1 couples de R?, (z;, Yi)ic[o,n]» tels que les x; sont distincts deux a deux. On
note

Q.

1 1. Soit i € [0,n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; de degré n vérifiant

Li(l‘j) = (Sij, VJ € [[O,nﬂ (41)

2. Montrer que les (L;)ic[o,n] forment une base de R,[X] (espace vectoriel des polynomes a

coefficients réels de degré inférieur ou égal a n).

On défini le polynéme P,, par

Q.

P () = > yiLi(x). (4.2)
i=0

2 Montrer que polynéme P, est l'unique polynome de degré au plus n vérifiant P, (x;) = y;,

Vi € [1,n].

Correction Exercice

Q.1

1. De (4.1), on déduit que les n points distincts z; pour j € [0,n]\{¢} sont les n zéros du
polynome L; de degré n : il s’écrit donc sous la forme

Li(z) = Cn(x—:vj) avec C e R
J

(=)

J#*

N

Pour déterminer la constante C, on utilise (4.1) avec j = i

L,(xz) = 1 = OH(JH — l’j)
7=0
J#i

Les points x; sont distincts deux & deux, on a [ [j—o(z; — ;) # 0 et donc

J#i
1
=
[Ti=o(wi — ;)
J#i
d’ou
T — T
L. — J ; i .
@) =[] =2, vie[on] (43)
j=0 J
J#i

11 reste a démontrer 'unicité. On suppose qu’il existe L; et U; deux polynomes de R,,[X] vérifiant
(4.1). Alors Q; = L; — U; est polynéme de degré n (au plus) admettant n + 1 zéros distincts, c’est
donc le polynéme nul et on a nécessairement L; = U;.

- On sait que dimR,[X] = n + 1. Pour que les {L;}, [y, forment une base de R,[X] il suffit de

démontrer qu’ils sont linéairement indépendants.
Soit Ag, -+, Ap n + 1 scalaires. Montrons pour cela que

n

DML =0 = X\ =0, Vie[0,n]

i=1
Noter que la premiére égalité est dans 1’espace vectoriel R,,[ X ] et donc le 0 est pris au sens polyndome
nul.

On a
=1

i=1
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Soit k € [0,n]. En choisissant © = x, on a par (4.1) 3,1 ; A\;L;(x)) = A, et donc
DML =0 = Y NLi(wx) =0, Vke [0,n] < X\ =0, Vke [0,n].
i=1 i=1

Les {L;} j sont donc linéairement indépendants.

i€[0,n

Q. 2 Par construction P,, € R,[X] et on a, Vj € [0,n]!,

P, (z;) < Z yiLi(x;)

Pour demontrer I'unicité, on propose ici deux méthodes

e On note P, et P, deux polyndémes de R,[X] vérifiant (4.1). Le polynéme Q = P, — P, appartient
aussi & R, [X] et il vérifie, Vi € [0, n],

Q(z;) = Po(x;) — Pp(z;) = 0.

Les n + 1 points z; étant distincts, ce sont donc n + 1 racines distinctes du polynéme Q. Or tout
polynéme de degré n admet au plus n racines disctinctes?. On en déduit que le seul polynéme de
degré au plus n admettant n + 1 racines distinctes est le polyndéme nulle et donc P, = Py,.

e c’est 'unique polyndome de degré au plus n vérifiant (4.2) car la décomposition dans la base
{Li}icpo,n) €St unique.

' Definition 4.1

Soient n € IN* et (2, ¥:)ic[o,n] avec (xi,y:) € R? et les x; distincts deux a deux. Le polynéme
d’interpolation de Lagrange associé¢ aux n + 1 points (4, ¥;)ic[o,n], N0té Py, est donné par

Pn(z) = Y 4iLi(z), Yz e R (4.4)
=0
avec "
Li(z) = [[ ==, Vie [0,n], Yz € R. (4.5)
i z; — x] 9 9 )
J#i

Théoréme 4.2

Le polyndme d’interpolation de Lagrange, P,, associé aux n + 1 points (mi,yi)ie[[omﬂ, est
I'unique polynéme de degré au plus n, vérifiant

Pn(z;) = yi, Vie[0,n]. (4.6)
Remarque 4.3 1l est aussi possible d’obtenir l'existence et l'unicité du polynéme d’interpolation de
Lagrange sans passer par sa construction. Pour cela on défini @ : R,,[X] — R"*! par

VP e R,[X], ®(P) = (P(z0), - ,P(zn)).

1A noter le choix de ’indice j. Que doit-on faire dans ce qui suit si ’on choisi ¢ comme indice?
2Le théoréme de d’Alembert-Gauss affirme que tout polynome & coefficients complexes de degré n admet n racines
complexes qui ne sont pas nécessairement distinctes

Compiled on 2022/09/15 at 10:51:48

4.1.0 Exercices

4. Interpolation

4.1.Polynéme d’interpolation de Lagrange



4. Interpolation

4.1. Polynéme d’interpolation de Lagrange

4.1.0 Exercices

128 Interpolation

L’existence et 'unicité du polynéme P,, est équivalente & la bijectivité de 'application ®. Or celle-ci est
une application linéaire entre deux espaces de dimension n + 1. Elle est donc bijective si et seulement si
elle injective (ou surjective). Pour vérifier I'injectivité de ® il est nécessaire et suffisant de vérifier que

son noyau est réduit au polynéme nul.
Soit P € ker ®. On a alors ®(P) = 0,41 et donc (zg, - ,x,) sont n+ 1 racines distinctes de P. Or le seul
polynome de R,[X] ayant n + 1 racines distinctes est le polynome nul et donc P = 0.

A titre d’exemple, on représente, En figure 4.2, le polyndéme d’interpolation de Lagrange associé a 7

points donnés.

15~
y=Pgt}
« T Poirls [xl.yl:-
1 o~
P \
& ™
05- / \
’ / Y
\ .- ’/_ -
\
=  O- ¥ I
", A
-0.5+ /
AY ’.4'
‘\ ’,'
N
-1~ -
15 | | | L | | )
-1 a 1 2 3 4 5 8 T

Figure 4.2: Polynéme d’interpolation de Lagrange avec 7 points donnés)

}3’ Exercice 4.1.2

Ecrire la fonction LAGRANGE permettant de calculer P, (polyndome d’interpolation de Lagrange
associé aux n + 1 points (4, ¥;)ic[o,»]) au point t € R.

Correction Exercice
But : Calculer le polynome P, (¢) définit par (4.4)

Données : X : vecteur/tableau de R"*, X (i) = 2,1 Vie [1,n + 1] et
X (i) # X(j) pour i # j,
Y : vecteur/tableau de R"™t Y (i) = y;_1 Vi€ [1,n + 1],
t :un réel.
Résultat : y : leréel y = P,(¢).

Algorithme 4.1 Algorithme 4.1

ntl oo 1:y<—0
L: | Caleul de y = Pu(t) = Z Y(i)Li-1(t) \ 2: Pour i < 1 an+ 1 faire
= T 3 y<—y+Y(@)*Li—i(t)
4: Fin Pour
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Algorithme 4.1 Algorithme 4.1

cy—0 1: y <0
: Pour i < 1 & n+ 1 faire 2: Pour i < 1 & n+ 1 faire

1

2

3: y—y+Y(@)*xLi—1(t)
4: Fin Pour

5: Fin Pour

Algorithme 4.1 Algorithme 4.1

1:y<—0 1:y<—0
2: Pour i < 1 & n + 1 faire 2: Pour i < 1 & n + 1 faire

n+1 .
t—X
5 (L] G)

T |
i

4 ye—y+Y(@)«L
5: Fin Pour

L1

Pour j — 1lan+1, (j ~=1i) faire
L < Le(t— X(GN/XG) - X(5)

Fin Pour

7 ye—y+Y(@)xL
8: Fin Pour

On obtient alors ’algorithme final

Algorithme 4.1 Fonction LacranceE permettant de calculer le polynéme d’interpolation de Lagrange
Pn(x) définit par (4.4)
Données : X : vecteur/tableau de R"*!, X (i) = 2;_ 1 Vie [1,n + 1] et
X (i) # X(j) pour i # j,
Y : vecteur/tableau de R"*!, Y (i) = y;—1 Vi€ [1,n + 1],
t : un réel.
Résultat : y : leréel y = P,(¢).

1: Fonction y < Lacrance (¢, X,Y )

2 y<—0

3 Pour i — 1 an+ 1 faire

4 L1

5: Pour j —1lan+1, (j ~=1i) faire
6 L <L« (t—X()/(X(0) = X ()
7 Fin Pour

8 y—y+Y(i)xL

9 Fin Pour

10: return y

11: Fin Fonction

4.1.1 Erreur de I'interpolation

Soit une fonction f : [a,b] — R. On suppose que les y; sont donnés par
Yi = f(xz)a Vie [[O,?’Lﬂ (47)

On cherche a évaluer Perreur E,(t) = f(t) — Pn(t), Vt € [a,b].

On propose en figures 4.3 & 4.5 d’etudier deux exemples. Le premier (figure de gauche) correspond a
linterpolation de la fonction sin(¢) par le polynome d’interpolation de Lagrange aux points équidistants
t; = a+ih avec a = 0 et h = 27/n. Le second (figure de droite) correspond a l'interpolation de la fonction
# par le polyndéme d’interpolation de Lagrange aux points x; = a + ih avec a = —5 et h = 10/n.
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——— y=i{t)=sin(t} \
—— =Pt} //.’ W\
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[\ / / \ |
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Figure 4.3: Polynémes d’interpolation de lagrange avec n = 6 (7 points) uniformément répartis. A gauche
pour la fonction f :t — sin(t) avec zg = 0, 6 = 27 et & droite pour la fonction f : ¢t — 1/(1 + t2)
avec g = —9, Tg = 0.

15 ; i
——— y{h=sinit | /"\Q |
——¥=Py | V4 W |

11 Pairts fx.y) 0.8r | ’1/ \\ |
4 \
o5t | \ |
| |
| |
04 f \
|I 7 I|
0.2+ \I Pab i A % I\
i X
e A g o
= aF | {/ \ |
| ! Y |
\ / \ |
P \/ \
0.4
08
y=titi=11+4%)
08+ y=P {1
11 Points v}
! 3 - .
5 ] T s =1 B i Fi “ [

Figure 4.4: Polynéomes d’interpolation de lagrange avec n = 10 (11 points) uniformément répartis. A
gauche pour la fonction f : t — sin(t) avec xg = 0, z19 = 27 et a droite pour la fonction f : tx —>
1/(1 +#%) avec mg = =5, x109 = 5.

"
y=A{h=sin(l)
_ y=P |

19 Poirts x )

o6t
0.4 f\ N

ezt [\ g |

0.2+ | |

0.4 | |

08 ‘ ‘
| yetiti=t1i 1447
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| . 19 Poirts {xv)
|

0.8+

7 . _al .
5 L] z -6 -t -2 aQ 2 4 6

Figure 4.5: Polynémes d’interpolation de lagrange avec n = 18 (19 points) uniformément répartis. A
gauche pour la fonction f : t — sin(t) avec xg = 0, 15 = 27 et a droite pour la fonction f : ¢t —
1/(1 + tz) avec xg = —9, x1g = O.
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43’ Exercice 4.1.3

Soit f € C"*1([a;b]; R). Soient n € IN* et n + 1 couples de R?, (%4, Yi)icfo,n], tels que les x; sont
distincts deux a deux et y; = f(x;).
On note par P, le polynome d’interpolation de Lagrange associé aux points (x4, ¥;)ic[o,n] €t Tn le
polynome de degré n + 1 défini par

H T — T;) (4.8)

Q. 1 Montrer que, Vx € [a;b], il existe &, appartenant au plus petit intervalle fermé contenant
T, Tg,..., T, tel que

. T () n+1
f(@) =Pul@) = TEE " ) (4.9)
Indication : Ftudier les zéros de la fonction F(t) = f(t) — Pp(t) — f(x)ﬂ—(xP)n(x) T (t).

Correction Exercice

Q. 1 Sl existe i € [0,n] tel que x = x; alors P'équation (4.9) est immédiatement vérifiée.
Soit € [a,b] distinct de tous les x;. Comme f € C"*!([a;b];R), P, € R, [X] et m, € Ry1[X], on en

déduit que la fonction F est dans C"*1([a;b]; R). La fonction F' admet aussi n + 2 zéros : x,2¢, -+ , Tp.
On note fx TR ,E 2 Ces n+ 2 zéros ordonnés fm]l << §£?}1+2. La fonction F' étant continue sur

[a,b] et dérivable sur Ja,b[, le théoréme de Rolle dit qu'entre deux zéros consécutifs de F, il existe au
moins un zéro de F/ = F(1) Plus précisemment on a

vie[Ln+1], 3¢l elel ) [ tels que FO(elM) =0

et on en déduit que la fonction F(!) admet n + 1 zéros 53[01’]1, e 7521”1 et 'on a 55?]1 < 53[01]1 <<

§£171l+1 < §£(’)1L+2. Il faut noter la dépendance en x des zéros de F’ d’ou la notation un peu "lourde".

Montrons par récurrence finie que (Py) est vraie pour tout k € [1,n + 1]

(Pr) : agm, iel,n+2—k], § 1 <§ll <. <§mn+2 5 <§ 2 tels que F >(§£’“}) 0
Initialisation : Pour k = 1, la preuve a déja été faites.

Heérédité : Soit 1 <k — 1 < n + 1, on suppose (Py_;) vérifiée. La fonction F(*~1) étant continue sur
[a,b] et dérivable sur ]a,b[, le théoréme de Rolle dit qu’entre deux zéros consécutifs de F(*=1) il
existe au moins un zéro de F*). Par hypothése F*~1) admet n + 2 — (k — 1) zéros vérifiant

k-1]

el < el

] 0
"< g:J(:,'rLJr27(k71) < gw,n-&-Q

La fonction F(*~1) est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[ puisque F' € C"*1([a;b];R). Par
application du théoréme de Rolle, entre deux zéros de F(*~1) il existe au moins un zéro de F*).
Plus précisemment pour tout i € [1,n 4+ 2 — k] on a

el eel L alL FOEth <o
De plus, par construction, E[O] < { - < EL ok < EI nt2- €t donc (Pr) est vraie.
Avec k = n + 1 on obtient
(Pasr) = 360 €le] €00 [ tel que FOHD(E ) =0
et donc

n n n n n xr) — Pn x n n
0= FOD(el ) = pom el — pin el — Ww; e
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Comme P,, € R,[X], on a P{""Y = 0. De plus 7, € Ryy1[X], et comme 7, (z) = 2" + Q(x) avec

Q € R,[X] (i-e. son monone de puissance n + 1 & pour coefficient 1) on obtient 7r7(1"+1)(m) = (n+1)! On

a alors

f(n+1)(§["+1]) _ M(n +1)!

z,l Wn(l')

Le résultat suivant est du a Cauchy (1840)

Théoréme 4.4

Soient n € IN* et zg,--- ,x, n + 1 points distincts de I'intervalle [a, b]. Soient f € C"*1([a;b];R) et
Py, le polyndéme d’interpolation de Lagrange de degré n passant par (z;, f(z;)), Vi € [0,n]. Alors,
Vz € [a,b], 3¢, € (min(x;, z), maz(x;, x)),

(nt1) (g ) 7
f(@) = Pn(z) = M1_[(3:—961) (4.10)

4.1.2 Points de Chebyshev

Pour minimiser l’erreur commise lors de l'interpolation d’une fonction f par un polynéme d’interpolation
de Lagrange, on peut, pour un n donné, "jouer" sur le choix des points z; :
Trouver (Z;)™, Z; € [a,b], distincts deux a deux, tels que

n n
trgﬁi)g] 11 [t — %] < trgﬁg,)g] il:([) [t — |, V(zi)iy, =i € [a,b], distincts 2 & 2 (4.11)

On a alors le résultat suivant

Théoréme 4.5

Les points réalisant (4.11) sont les points de Chebyshev donnés par

a+b b—a (2 + )

B3 = + cos( o 1 9

i=— 5 ), Vi e [0,n]. (4.12)

Puinls de Chabyshey

T
_ y=R
. TPois ()

Figure 4.6: Erreurs d’interpolation avec n = 6
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Figure 4.7: Erreurs d’interpolation avec n = 10
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Figure 4.8: Erreurs d’interpolation avec n = 18
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Inspiré du polycopié de G. Barles : ici

On suppose que 'on commet des erreurs lors du calcul des f(z;) et I'on note f; ~ f(x;) les valeurs
numériques obtenues. Dans ce cadre, on a deux polynoémes d’interpolation de Lagrange I'un "exact" avec
les couples de points (x;,y;) = (i, f(x;)) noté P,,, et Pautre "approché" avec les couples de points (z;, f;)

noté f)n On a donc
= Z f(@i)Li(z) et Pp(z)= Z fiLi(z)
i=0 i=0
L’erreur commise est alors majorée par :

[Pn(z) = Pn(2)] = Li(z)]

< f(@i)[|Li(2)|
< i i L;
ﬁﬁy @»;|@>
On note A,, = max Z |L;(x)|, dites Constante de Lebesgue. Cette constante est bien définie car

z€[a b]
I'application  — Y1 |L (2)] est continue sur [a, b] intervalle fermé borné de R et donc le maximum est
bien atteint : il est donc fini.

On obtient alors
< A, max |f; — f(z)]. (4.13)

P,—P
H " noo i€[0,n]

Proposition 4.6
Soient n € N* et g, - - ,z, des points distincts de [a, b]. L’application £,, : C°([a,b]; R) — R, [X]

qui a toute fonction f € C°([a,b];R) donne le polynome d’interpolation de Lagrange P,, associés
aux couples de (4, f(2i))ie[o,n] est bien définie et linéaire. De plus on a

|Ca| & sup Pnlillo _ (4.14)
rec®([a,b];R) HfHoo
f#0

Preuve. Bien définie et linéaire : facile mais & écrire
On montre tout d’abord que | £,,| < A,,. En effet, on a pour tout = € [a, b] et pour tout f € C°([a, b]; R),

La(f)@)] = | fl@iLi(x)
=0

< D f@)Li@)] < |fl, Y] Li(z)
i=0 =0
< Ao lfl,-

On obtient alors

L0 (Nl < A [ flls -

et donc

£a(Fl _ y

fecqapim) 1l
F#0

Pour obtenir I’égalité (4.14), il suffit donc, en reprenant les calculs précédents, de regarder si 'on peut
trouver Z € [a,b] et f € C%([a,b]; R) vérifiant

1L (H)@)] = A | £]],,
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On détermine Z pour que la derniére majoration, correspondant a > |L;(z)| < A,, devienne une
égalité. L’application z — »,I" . |L;(x)| étant continue sur le fermé borné [a,b], il existe alors z € [a, b]

tel que
A, = max Z |L;(z)| = Z |L;(Z)
z€[a,b] 0

On va maintenant regarder s’il est possible de construire une fonction f € C%([a,b];R) telle que

| FladLi(@)] = D) |f(@)Ls@)] = | f], D] Li(x)
i=0 i=0 i=0

Si c’est le cas, on aura bien le résultat souhaité.

Sans déroger a la généralité, on peut supposer les points x; ordonnés : xg < x7 < -+ < x,. Pour avoir
la premiére égalité, il faut que tous les f(z;)L;(Z) soient de méme signe. On choisi le signe positif, et on
impose par exemple les valeurs de f(z;), Vi € [0, n],

{f(:vi) = 1, siLiz)=0,

f((EZ) = —].7 si Ll(.’f) < 0.
Il existe une multitude de fonctions de C°([a, b]; R) mais il faut controler son maximum pour qu’il vaille
1 et avoir ainsi |f(z;)| = | f HOO, Vi € [0,n]. On peut alors choisir f affine sur chacun des intervalles

[k, Tk11], Yk € [0,n — 1], pusique I'on connait les valeurs aux extrémités de chaque intervalle (+1 ou
—1). En dehors de ces intervalles, on prend par exemple f(z) = f(xg), Vx € [a,z0], et f(z) = f(xn),
Va € [xn, b]. Cette fonction est par construction continue sur [a, b] et vérifie

L@ = | Y Rl

2 L@l - 7], Z\L @)
A

= Aalfl-
Or on a - - -
|£a(D)],, = sup, 1Ln(H) @) = [Ln(£)@)] = An [ f], -
z€|a,
ce qui donne
I TE T
rec®(anir) 1l
f#0
O
Théoréme 4.7
Pour toute fonction f € C%([a,b];R), on a
If = £a(Pll < L+ An) _in _[f = Qllg (415)
Preuve. Soit Q € R,[X]. Par unicité du théoréme d’interpolation on a £, (Q) = Q et alors
If =La(Plee = 1f = Q+ La(Q) = Ln(f)ll0
< | f=Ql, +1£n(Q—f)|,, par linéarité de £,,
< f=Qllop + An I = Qllos
d’ott le résultat. O

e Pour les points équidistants x; = a + ih, i € [0,n] et h = (b — a)/n, on a la minoration suivante
(voir [3] p. 49)
Ap > — (4.16)

Compiled on 2022/09/15 at 10:51:48

4. Interpolation

4.1.Polynéme d’interpolation de Lagrange

4.1.3 Stabilité



4. Interpolation

4.2. Polyndme d’interpolation de Lagrange-Hermite

4.2.0 Stabilité

136 Interpolation

et le comportement asymptotique

2n+1

A, ~ quand n — +00 (4.17)

e Pour les points de Tchebychev, on a la majoration suivante : il existe C' > 0 tel que
A, < Cln(n) (4.18)
et le comportement asymptotique

2
A, ~ =In(n) quand n — +o (4.19)
7r

Proposition 4.8: admis

Pour toute famille de points d’interpolation, il existe une fonction f € C°([a, b]; R) telle que la suite
des polynomes d’interpolation associés ne converge pas uniformément.

Proposition 4.9: admis

Soit f une fonction lipschitzienne sur [a,b] & valeurs réelles, i.e. il existe une constante K > 0 telle
que V(z,y) € [a,b]?, on ait |f(x) — f(y)] < K|z — y|. Soient n € N* et xg,--- ,x, les points de
Tchebychev [a, b]. On note £,,(f) le polynéme d’interpolation de Lagrange associés aux couples de

(@i, f(%3))iefo,n]-
Alors la suite (£,,(f))n>1 des polynomes d’interpolation converge uniformémént vers f sur [a, b].

Pour conclure, l'interpolation de Lagrange en des points équidistants n’est & utiliser qu’avec un nombre
de points assez faible : des phénoménes d’instabilités pouvant apparaitre.

4.2 Polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite

}3’ Exercice 4.2.1

Soient (2, Yi, 2i)iefo,n] ® + 1 triplets de R3, ot les x; sont des points distincts deux a deux de
Pintervalle [a, b]. Le polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté H,,, associé aux n + 1
triplets (2, Yi, 2i)ie[o,n], €St défini par

Hn(l‘z) =Y et Hln(l‘z) = Zi, Vi e [[O,nﬂ (420)

Q. 1 Quel est a priori le degré de H,, ?
On défini le polynéme P,, par

Pn(z) = > yidi(z) + ), zBi(z) (4.21)
i=0 =

avec, pour i € [0,n], 4; et B; polynomes de degré au plus 2n + 1 indépendants des valeurs y; et z;.

Q. 2 1. Déterminer des conditions suffisantes sur A; et B; pour que P,, vérifie (4.20).
2. En déduire les expressions de A; et B; en fonction de L; et de L}(z;) ou

Li(e) = [ =2

i=0 Ti — Ty
J#i
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Q. 3 Démontrer qu’il existe un unique polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite de degré au
plus 2n + 1 défini par (4.20).

Correction Exercice

Q. 1 On a 2n + 2 équations, donc a priori H,, est de degré 2n + 1.

Q.2 1. D’apreés (4.21) on a pour tout j € [0,n]
Pn(z;) = Z yiAi(w;) + Z 2 Bi(z)
i=0 i=0

Pour avoir P, (z;) = y; il suffit d’avoir
Ai(xj) =0;; et Bi(xz;) =0, Yie[0,n]. (4.22)
De méme, on a
n n
Pl (2;) = Y widi(x;) + ) ziBi(x;)
i=0 i=0
et donc pour avoir P} (z;) = z; il suffit d’avoir
Al(zj) =0 et Bi(z;)=6;;, Viel[0,n]. (4.23)
2. Soit i € [0,n]. On commence par déterminer le polyndome A; € Ro,41[X] vérifiant
Ai(xj) = 6;; et Ai(z;) =0, Vjel[0,n].

Les points (z;),e[o,n]\{i} SOnt racines doubles de A;. Le polynéme L; € R, [X] admet les mémes
racines (simples) que A; et donc L? € Ry,[X] admet les mémes racines doubles que A;. On peut
alors écrire

Ai(z) = a;(2)L3(z) avec ay(z) € Ri[X].
Il reste a déterminer le polynéme «;. Or on a
Ai(x;)) =1 et Al(z;) =0.
Comme L;(z;) = 1, on obtient
Ai(zi) = i) L3 (23) = i) = 1
et
Aj(i) = (i) L (23) + 20 (i) L () Li(w) = (i) + 2ai(a3) Li(a;) = 0
c’est a dire
a;(z;) =1 et of(x;) = —2L(x;).
Comme «; est un polynéme de degré 1 on en déduit
a;(x) =1 — 2L (z;)(x — ;)
et donc
Ai(x) = (1 = 2L} (x;) (x — 23)) L2 (). (4.24)
On détermine ensuite le polynome B; € Ro,,1[X] vérifiant
Bi(z;) =0 et Bi(zj) =6;;, Vjel[0,n].

Les points (z;)jefo,n]\{i} Sont racines doubles de B; et le point z; est racine simple. Le polynome
L? € Ry, [X] admet les mémes racines doubles. On peut alors écrire

Bi(z) = C(x — x;)LZ(z) avec C € R.
Il reste a déterminer la constante C. Or L;(z;) = 1 et comme B.(x;) = 1 on obtient

B/(Z‘l) = C’Lf(xl) + 20(.%1 — xL)L;(JJL)Ll(xl) =C=1

3

ce qui donne

Bi(z) = (x — z;) L3 (). (4.25)

On vient de démontrer I’existence en construisant un polynéme de degré 2n + 1 vérifiant (4.20).
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Q. 3 Deux démonstrations pour l'unicité sont proposées (la deuxiéme donne aussi l’existence).

dém. 1: Soient P et Q deux polynomes de Ry, 41[X] vérifiant (4.20). Le polynome R = P—Q € Ra,11[X]
admet alors n + 1 racines doubles distinctes :(zg, - -+ ,zy). Or le seul polynome de Ra,41[X] ayant
n + 1 racines doubles est le polynéme nul et donc R =0, i.e. P = Q.

dém. 2: Soit @ : Ry, 1[X] —> R?***2 définie par
VP € Ronia[X], B(P) = (P(x0), -+, Plan), P'(z0), - P ().

L’existence et 'unicité du polynome H,, est équivalente a la bijectivité de I’application ®. Or celle-ci
est une application linéaire entre deux espaces de dimension 2n + 2. Elle est donc bijective si et
seulement si elle injective (ou surjective). Pour vérifier 'injectivité de @ il est nécessaire et suffisant
de vérifier que son noyau est réduit au polynéme nul.

Soit P € ker ®. On a alors ®(P) = 02,42 et donc (zg, - - ,xy,) sont n + 1 racines doubles distinctes
de P. Or le seul polyndome de Rg,41[X] ayant n + 1 racines doubles est le polynome nul et donc
P=0.

o

' Definition 4.10

Soient n € IN* et (4, ¥i, 2i)ie[o,n m + 1 triplets de R3, ot les z; sont des points distincts deux a deux
de lintervalle [a, b]. Le polyndéme d’interpolation de Lagrange-Hermite, noté H,,, associé aux
n + 1 triplets (w4, yi, 2i)ie[o,n], est défini par

H,(z) = ) yidi(z) + Y. 2:B;() (4.26)
=0 =0
Ai(z) = (1 = 2Lj(x:)(x — 2:)) L} (z) et Bi(z) = (z — i) L} (2) (4.27)
Li(z) = H ;Z_,Z
g

Théoréme 4.11

Le polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite, H,,, associ¢ aux n+1 triplets (x5, ys, 2i)ic[o,n]»
est I'unique polynéme de degré au plus 2n + 1, vérifiant

Hy(z:) =y et Hy(x:) = 2, Yie [0,n] (4.28)

}3’ Exercice 4.2.2

Soit f € C?"*2([a,b]; R). On suppose de plus que, Vi € [0,n], z; € [a,b], y; = f(x;) et z; = f'(x3).

On note
n

m2(@) = [ [(@— 21)?

i=0
et Hy, le polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite associé aux triplets (x;, f(z:), f'(2i))ie[o,n]-

Q. 1 Montrer que

(2n+2)
@)~ @) < . (4.29
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Indications : Etudier les zéros de la fonction F(y) = f(y) — Hu(y) —
appliquer le théoréme de Rolle.

Correction Exercice

Q. 1 Soit i € [1,n], on a f(z;) — H,(z;) = 0 et I'inégalité (4.29) est donc vérifiée pour = = x;.
Soit x € [a, b] tel que z # x;, Vi € [1,n]. On aalors 72 (z) # 0. Comme f € C?"*2([a;b]; R), H,, € Ra,41[X]
et T, € Rp41[X], on en déduit que

FeC*([a;b]; R).

On note que 72 admet (zg,- - ,,) comme racines doubles distinctes. Par construction f — H,, admet
les mémes racines doubles. On en déduit alors que F' admet aussi (xo, - - ,2,) comme racines doubles.
De plus, on a F(x) = 0 (i.e. x est racine simple) et donc

F admet au moins 2n + 3 racines (comptées avec leurs multiplicités).

Les points z, g, - - - , T, étant distincts, la fonction F’ admet par le théoréme de Rolle n+ 1 zeros distincts
entre eux et distincts des points x, xg, - ,x,. De plus les points xg, - - , T, sont racines de F’ puisque
racines doubles de F. On en déduit alors que

F’ admet au moins 2n + 2 racines distinctes deux a deux.
Par applications successives du théoréme de Rolle, on abouti a :
F(7+2) admet au moins une racine notée &, €a, b[.
On a alors
I) _ H ( )d2n+2ﬂ'2
72 (z) dp2n+2

Fem)(e,) = 0 = ;e (e,) — HEm(e,) — I " (&)

Comme H,, € Rop41[X] on a HZ"™ = 0. De plus comme 72 (z) = H(x — ;)% € Ropy2[X] sa dérivée
i=0

d’ordre 2n + 2 est constante et

d2n+2ﬂ.2

7dx2”+2 = (2n + 2)!

On en déduit alors

f2n+2) (&) = Wﬂn +2)!

On a donc montrer que Vz € [a,b] 3¢, €]a, b| tels que

_ — M (2n+2)
f(z) — Hu(z) f (&)

(2n + 2)!
Comme 72 (z) = 0 on obtient bien (4.29).
o
<=
Théoréme 4.12
Soient n € IN* et xq, -+ , o, n+ 1 points distincts de 'intervalle [a,b]. Soient f € C?"*2([a;b]; R) et

H,, le polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite associé aux n+1 triplets (x;, f(z:), f'(2i))ie[o,n]-
On a alors Vz € [a, b], 3¢, € (min(x;, z), max(x;, z)), tels que

f(2n+2

1:0

43’ Exercice 4.2.3

Ecrire une fonction algorithmique HermiTeE permettant de calculer H,, (polynome d’interpolation
de Lagrange-Hermite associé¢ aux n + 1 triplets (2, ¥s, 2i)ic[o,n]) en t € R.
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Polynomes d’interpolation de Lagrange-Hermite avec n = 6
|

Polynomes d’interpolation de Lagrange-Hermite avec n = 6
|

———Hy(t)
f@)=1/(1+8)
e  Points Tchebycheff

— Hy(t)
f&)=1/(1+1)

e  Points uniformes

05 0.5

05 I I I I I I I I I ) 05 I
-2.5 2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 -2 -1 0 1 2
t t

Figure 4.9: Polynome d’interpolation de lagrange-Hermite avec n = 6 (7 points) pour la fonction f : & —
1/(1 + 252?%). A gauche avec des points uniforméments répartis et a droite avec des points de Tchebychev

Polynomes d’interpolation de Lagrange-Hermite avec n = 10
Polynomes d’interpolation de Lagrange-Hermite avec n = 10 1r |
[
Hio(t)
ft)y=1/(1+#)

e Points uniformes

—— Hyo(t)
&) = 1/(1+8)
e Points Tchebycheff

05 - 0.5

-0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I -0.5 L
25 2 45 -4 05 0 05 1 15 2 25 -2 - 0 1 2

t t
Figure 4.10: Polynome d’interpolation de lagrange-Hermite avec n = 10 (11 points) pour la fonction
f o —> 1/(1+252%). A gauche avec des points uniforméments répartis et a droite avec des points de

Tchebychev

Polynomes d’interpolation de Lagrange-Hermite avec n = 18

Polynomes d’interpolation de Lagrange-Hermite avec n = 18 1r |
—— His(t)
—— His(t) , fl@)=1/(1+t)
f(t)=1/1+¢) o  Points Tchebycheff
e  Points uniformes
0.5
0~ -
,05 L L L L L L L L L 1 _05 L L L L L
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 -2 -1 0 1 2

t t

Figure 4.11: Polynome d’interpolation de lagrange-Hermite avec n = 18 (19 points) pour la fonction
f o —> 1/(1+252%). A gauche avec des points uniforméments répartis et a droite avec des points de

Tchebychev
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Correction Exercice
But : Calculer le polynéme H,,(¢) définit par (4.26)

Données : X : vecteur/tableau de R, X (i) = 2,1 Vie [1,n + 1] et
X (i) # X (j) pour i # j,
Y : vecteur/tableau de R"", Y (i) = y;—1 Vi€ [1,n + 1],
Z . vecteur/tableau de R"™!, Z(i) = z;_; Vi€ [1,n + 1],
t ¢ unréel

Résultat : pH : leréel pH =H,(¢).
D’aprés la Définition 4.10, on a

Ho(8) = Y gidi(t) + D) 2:Bi(t) = D (yiAi(t) + 2 Bi(t))
=0 1=0

= 1=0

Ai(t) = (1 —2L)(z;)(t — z:)) L3 (t) et By(t) = (t — ;) LI(¢)
L = [ L=
;;:é(z) v J

Pour rendre effectif le calcul de H, (), il reste & déterminer L}(x;). On a

n 1 n t .
Li(z) = !
i(@) kgoxi—xkﬂ)wi—xj
ki i
ok
d’ott
n 1
Li(x;) = . (4.31)
k—o Y1 T Tk
k#i

La fonction que 'on va écrire use (et certains diront abuse) de fonctions.

Algorithme 4.2 Fonction HerMmITE permettant de calculer le polyndéme d’interpolation de Lagrange-
Hermite H,,(¢) définit par (4.26)

1: Fonction pH «— Hermite ( X, Y, Z.t )

2 pH <0

3 Pour i < 0 a n faire

4: pH <« pH + porvA(i, X,t) « Y (i + 1) + poyB(4, X, t) * Z(i + 1)
5 Fin Pour

6: Fin Fonction

Les différentes fonctions utilisées pour la fonction HermiTE (directement ou indirectement) sont les

suivantes :

poLYA : calcul du polynéome A; en ¢, (données i, X, t)
poLYB : calcul du polynéme B; en t, (données i, X, t)
porLyL : calcul du polynéme L; en ¢, (données i, X, t)

poLyLp : calcul de L{(x;), (données i, X)

Algorithme 4.3 Fonction roLyA permettant de calculer le polynome  Algorithme 4.4 Fonction rorLyB permettant de calculer le polynome

A; en t e R donné par A;(t) = (1 — 2L (2;)(t — z;)) L2(¢) B; en t € R donné par B;(t) = (t — ;) L3(t)
1: Fonction y — rowA (i,X,t) 1: Fonction y — rowyB (i, X,t)
2.y« (1—2=proyLe(i, X) = (t — X(i + 1))) * (PoryL(i, X, t))? 2y (t—X(i+1))* (PoyL(i, X, t))?
3: Fin Fonction 3: Fin Fonction
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Algorithme 4.5 Fonction poryL permettant de calculer le polynéme Algorithme 4.6 Fonction roLyLr  permettant de calculer Lf(z;) =
noy n
L; en t € R donné par L;(t) = H 7% !
j=0,j2i Ti T L] keOkpi Ti T Tk
1: Fonction y — rowl (i, X,t) 1: Fonction y «— rowvLr (i,X )
2 y<«—1 2 y <0
3: Pourj<—0an, (j ~=i) faire 3: Pour k< 0an,(k~=i) faire
4: y—yx(t—XG+1)/(X(t+1)—X(y+1)) 4 y—y+1/(XGE+1)—X(k+1))
5 Fin Pour 5. Fin Pour
6: Fin Fonction 6: Fin Fonction

Bien évidemment une telle écriture est loin d’étre optimale mais elle a ’avantage d’étre facile a
programmer et facile a lire car elle "colle" aux formules mathématiques.
On laisse le soin au lecteur d’écrire des fonctions plus performantes... o

4.3 Exercices

}3’ Exercice 4.3.1

Q.1 1. Ecrire explicitement un polynéme P de degré 2 passant par les points A = (1;2), B =
(2;6) et C = (3;12).

2. Démontrer que le polynome P est ['unique polynome de degré 2 passant par les points A, B et

C.
Q. 2 Ecrire explicitement un polynéome Q de degré 3 tel que
Q(1) =4, Q(2) =5,
Q1) =3, Q'(2) =2

}3’ Exercice 4.3.2

Q. 1 Construire les polynémes hog, h1g, ho1 et h11 de degré 3 vérifiant

hoo(0) = L,hgo(0) = hoo(1) = hge(1) = 0, (4.32)
h1o(1) = L,h10(0) = hgo(0) = Rye(1) =0, (4.33)
ho1(0) = Lho1(0) = ho1(1) = hyy (1) = 0, (4.34)
11(1) = L,h11(0) = hi1(0) = h11(1) = 0; (4.35)
On pose
P(z) = ahgo(z) + Bhio(z) + vho1(x) + 0hq1 (). (4.36)

Q. 2 Quelles sont les particularités de P ?

Soient a et b deux réels, a < b et Q le polyndéme de degré 3 vérifiant
Qa) = ug, Q'(a) =va, Q) =up et Q'(b) = vy.

Q. 3 Exprimer le polynome Q avec les fonctions hog, hig, ho1 et hi1.

}3’ Exercice 4.3.3

Soit ty < t; deux nombres réels et soit € un réel tel que 0 < € < %
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Q. 1 Expliciter un polynéme P, de degré 3 tel que

Ps(tO) = PE(tO + 5) = 1, (437)
P.(t;) = P.(t, +¢) = 0. (4.38)

On note @q(t) = lir% P.(t).
E—>

Q.2 1. Montrer que ®y(tg) = 1, D(to) = 0, Po(t1) =0 et Py(t1) =0 (i.e. Dy est une fonction
de base des polynomes de degré 3 pour Uinterpolation de Hermite).

2. Peut-on obtenir toutes les fonctions de base de Hermite par des procédés analogues. Si ou,

expliquer comment!
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é Exercice 4.3.4: pAgkakoke ¢

Soient (z;);en une suite de points distincts de I'intervalle [a, b] et f une fonction définie sur [a, b] & valeurs réelles.
On désigne par f[] les différences divisées de la fonction f définie par

flzi] = f(x;), Vie N, (ordre 0) (4.39)
et
flok,s - s Thgr] = fznrn s etr] = fly ’lk+771]7 Vk e N, Vr e N*, (ordre r) (4.40)
Tptr — Tk
Q. 1 Montrer que
k+r f(l'z) .
flons s Trgr] = Y, — , Vke NN, Vre IN*. (4.41)
i=k
H(Iz z;)
i=k
Jj#i
Q. 2 Soit o une permutation des entiers {k, ...,k + r}. Montrer que
Flzes s Thir] = f[Toys s To@ra)]- (4.42)

On note Q- le polynéme d’interpolation associé aux r 4 1 couples (T, f(Tr+i))ic]o,r]-

Q.3 1. Exprimer le polynome Qi1 en fonction de Q.
2. Exprimer le polynome Qg 1 en fonction de Qo et Qri1,0-

3. En déduire que
Qr,1(2) = Quo(@) + fl2k, Trsa] (@ — k). (4.43)

Q.4 1. Ezprimer le polynome Q2 en fonction de Qg 1.
2. Exprimer le polynome Qg 2 en fonction de Qg1 et Qpy1,1-

3. En déduire que
Qr2(2) = Qr1(®) + flor, Thy1, Thra] (@ — 1) (T — Tpy1)- (4.44)

Q.5 1. Montrer que
r—1
Qi (@) = Qrr—1(@) + fl2rs - - Thoar] H(w = @) (4.45)
j=0

Indication : Effectuer une démonstration par récurrence en écrirant le polynome Qy . sous deux formes : l'une
en fonction de Qg r—1 et Uautre en fonction de Qi r—1 et Qri1,r—1-

2. En déduire

T =1
Qk,r(2) = flzk] + Z Flzes s mhsil | | (@ = Tpotg) (4.46)
i=1 j=0
Q. 6 On suppose que f € C"([a,b]; R). Montrer qu’il existe £ €] nﬂlin]] Thti; r?axﬂ Tp+i| tel que
1€[0,r 1€[0,r
()
Flor o omi] = T8, (4.47)

Q. 7 On suppose f € C""1([a;b];R). Montrer que, Yx € [a;b], il existe &, appartenant au plus petit intervalle fermé

contenant x, Ty, ..., Tr+,r tel que
T

H(fC — T j)

1(@) = Qur(@) = =5 F (6, (4.48)

}3’ Exercice 4.3.5

Soit X = (2;)ie[o,n] » + 1 points deux & deux distincts de I'intervalle [a, b]. On note s le changement
de variables s : t — a+ (b—a)t de [0,1] & valeurs dans [a,b]. Pour tout ¢ € [0,n], on note
ti = s (z;) = 22 et T = (ti)ic[o,n]-

Les polynomes d’interpolation de Lagrange L£,(f) et L,,(g) associés respectivement aux points
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(@i, f(2i))ieo,ny €t (ti; 9(ti))ieqo,n sont définis par

La(f)(z) = Z L¥(2)f(z;) avec L¥ (z) = n ;:ZJJ
=
Ln(g)t) = Z LT (t)g(t;) avec LT (t) = H ttittﬂ
i=0 ioti—t
E

Q. 1 Montrer que LX os = LY.

Q. 2 En déduire que L, (fos) = L,(f)os = L,(g).

Correction Exercice

Q.1
X, _ mos(t) — xy _ = s(t) —s(ty)
Li" os(t) E) T =T g s(ti) — s(;
J#i J#
B n a+t(b7a)f(a+t'(bfa))
- Qa+ti(b—a)—(a+tjj(b—a)
j#i
ot —t
= [— =t
2
Q.2 Ona
Lo(fos)t) = Y LT(t)fos(t)
i=0
= 2 LT (t)g(t:) = L, (g)
=0
et

La(f)os(t) = 3 L¥os(t)f(z:)

43’ Exercice 4.3.6: Spline cubique

Soient n > 3 un entieret a = 9 < x1 ... < T,—1 < T, = b une discrétisation réguliére de l'intervalle
[a,b]. On note h = xk+1 — k. Une fonction s définie sur [a;b] & valeurs réelles s’appelle spline
cubique si elle est deux fois contintiment différentiable et si, sur chaque intervalle [z4_1; x|, elle

est polynomiale de degré inférieur ou égal a 3.
Soit f € C?([a;b]; R) et s une spline cubique vérifiant

s(z;) = f(z;) = fi, Vie[0,n]. (4.49)

Q. 1 Montrer que si
s"(b)(f'(b) — 5'(b)) = s"(a)(f'(a) — '(a)) (4.50)

alors
b

b
J (s"(x))%dx < J (f"(x))?dz. (4.51)
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Indications : Poser r = f — s et montrer par intégrations par parties que SZ s"(x)r"(z)dx = 0.
Soient k € [1,n] et Sk un polynoéme de degré inférieur ou égal a 3 vérifiant
Sk(Tr—1) = fr (4.52a)
Se(ze) = fr (4.52b)
Sk(Tr—1) =mg_1 (4.52¢)
SZ (zk) = M. (4.52d)
Q. 2 1. Montrer lexistence et l'unicité du polynome Sy.
2. Montrer que polynome Sy, peut s’écrire sous la forme
Sk(x) = ak<.');‘k = .Z‘)3 4F bk(CL‘ — xk71)3 = ak(ack —x) + Br(z — a?kfl) (4.53)
en explicitant les coefficients (ay, by, o, Bx) en fonction de (fr—1, fr, mk—1,my) et h.
On note g la fonction dont la restriction a chaque intervalle [xy_1; 2], k € [1,n], est Sy.
Q.3 1. Vérifier que g est bien définie sur [a;b].
2. Montrer que g est une spline cubique si et seulement si, Yk € [1,n — 1],
6
Mi+1 + Admy + my_1 = ﬁ(fk-l—l — 2fk + fk—l)- (4.54)

Q.4 1. Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que g soit une spline cubique et
vérifie g"(a) = 0, g"(b) = 0, est que le vecteur M € R"* = (mg, my,...,m,)" soit solution

d’un systéeme linéaire de la forme
AM =b (4.55)

que l’on précisera.

2. Montrer que la matrice A est inversible.
Correction Exercice
Théoréme 4.13: Intégration par parties

Soient u € C'([a;b]; R) et v € C*([a;b]; R) alors

Q.1 On pose r = f —s. On a alors r € C?([a; b]; R) et,
Vi e [0,n], r(x;) = 0. (4.56)

De plus

b b
f (f"(0)%dr = f<s"<x>+r"<x>>2dx

a a

fb(s”(x))gdx + 2f

a a

b
s"(z)r" (x)dx + J (r"(z))?dx (4.57)

a

b

Montrons que SZ s"(x)r"(z)dz = 0.
On ne peut effectuer une intégration par partie pour SZ s"(x)r" (xz)dz car r” et s” ne sont pas dérivables.
Par contre, on a

Jb s"(x)r" (x)dx = ;JI s"(x)r" (z)dw

a Tio1

et, sur chaque intervalle [x;_1, z;], s” est un polynome de degré au plus 1. On a donc s” € C*([z;_1, 7;]; R)
et ' € C*([zi—1,2:];R) et il est alors possible de faire une intégration par partie avec u = 7’ et v = s”
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sur [x;—1, ;] :

JM s"(x)r" (x)de = [s" (x)h/ ()]5 | — fh s"(z)r' (z)dx. (4.58)

Ti—1 Ti—1
Or, sur [z;_1,7;], s € R*[X] et donc s” est constante, ce qui donne, en utilisant (4.56),

T

fvi " (x)r' (x)dx = s/”(xi)f r'(z)dz = " (z;)(r(z;) — r(xi—1)) = 0.

Ti—1 Ti—1

De (4.58), On a alors, Vi € [1,n],

Jw s"(x)r' (x)dx = " (x;)h (x;) — 8" (vi1)h (2i_1).

Ti—1

En sommant, on abouti a
b
f s"(z)r" (z)dx = 8" (201 (2) — 8" (20)1 (20) = 8" (b)R'(b) — s"(a)h (a).

Sous I’hypothése (4.50) on a bien SZ s"(x)r" (z)dz = 0. L’équation (4.57) devient alors

b

e ) e

a a a

D’ou

Q.2 1. Soit @ : R}[X] — R* définie par
O (P) = (P(wr—1), Plar), P (zk-1), P"(21))".

L’existence et 'unicité du polynéme Sy est équivalente a la bijectivité de ®j. Cette derniére étant
une application entre deux espaces vectoriels de méme dimension finie 4, elle est bijective si et
seulement si elle est injective. Pour établir 'injectivité de ®; il faut montrer que son noyau est

réduit au polynéme nul.
Soit P € ker @y, alors &y (P) = Oga. On en déduit que xp_1 et xj sont racines de P, et P s’écrit

alors sous la forme
P(z) = (v — zp-1)(z — 21,)Q(2)
avec Q(x) = ax + 8 polyndome de degré 1.
On a
Pl(x) = (= 21-1)Q(2) + (v — ) Q(2) + alr — xp—1) (v — 71)
et
P"(z) =2(Q(z) + a(x — x—1) + a(z — x1).
Comme P"(zy_1) = P"(x1) = 0, on obtient

Q(xp—1) + a(xg—1 —zr) = 0, — a(rk—1 —h)+8 = 0,
Qzg) + oz — xp—1) = 0, alzr+h)+ 0 = 0,

En soustrayant la premiére équation a la deuxiéme, on obtient 3ah = 0. Comme h # 0, on obtient
a=p0=0.Dou@=0et donc P=0.

2. On a S} (z) = 6ag(zk —x) +6bg(x — xK—1). Pour déterminer ay, et by, on utilise les équations (4.52c)
et (4.52d) qui deviennent respectivement 6hay = mg_1 et 6hbay = my. On obtient

(AT AT
T

Pour déterminer oy, et G on utilise les équations (4.52¢) et (4.52d) qui deviennent respectivement

ap =

aph® + agh = fr_1 et bgh® + Brh = fr.

En remplacgant aj et by par leurs valeurs, on obtient
J

fr—1 k
- — Zmau_1 et =25 _ T
N 6mk 1 et By Y Gmk

&93
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Q.3 1. On a par définition Vk € [1,n], g(z) = Si(z), V& € [2—1,zk]. Le probléme de définition de g
provient du fait que g est définie deux fois en xy, k € [1,n — 1]. En effet, on a

g(wi) = Sk(zk) et g(xx) = Sk+1 (k).
Or par construction des Sk, on a Si(zr) = Sk+1(zk) = fi et donc la fonction g est bien définie sur
[a,b].

2. Par construction, sur chaque intervalle [z;_1; x|, la fonction g est polynomiale de degré inférieur
ou égal a 3. Pour quelle soit un spline cubique, il reste & démontrer qu’elle est deux fois contintiment
différentiable sur [a, b]. Il suffit pour cela de vérifier qu’en chaque point xy, k € [1,n — 1], la fonction
g est continue et admet des dérivées premiéres et secondes.

La continuité est immédiate puisque g(zy) = fi. Pour les dérivées premiéres et secondes, il faut que
leurs limites & gauche et a droite soient égales, c’est a dire

Vk e [1,n —1], Sp(zk) = Sppa(zn) et Sy(xr) = Sy (@n).

Par construction des Sg, la seconde équation est immédiate : Sj/(xx) = Si i (zx) = my. On a
Si.(z) = =3ak(zr — 2)? + 3b(z — xk—1)* — ag + Bk et donc

h 1 h
S;/C(l‘k) = 3bkh2 —ap + P = §mk + E(fk — fk— 1) — E<m’“ — mkfl)

De méme, on obtient

h 1 h
Spi1(zr) = =3ap1h® — apgr + B = —5me+ E(fkﬂ - fk) — g(mlﬂ—l —my)
Donc g sera dérivable en xy si S (zx) = S}, (2x), c’est & dire si
h 1 h h 1 h
5 Mk E(fk - fk=1)- g(mk —Mmk-1) = —Mk E(ka - fk) = g(mkﬂ —mg)

ce qui s’écrit encore, Yk € [1,n — 1],
6
M1+ 4mg + mi—1 = ﬁ(fk-&-l —2fk + fr-1)

Q.4 1. La condition ¢”(a) = 0 se traduit par S7(z¢) = 0 or par (4.52c) avec k = 1 on a S7(z) = mo
d’ott mg = 0.
La condition ¢”(b) = 0 se traduit par S/ (z,) = 0 or par (4.52d) avec k = n on a S/ (z,,) = m, d’ou
m, = 0.
Pour déterminer les my, k € [0,n], on a n + 1 équations linéaires qui s’écrivent sous la forme
matricielle AM = b avec

1 0 0 0 0

1 4 1 fo—2fi+ fo

: . 1 4 1 fn—2*2£n—1 +fn
0 ... 0 0 1

2. La matrice A est a diagonale strictement dominante : elle est donc inversible.
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Soit f une fonction définie et intégrable sur un intervalle [a,b] donné. On propose de chercher des
approximations de

dans le cas ou 'on ne connait pas de primitive de f.

Figure 5.1: Représentation de SZ f(z)dz (aire de la surface colorée)

¥ Definition 5.1

Soient f € C%([a,b]; R) et Q,(f,a,b) la formule de quadrature élémentaire donnée par :

n

Qu(f.a,0) = (b—a) > w;f(x;) (5.1)

=0

avec Vj € [0,n] w; € R et z; € [a,b] distincts deux & deux. L’erreur associée a cette formule de
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quadrature, notée &, (f), est définie par

b
Ean(f) = f f(@)dz — On(f,a,b), Vf€C(a,B:R) (5.2)

' Definition 5.2

On dit qu’une formule d’intégration (ou formule de quadrature) est d’ordre p ou a pour degré
d’exactitude p si elle est exacte pour les polynémes de degré inférieur ou égal a p.

5.1 Meéthodes de quadrature élémentaires

On suppose que les points z; de la formule de quadrature (5.1) sont deux & deux disticts.

51.1 Méthodes simplistes
On peut approcher f par un polyndéme constant. Les trois formules usuels sont

Méthode du rectangle a gauche : En figure 5.2, on représente I’approximation de SZ f(z)dx lorsque
f est approché par le polynéme constant P(z) = f(a).

—y=f(z)

Figure 5.2: Formule du rectangle a gauche : SZ f(@)dx ~ (b—a)f(a) (aire de la surface colorée)

On a alors
b
f f(@)dx =~ Qo(f,a,b) = (b—a)f(a), formule du rectangle (& gauche)

et son degré d’exactitude est 0.

Méthode du rectangle a droite : En figure 5.3, on représente I'approximation de SZ f(z)dz lorsque
f est approché par le polynome constant P(z) = f(b).

On a alors
b
J f(z)dr ~ Qu(f,a,b) = (b—a)f(b), formule du rectangle (a droite)

et son degré d’exactitude est 0.
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—y=f(z)

Figure 5.3: Formule du rectangle a droite : SZ f(@)dx ~ (b—a)f(b) (aire de la surface colorée)

fle —y=flx)

1+ 0
2

c=

Figure 5.4: Formule du point milieu : SZ f(@)dz ~ (b— a) f(“£2) (aire de la surface colorée)
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Méthode du point milieu : En figure 5.4, on représente I’approximation de SZ f(x)dx lorsque f est
approché par le polynome constant P(z) = f((a + b)/2). On a alors

a+b

> , formule du point milieu

Lbf(x)dx ~ Qo(fa,0) = (b—a)f (

et son degré d’exactitude est 1.

La précision de ces formules est toute relative!
Nous allons maintenant voir comment généraliser en approchant la fonction f par des polynémes
d’interpolation de Lagrange de degré plus élevés.

5.1.2  Quelques résultats théoriques

Pour obtenir certains résultats associés a une formule de quadrature sur l'intervalle [a; b], il serait souvent
plus simple de les déterminer sur les intervalles d’intégration [0; 1] ou [—1;1]. La proposition suivante va
nous permettre d’affirmer qu’étudier le degré d’exactitude d’une formule de quadrature sur l'intervalle
[a; b] est équivalent & I’étudier sur I'intervalle [0; 1] ou sur Uintervalle [—1; 1] moyennant respectivemment
les changements de variables

at+b b—a

r=pt)=a+ (b—a)t ou z =)= 5t t

Proposition 5.3
Soit Q,(f,a,b) definie en (5.1), une formule de quadrature élémentaire a n + 1 points (2;);e[o,n]

(distincts deux & deux dans [a, b]).
On note = = p(t) = a + Bt, B € R*, le changement de variable affine, t; = ¢~ !(2;), Vi € [0,n], et

Qu(g, ¢ (a), 07 (1) = (971 (0) — v (@) D wig(ts)- (5-3)
=0

Alors Q,(f,a,b) est de degré d’exactitude k si et seulement si Q,(g, 0" (a), o~ 1(b)) est de degré
d’exactitude k.

r—Q

Preuve. On a ¢~ 1(x) = * 5

On suppose que Q,(f,a,b) est de degré d’exactitude k. Soit Q € Rx[X]. On a

e H(b) b
f Qt)dt = % L Qo (x)d.

¢~ '(a)

1 1

Or ¢~ est un polyndéme de degré 1 et Q o o~ est la composé de deux polynomes: c’est donc
un polynome de degré le produit des degrés des deux polynomes, i.e. Qo ¢! € Rg[X]. Comme
O, (f,a,b) est de degré d’exactitude k, on en déduit que

b n n
J Qo H(x)dr = Qn(Qop " a,b) = (b—a) > wiQo o (z:) = (b—a) >, wiQ(ts).
a =0

=0

On a alors

e H(b) bea &
f QMdt = 2= wi(t:)
v~ 1(a) 8 i=0

or

On en conclu donc que Q, (g, 9~ 1(a), p~1(b)) est de degré d’exactitude k.
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On suppose que 9, (g, 1(a), p~1(b)) est de degré d’exactitude k. Soit P € Rx[X]. On a

b © " (b)
f P(z)dx = BJ P o p(t)dt.
v~1(a)

a

Or ¢ est un polynoéme de degré 1 et P o ¢~ ! est la composé de deux polynémes: c’est donc

un polynome de degré le produit des degrés des deux polynomes, i.e. P o ¢ € Ri[X]. Comme
Qn(g,071(a), p1(b)) est de degré d’exactitude k, on en déduit que

e 1 (b)
f " Pop(t)dt = Qn(P o, (a), o (b))
e a

= (p (b)) — ¢ (a)) Z wiP o p(t;)

= (71 (0) — ¢ H(a) > wiP(xy).
i=0

On a alors

b n
J, P = 3710 - 7 @) Y bt

et comme @~ 1(b) — ¢ 1(a) [3 , on en déduit que 9, (f,a,b) est de degré d’exactitude k.

Proposition 5.4
Soit Q,(f,a,b) definie en (5.1), une formule de quadrature élémentaire & n + 1 points.

L’application f — Q,(f,a,b) définie de f € C°([a,b]; R), muni de la norme infini, & valeurs dans
R est linéaire continue.

Preuve. On commence par démontrer la linéarité. Soient f et g dans € C°([a,b]; R), et X et u deux réels.
Alors Af + pg € C%([a,b]; R), et on a

QuANf + pgoat) = (b—a) 3wy (A + ) ()
- (-0) 3 0, (3 f(e) + notr,)

b—aZ flxj) +pb—a ijng)

= AQu(f,a,0) + 1Qn(g, a,b).

L’application f — Q,(f,a,b) est donc linéaire. Pour démontrer qu’elle est continue, il suffit alors de

démontrer que
3C >0, tel que |Qn(f.a,b)| < C|f|,. ¥f e C([a,0];R).

Or, on a, pour tout f € C%([a,b];R),

1Qn(fra,0)] = [(b—a) ) w;f(z;)|

'MS

0

|wj||.f ()]

J

=

<(b-a)

0

J

<C|fl,, avec C=(b—a) Z |w;| indépendant de f.
j=0
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Proposition 5.5

La formule de quadrature élémentaire (5.1) & n + 1 points est de degré d’exactitude & (au moins) si

et seulement si
br+1 _ ar+1

(b—a) Z wiT] = —01 vr e [0, k]. (5.4)

Preuve. ° Si la formule (5.1) est de degré d’exactitude k, elle est donc exacte pour tout polynéome
de Ri[X] et plus particuliérement pour tous les monomes 1, X, X2,..., X*. Soit r € [0,k]. En
prenant f(z) = 2", la formule (5.1) étant exacte par hypothése, on obtient

Qu(zr—zx",a,b)=(b—a szrypj x'dr =

° On suppose que l'on a (5.4). Soit P € Rg[X]. On va montrer que la formule de quadrature
(5.1) est alors exacte.
Le polynéme P peut s’écrire comme combinaison linéaire des monémes de {1, X, X2,..., X*}, base
de [Rk- [X]
lére démonstration: On a donc

Zaj Yz e R.

En prenant f = P, la formule de quadrature (5.1) donne
b n n k )
J P(z)dz ~ (b—a) Z w;P(z;) = (b—a) Z wj Z a;]

a i=0 '

De plus, par linéarité de 'intégrale, on a

J dx—ZaJijdx—Za] j+14

et en utilisant (5.4) on obtient

Ce qui donne
b
JP( )dz = (b—a sz ;).

La formule de quadrature est donc de degré d’exactitude k.
2éme démonstration: On a donc

k
P=>a;X/
j=0

et par linéarité de l'application f — Q,(f,a,b) (voir Proposition 5.4) on obtient

k
Qn(P>aab) = Qn(z anj’aab)

7=0

k
= > a;Qn(X7,a,b).
j=0

Par hypothése, on a (5.4) et, comme par définition X7 est le polynoéme z +— 27, on obtient

' oo b pitl _ i+l
Vje[0,k], Qn(X?,a,b) = Xj(m)dx=J dr = ———
a a Jj+1
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De plus, par linéarité de l'intégrale, on a
A A

J dx—Za]fx]dx—Za] ]

et donc

b k
J P@)dz = 3 0;0u(X7,a,b) = O (P, a,b).

a ]:0

En appliquant la Proposition 5.5 avec k = 0, on obtient immédiatemment le corolaire suivant.

Corollaire 5.6

La formule de quadrature élémentaire (5.1) & n + 1 points est de degré d’exactitude 0 au moins si

et seulement si
n

Zwi=1.

=0

Proposition 5.7

Soient (;);e[o,n] des points deux & deux distincts de l'intervalle [a,b] donnés. Il existe alors une
unique formule de quadrature élémentaire (5.1) & n + 1 points de degré d’exactitude n au moins.

Preuve. En fixant les points (2;);c[o,,) deux & deux distincts, pour obtenir explicitement la formule de
quadrature de type (5.1) il faut déterminer les n + 1 poids (w;);eo,n]- Or, de (5.4), en prenant k& = n, on
obtient exactement n + 1 équations linéaires en les (w;) s’écrivant matriciellement sous la forme :

1 1 - 1 wo b—a
b2—a?
To T1 -t Tp w1 2
(b—a)| . . ) S
n n . n bn+17 n+1
To T Tn/ \Wn i

La matrice intervenant dans le systéme précédent s’appelle la matrice de Vandermonde et elle est
inversible (car les (z;) sont deux & deux distincts, voir Exercice B.3.13). Ceci établi donc 'existence et
"unicité de poids (w;)ic[o,n] tels que la formule de quadrature élémentaire (5.1) soit d’ordre (au moins)
n.

Il est aussi possible de démontrer I'unicité classiquement. Supposons qu’il existe (w;)ic[o,n] €t (Ws)ic[o,n]
tels que pour tout P € R,[X], on ait

f P(e)dz = (b—a) Y w,P(z) = (b~ a) i 5P (1)

a i=0

On a alors VP € R, [X],

n

> (w; — ;)P () = 0. (5.5)

i=0
On rappelle que les fonctions de base de Lagrange associées aux (n+ 1) points (x;);e[o,n] définies en (4.5),
notées L;, sont dans R, [X] et vérifient

Li(ZL']) = 51‘7]', Vj S [O,?’Lﬂ
Soit j € [0,n]. En choisissant P = L; dans (5.5), on obtient

Z Lj(w;) = (w; — wy)

ce qui prouve 'unicité. O
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}3’ Exercice 5.1.1

Soient (x;)", (n + 1) points donnés et distincts 2 & 2 d’un intervalle [a,b] (a < b). Ecrire une
fonction algorithmique WercHTsFrROMPOINTS permettant de déterminer les poids (w;)i, de telle
sorte que la formule de quadrature élémentaire associée soit de degré d’exactitude n au moins en
s’inspirant de résultats obtenus dans la démonstration de la Proposition 5.7. On pourra utiliser la
fonction algorithmique & < Sowve(A,b) permettant de résoudre le systéme linéaire Az = b.

Correction Exercice Nous avons vu, dans la Proposition 5.7, que pour avoir une formule de quadrature
élémentaire de degré d’exactitude n, il est nécessaire et suffisant que les (n+1) poids (w;)?_, soient solution
du systéme linéaire suivant:

Algorithme 5.1 Fonction WeicaTsFroMPoINTS retournant le tableau des poids w associé & un tableau
de points £ donnés (points 2 & 2 distincts) appartenant & un intervalle [a, b].

Données : =z . tableau de R"*! contenant (n + 1) points distincts deux a deux
dans un intervalle [a,b] avec la convention
.’IJ(Z) = Ti—1, Vi e [[1,77/ + 1ﬂ
a, b : deux réels, a <b.
Résultat : w : vecteur de R"™! avec w(i) = w;_1, Vi € [1,n + 1]

1: Fonction w «— WeicHTsFroMPoinTs ( &,a,b )

2: b— On+1

3: A ®n+1,n+1

4: Pour i< 1an-+1 faire

5: Pour j < 1 an+1 faire

6: A, j) < =(5)" (i — 1)

7 Fin Pour

8: b(i) «— (b*i—a”i)/(i* (b—a))
9:  Fin Pour

10:  w < SowEe(A,b)
11: Fin Fonction

Proposition 5.8: symétrie

Soit Q,(f,a,b) definie en (5.1), une formule de quadrature élémentaire & n + 1 points (distincts
deux a deux et ordonnés). On dit qu’elle est symétrique si
Ti+Tp_; a+b

Vi € [0, n], 5 == et w; = Wp_;. (5.6)

Dans ce cas si cette formule est exacte pour les polyndémes de degré 2m alors elle est nécessairement
exacte pour les polyndémes de degré 2m + 1.

Preuve. Soit P € Roy,11[X]. Il peut alors s’écrire sous la forme

P(z) = C <17 _er b)QmH + R(x)

2
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avec C' une constante réelle et R € Ry, [X]. On a alors

LbP(at)dx _ cf <x— a;b)Qdex—l—JbR(x)dx

a

et en appliquant la formule de quadrature au polynéme P on obtient

n n a+ b 2m+1 n
w; P(x;) = C w; | Ty — + w; R(x;
YuPe) =0, (- %57) YRz

On veut donc démontrer que

c’est a dire

b 2m+1 b n 2m+1 n
a+b a+b
C’f <J: ~- =3 ) dzr + f R(z)dx = (b— a)C;wi (a:l - 2) +(b—a) i;)wiR(mi)

a a
Comme la formule de quadrature est supposée exacte pour les polynéme de degré 2m, on a
b n
J R(@)dr = (b—a) 3 wiR(zs).
a i=0
Il reste donc & démontrer que

b 2m+1 n 2m+1
a+b a+b
J (:c— 5 ) dm:(b—a);wi <xi— 5 > .

a

Or en effectuant le changement de variable ¢ — “;b + tlFT“ on obtient

b 2m+1 1
b b—
f -2 i dr = a f 2 de = 0.
a 2 2 —1

Des propriétés de symétrie de la formule, on déduit

a+b a+b
Ti+Tp—i=a+b < xz;— 5~ (i T
e Sin = 2k, (n paire), on a alors un nombre impair de points avec nécessairement xj, = x,_j = %2
2
et
n a+b 2m+1 k—1 a+b 2m+1 2k a+b 2m+1
Zwi(xi— 5 ) = wi(mi— 5 > +0 x wg + Zwi<xi— 5 )
i=0 i=0 i=k+1
k—1 a+b 2m+1 2k a+b 2m+1
= Wy (in - 9 > - Z Wn—i < Tn—i — 2 )
i=0 i=k+1
k—1 a4 b\ 2t kol a4 b\ 2!
= wz‘(l“z'— 9 > —ij<33j_ 9 )
i=0 j=0
= 0.
e Sin =2k —1, (nimpaire), on alors un nombre pair de points (avec z; # “£2, Vi € [0,n]) et
2m-+1 k—1 2m-+1 2k—1 2m-+1
a+b a+b a+b
i=0 i=0 i=k
k—1 a+b 2m+1 2k—1 a+b 2m+1
= wi <$z B ) - Z Wn—i ( Ln—i — ECu )
i=0 i=k
k—1 a+b 2m+1 k—1 a+b 2m+1
= sz<xz— D) ) —ij<.’17j— 9 )
i=0 §=0
= 0.
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O

Le résultat suivant fait le lien avec les polynémes d’interpolation de Lagrange pour établir une majo-
ration de ’erreur associée & une formule de quadrature élémentaire.

Proposition 5.9

Soit Q,(f,a,b) definie en (5.1), une formule de quadrature élémentaire a n + 1 points (2;)e[o,n]
(distincts deux & deux).

La formule de quadrature est de degré d’exactitude n au moins si et seulement si pour tout ¢ € [0, n],
les poids w; sont donnés par

¢ 1 b — g J t; )
= dx d v 0 5.7
b—aLﬂ)mi—xj cti—t 2, Vie[0n] (5:7)
J#i

J#z

avec t; = (z; —a)/(b— a).
Si f € C""Y([a,b]; R) alors on a

|ga,b(f)| <

(nil )Hoc Lb|f£(x_$i)dx (5.8)

Preuve. Montrons tout d’abord que ’on a 1’égalité suivante

b -z Pt —t
L dx L dz.
b—a le—x] Jj_l_[t-—t-
J#z

Par le changement de variables s : t — a + (b — a)t on obtient

Jb Li(@)dz = (b— a) fl Lios(t)dt

a 0

et lonax; =s(t;) =a+ (b—a)t; out; = (z; —a)/(b— a). On en déduit

! ! " b a)(t —t;)
L. =
L ;os(t)dt Jﬂ 0 s dt J t_t)dt
J#z J#z
t—t;
Jn It
0 ‘=0ti_tj

J="
J#i

L’égalité est donc démontré.
Pour démontrer la proposition, on note £, (f) le polyndme d’interpolation de Lagrange associés aux

points (2, f(4))icfo,n]

Ln(f)(x) = > Li(x)f(x;) avec Li(x) = H ;__ZJJ
i
On a alors
b n b
[ 2ap@ar =3, s [ L
a =0 o

On suppose que la formule de quadrature est de degré d’exactitude n. Soit ¢ € [0,n], L; € R,[X]

et on a alors par hypothése
b

Q. (Li, a,b) :f Li(w)da

a
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Or comme L;(z;) = J; ; on a
Q.(Li,a,b) = (b—a) ij = (b— a)w;

On obtient donc

1 b
wi =3 af L;(x)dx.

a

On suppose les poids (w;)?, donnés par (5.7). La formule de quadrature s’écrit alors

by b
Qn(fvaab) 2’2 f(ll?z)f Lz(ﬂj)d:l:
i=0 a

Soit P € R,[X]. Par unicité du polynéme d’interpolation de Lagrange, on a P = £,,(P) et

= L7 f (x)dx
= (b — a) Z U}ZP(Il) = Qn(P, a’b).

La formule de quadrature est donc exacte pour tout les polynémes de degré n au moins.

Pour démontrer I'inégalité (5.8), comme f € C""1([a,b]; R), on peut appliquer le théoréme 4.4 pour

obtenir

f (n+1) n
Va € [a,0), 3, € [a,0], f(z) = La(f) (@) = H
i=0

On en déduit

n+1)
|f(I)7£n ‘f )ﬂ'n(l‘)'
e H

L’application f — L, (f) étant intégrable sur [a,b], Papplication |f — L, (f)| est aussi. De méme |, (x)]

est intégrable sur [a, b]. On obtient alors

il

[ 170~ ean@nae < e [[imaoae
[ 0 -e.
[ wae [ eatpo <

De plus

f (@) = L) (@)ldz

ce qui donne
bl

D) L|Hm—xl|d:1c
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La formule de quadrature est de degré d’exactitude n au moins et le polynéme d’interpolation de
Lagrange L, (f) est de degré n donc on a

b
f Lo(f)(@)dz = Qn(Ln(f), a,b)

a

= (b= a) Y wila()(w:)

=0

=(b—a) Z w; f(x;) car Ln(f)(@i) = f(@i)
i=0

= Qn(f7 a, b)

ce qui donne

b
Ean()] = j F(@)de — Qu(f.a.b)

- ’ Ha)de — [ Lo(@)da

(n+l)H b n
o0

j | n(x —z;)|dx.

<7
(m+D! Jo g

}3’ Exercice 5.1.2

Soient (z;)}_, des points distincts 2 & 2 de 'intervalle [a, b] vérifiant

A n—i b
Vie [0,n], = +2x :“; .

On note L; € R,[X], i € [0,n] les (n + 1) polynomes de base de Lagrange définis par

Li<$)=H SL‘—.’Ej

Iiij

et vérifiant L;(z;) = &; ;, V(i,5) € [0,n]?
Q. 1 Soit i € [0,n]. Montrer que

Ve e R, Li((a +b) —x) = L,_i(z).

Q. 2 Soient (w;)1_, définis par

b

a

Montrer que l’'on a alors
Vi e [0,n], w;=wn_;

Correction Exercice

Q. 1 Soit ¢ € [0,n]. On note p(z) = (a + b) — z le polynome de degré 1 et P = L; o ¢ le polynéme de
R, [X] (la composé de 2 polynomes est de degré le produit des degrés des 2 polynomes).
On a

Vje[0,n], zn—j=(a+b)—ux;
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et

L

P(2;) = Li((a+b) — 2;) = Li(wary) = Sy = { bostiEneg { '

0, sinon

C’est & dire
VJ € [[O,n], P(l'j) = 6n7i,j'

161

sij=n—1
. = §n7i,j~
sinon

Or L,_; est 'unique polynome de R,[X] vérifiant la relation précédente dont P = L,,_,; (voir Exer-

cice 4.1.1, page 126).

Q. 2 Soit ¢ € [0,n]. On note t = p(x) = (a + b) — x le changement de variable affine. On a alors

e (t)=(a+b)—tet

1 b

b—a ],
: Fl(b)L ()¢ (z)d
= iop(x)p (x)dt
b=a o
1 a
- L Li((a +b) — 2)(—1)dz
1 b
= m . LZ((a+b)—x)d$
1 b
=3 J L,—;(x)dx d’aprés la question précédente
—al,
= Wn—j-

De I’Exercice 5.1.2 et de la Proposition 5.8, on obtient le lemme suivant

Lemme 5.10

Soient (x;)!_, des points distincts 2 & 2 de V'intervalle [a, b] vérifiant

5 < @By b
vie[o,n], = +2x =“; .

Soient (w;)}, définis par

1 ("% z—z
w; = f T g, Vi € [0,n]
b—a a j—¢Ti—Tj
J#i
On a alors
Vie [0,n], w; = wn_;

et la formule de quadrature élémentaire associée est de degré d’exactitude au moins n si n est

impaire et au moins n + 1 sinon.

Proposition 5.11: Degré maximal d’exactitude

Soit Qn(f,a,b) défini par (5.1) une formule de quadrature élémentaire de degré d’exactitude au
moins n. Elle est alors de degré d’exactitude n + m, m € IN*, au moins si et seulement si

b
J T (2)Q(x)dx = 0, VQ € Ry—1[X]

a

(5.9)
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ou m, est le polyndéme de degré n + 1 défini par

n

m(x) = [ [(@ — 22). (5.10)

=0

Le degré maximal d’exactitude d’une formule de quadrature élémentaire & n + 1 points est 2n + 1.
De plus, on a

(5.9) <= fb T (x)z*de = 0, Yk € [0,m — 1]. (5.11)

Preuve. On a par définition
n

Qn(faa7b) = (b - CL) Z wjf(xj)

j=1
ou les n + 1 points z; sont distincts deux & deux dans l'intervalle [a, b].
La formule de quadrature est exacte pour les polynémes de degré n + m si et seulement si

b
f P(z)dz = Q,(P,a,b), VP € Rysm[X]

a

Soit P € R,+m[X], on peut effectuer la division euclidienne de P par m, € R,,+1[X]. Il existe donc
Q € Ry—1[X] (quotient) et R € R,[X] (reste) tels que

P =Qm, +R.

On a alors par linéarite de l'intégrale
b

f b () J ' Q) () + J R(z)dx

a a
et par linéarite de Q,
Qn(Pa a, b) = Qn(Qﬂ—na a, b) + Qn(R7 a, b)
Par hypothése, la formule de quadrature a pour degré d’exactitude n et comme R € R,,[X] on obtient

b
J R(z)dz = Q,(R,a,b).

a

On en déduit alors que

b b
[ P@s - @upa.t) = [ Qimi (o) ~ Qu(Qmas0.0)

a

Par construction m,(z;) = 0, Vj € [0,n], ce qui donne

9, (Qmp,a,b) = (b—a) Z w;Q(z;)mn(z;) =0

j=0
et donc

b b
J P(x)dx — Q,(P,a,b) = J Q(z)m, (x)dx. (5.12)

a

si (5.9) est vérifié alors,
b
J P(2)dz — On(P,a,b) — 0.

a

La formule de quadrature est donc de degré d’exactitude n + m.

si la formule de quadrature est de degré d’exactitude n + m alors pour tout Q € R,,—1[X], le
polynome P = Qm,, € R, [X] et donc

JbP(a:)dx — 9,(P,a,b) =0.

a

En utilisant (5.12), on obtient alors

Jb Q(z)mn (x)dz = 0.

a

Compiled on 2022/09/15 at 10:51:48



Méthodes de quadrature élémentaires 163

e La plus grande valeur que puisse prendre m est n + 1 (i.e. m+n =2n+ 1). En effet si m =n + 2
alors Q € R,+1[X] dans (5.9). Or m, € R,4+1[X] et en prenant Q = m, on obtient

jb 7 (2)Q(x)dx = Lb Q?*(x)dx > 0.

a

e Dans 'équivalence (5.11), est immeédiat car z — ¥ € R,,,_1[X].
Pour établir 'implication [ <], on utilise la linéarite de I'intégrale. En effet, soit P € R,,_1[X], il
existe (ag,...,m—1) € R™ tel que

On a alors

O

Cette proposition sera utilisée pour déterminer les points de quadrature de la méthode de Gauss-
Legendre. Une fois connu les points de quadrature x;, les poids w; pourront étre calculés par (5.7).

Si I’on choisi comme points de quadrature les n + 1 points de la discrétisation réguliére de I'intervalle
[a,b], on obtient la méthode de Newton-Cotes.

Bien d’autres méthodes peuvent étre obtenues (avec d’autres points), certaines permettant le calcul

d’intégrales avec poids de la forme Sz w(z) f(z)dz :
e méthode de Newton-Cotes ouvertes,
e méthode de Gauss-Legendre,
e méthode de Gauss-Jacobi,
e méthode de Gauss-Tchebychev,
e méthode de Gauss-Laguerre,
e méthode de Gauss-Lobatto,

e méthode de Romberg...

513 Formules élémentaires de Newton-Cotes
Soit ();e[0,n] une discrétisation réguliere de I'intervalle [a, b]:
Vie [0,n], z; =a+ihavec h = (b—a)/n.

On a alors

i+ Tpi b
Vie[o,n], * +2$ =“; .

Proposition 5.12

Soient f € C°([a,b]; R) et (7)ie[o,n] une discrétisation réguliére de l'intervalle [a,b]: z; = a + ih
avec h = (b—a)/n.
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Les formules de quadrature élémentaires de Newton-Cotes s’écrivent sous la forme

b n
f f@)dz ~ (b —a) Y wif ()

=0

ou les poids (w;)", sont donnés par (5.7).

Elles sont symétriques et leur degré d’exactitude (d.e. dans le tableau suivant) est égal a n si n est

impair et & n + 1 sinon.

n | d.e w; (poids) nom
1 1 3
1 1 5 5 trapeze
1 2 1 :
92 3 i 2 i Simpson
1 3 3 aL
3 3 5 3 5 = Newton
7 16 2 16 e c
4 5 50 e o e o0 Villarceau
5 5 19 25 25 25 25 19 ?
288 96 144 144 96 288 4
41 9 9 34 9 9 41
6 7 840 35 280 105 280 35 840 Weddle
7 7 751 3577 49 2989 2089 49 3577 751 2
17280 17280 640 17280 17280 640 17280 17280 4
8 9 989 2944 464 5248 454 5248 464 2944 989 2
28350 14175 14175 14175 2835 14175 14175 14175 28350 | °

Table 5.1: Méthodes de Newton-Cotes

Par exemple, la formule de Simpson (n = 2) est

b—a a+b

[ @~ 25 (s + 155 + )

(5.13)

Pour un n donné, déterminer les coefficients w; de la formule de Newton-Cotes est assez simple.

Démonstration 1: En effet, il suffit de remarquer que la formule doit étre exacte si f est un polynéme
de degré au plus n. Ensuite par linéarité de la formule, on est ramené & résoudre une systéme

linéaire & n 4 1 inconnues (les (w;);e[o,,]) en écrivant que pour chaque mondéme

n b
(b_ CL) Z wlf(xl) = J f(x)d:c, vf € {1aXaX27 cee 7Xn} < [Rn[X]
i=0 a

(5.14)

Par exemple, pour n = 2, on a b = a + 2h. A partir de (5.14) on obtient les trois équations :

wo + wy + we = 1,

awg + (a + h)w;y + (a + 2h)wsy = = SZ zdr = a + h,

a?wg + (a+ h)?wy + (a+2h)%wy = = SZ z?dz = £(3a® + 6ah + 4h?),
On a alors

wy = —wy —wsg + 1,
a(—wy —wz2 + 1) + (a + h)wy + (a + 2h)wy = a + h,
a?(—w1 —wz + 1) + (a + h)?w1 + (a + 2h)*ws = a® + 2ah + 3h2.
c’est & dire
wy = —w; — w2 + 1,
wy + 2wy =1,
2a(wy + 2ws) + h(wy + 4ws) = 2a + 4h/3,

Par substitution, de la deuxiéme équation dans la troisiéme, on obtient enfin

woz—wl—w2+1,
w1 + 2wy =1,
w1 + 4wy = 4/3,

ce qui donne wy = wy = % et wy = %

(f) = 1)
(f(@) = @)
(f(@) = 27).
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Démonstration 2: En utilisant la Proposition 5.9, on a

def 1 an T — Ty jln t—tj i
w; = dx = dr, Vie|0,n
! b—a aﬂ)l'i—l'j Ojl:!)ti_tj [[ ﬂ

J#i J#i

On a donc dans le cadre des points équidistants sur [0,1], ¢; = i/n, Vi € [0,n] et

n n

t—t; 1q t—j/n  pynt—j
Il -Ha=n 17

§=0 ti —1t; §=0 j=0
J#i J#i J#i
Par exemple, pour n = 2, on a

2t—12t—2

L) = === @t-1i-1)
2t 2t — 2

Li(t) = ————=—-4@{—-1)t

) = TS =)
2t 2t — 1

Lo(t) = 51 =(2t—1)t

et

Wo = fl Lo(t) = év wy = f Ly(t) = %’ wy = fl Ly(t) = é

0 0 0
On sait par le Lemme 5.10 que, n = 2 étant paire, la formule de quadrature élémentaire de Simpson est

au moins de degré d’exactitude 3. Pour montrer qu’elle est de degré d’exactitude 3, il suffit de vérifier
qu’elle n’est plus exacte pour le monéme z* sur I'intervalle [0, 1].

En effet, on a
L, 1 5 vy, 1
- 4(= 1% ) =— de = -
6(0+ (2)+ > 2 Lx T =z

43’ Exercice 5.1.3

Q. 1 Ecrire une fonction algorithmique WeicaTsPoiNTsNC  retournant les (n + 1) points et les
(n+ 1) poids de la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes a (n + 1) points.

Q. 2 Ecrire une fonction algorithmique QUADELEMNC  retournant la valeur de Q,(f,a,b) corre-
pondant o la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes & (n + 1) points.

Correction Exercice

Algorithme 5.2 Fonction WeIGHTSPOINTSNC retournant le tableau de points £ donnés correspondant
a la discrétisation réguliére intervalle [a, b]. et le tableau des poids w associé a un

Données : a, b : deux réels, a <b,
n : nelN*.
Résultat : z : vecteur de R""! avec z(i) = z;_1, Vi€ [1,n + 1]
et ;1 =a+ (i —1)h, h=(b—a)/n,
w : vecteur de R" ™! avec w(i) = w;_1, Vie [1,n + 1]

Q.1 1: Fonction [z,w] «— WgricaTsPoINTsNC ( a,b,n )
22 xz<—a:(b—a)/n:b
3:  w < WEIGHTSFROMPOINTS(Z, a, b)
4: Fin Fonction
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Q. 2 On a de maniére générique ’algorithme suivant:

Algorithme 5.3 Fonction QuapELEMGEN retourne la valeur de I = (b—a) >7_o w; f(x;).

Données : f :une fonction définie de [a,b] dans R,
a,b : deux réels avec a <b
T : vecteur de R™*! contenant (n + 1) points distincts deux a deux

dans un intervalle [a, b] avec la convention
23(2) =Ti-1, Vi e [[1,71 + 1]

w : vecteur de R"*! tel que w(i) = w;_1, Vi€ [1,n + 1]

Résultat : I : un réel

1: Fonction I « QuabpELemGeN ( f,a,b,z,w )

22 I<0

3:  Pour i < 1 a Lencru(z) faire

4: I—T+w(i)=* f(z(i)

5 Fin Pour

6: IT<—(b—a)=I

7: Fin Fonction

On peut noter que si 'on dispose de la fonction s « Dor(u,v) correpondant au produit scalaire de
deux vecteurs du méme espace alors on a directement

I« (b—a)=*Dor(w, f(z)).

Algorithme 5.4 Fonction QuaDELEMGEN retourne la valeur de I = (b — a) Z;L:O w; f(z;) ou les poids
w; et les points x; sont ceux définis par la formule de quadrature élémentaire de Newton-Cotes

Données : f :une fonction définie de [a,b] dans R,
a,b : deux réels avec a < b,
n : nelN*

Résultat : I : un réel

1: Fonction I « QuapELemMNC ( f,a,b,n )
2:  [z,w] <« WeieHTsPoiNTsNC(a, b, n)

3: I «— QuADELEMGEN(f, a,b, 2, w)

4: Fin Fonction

Remarque 5.13 Pour les méthode de Newton-Cotes, il ne faut pas trop "monter" en ordre car le
phénomene de Runge (forte oscillation possible du polynéme d’interpolation sur les bords de l'intervalle)
peut conduire & de trés grande erreurs. Au dela de n = 7, des poids négatifs apparaissent dans les
formules et les rendent beaucoup plus sensibles aux erreurs d’arrondis.

Sur un exemple trés simple, il est possible dillustrer ce phénomeéne. Soit f(x) = 3z+2. On a démontré

que toutes les formules de Newton-Cotes & n+ 1 points, n > 1, sont exactes pour le calcul de SZ f(z)dx car
f est un polynome de degré 1. De plus les poids (w;)e[o,,) Peuvent étre calculés sous forme fractionnaire
: il est immeédiat & partir de la formule (5.7) que w; € Q.

En choissant, par exemple, a = 0 et b = 1 les n + 1 points z; de la formule de Newton-Cotes sont aussi
des nombres rationnels. La fonction f étant polynomiale, on obtient f(x;) € Q. On en déduit que la
formule de Newton-Cotes & n + 1 points donne dans ce cas un résultat (exacte) sous forme fractionnaire.
Numériquement, les poids w; € Q et les points z; € Q vont étre approchés en commettant de trés
petites erreurs. Sous Sage, logiciel gratuit de calcul formel (entre autres), on peut programmer a la fois
le calcul des méthodes de Newton-Cotes exactes (en restant dans le corps Q) et le calcul "approché"
correspondant aux méthodes de Newton-Cotes approchées (i.e. les w; et les xz; sont approchés avant le
calcul de la somme). On représente en Figure 5.5 les erreurs obtenues en fonction de n par ces deux
approches. Ces courbes en échelle logarithmique en ordonnées ont été obtenues en ajoutant aux erreurs
le nombre le — 16 (pour éviter de prendre le log de zéro).
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error

—Numerical Newton-Cotes
—Analytical Newton-Cotes
105
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1079 4
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10715 4
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T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60

Figure 5.5: Instabilité des méthodes de Newton-Cotes élémentaires

Pour pallier ce probléme, on étudiera les méthodes de quadrature composées.

5.1.4  Formules élémentaires de Gauss-Legendre

43’ Exercice 5.1.4

Q. 1 Déterminer les points to, t1 de intervalle [—1,1] et les poids wg, wy tel que la formule de
quadrature

1 1
f g(t)dt ~ 2 Z w;g(ti)
-1 i=0
soit de degré d’exactitude 3.

Q. 2 En déduire une formule de quadrature pour le calcul de Sz f(z)dz qui soit de degré d’exactitude
3.

Correction Exercice

Q. 1 D’apreés la Proposition 5.9, si ¢ et ¢; sont distincts et dans Uintervalle [—1, 1] alors avec

1 (Y t—t 1 (Y t—t
wngj 1dtetw1:fj 0 gt
2 -1 to_tl 2 —1 tl_to

la formule de quadrature est de degré d’exactitude 1.
Pour déterminer les points ¢y et t1, on utilise la Proposition 5.11 (degré maximal d’exactitude) avec
m =mn+1=2: la formule de quadrature est de degré 2n + 1 = 3 ssi

1
f m(OQ(t)dt = 0,%Q € Ry[X]
—1
avec 1 (t) = (¢t — to)(t — t1). Par linéarité ceci est équivalent a
1
f i (t)thdt = 0,Vk € [0,1]
-1

c’est a dire L )
f T (t)dt = 0 et f w1 (t)tdt = 0.
-1 -1

Or on a
1 1 2
J 7y (t)dt = J t2 — (to + t1)t + totdt = 3 + 2ot
-1 -1
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et
1 1
2
J 7T1(t)tdt= J 3 — <t0+t1)t2+t0t1tdt= —g(to-‘rtl).
1 1

On est amené a résoudre le systéme non linéaire

1 2
totl = 73 et — g(to +t1) = O

ce qui donne tg = —/(3)/3 et t; = 1/(3)/3.

Il reste a calculer wg et wy. On a

RN R RVAC) I B e VAC) I B
T L —2,/(3)/3 =3, —2\/(3)/3dt =12
et

24/(3)/3 2J)124/(3)/3

w1, = =

;Jll w(jt_} ' Mdt: 1/2.

La formule de quadrature

~g(==) +9(5)

1
JA g(t)dt \f \ég

est donc d’ordre 3.
a+b

Q. 2 On effectue le changement de variable x = p(t) = %2 + b_T“t en appliquant la Proposition 5.3
(changement de variable affine) pour obtenir que

- a) (5 an) + )

est une formule de quadrature approchant SZ f(x)dx avec un degré d’exactitude de 3 ot xzg = ¢(tg) et
x1 = @(t1).
o

Avant d’établir des résultats plus généraux, on donne quelques résultats classiques sur les polynomes
de Legendre |].
Les polynomes de Legendre peuvent étre définis par la formule de récurrence de Bonnet

(n+ 1)Pi1(t) = (20 + DtPu(t) — nPo_y(t), ¥n > 1 (5.15)

avec Po(t) = 1 et Py(¢t) = t.
On a les propriétés suivantes:

prop.1 le polynéme de Legendre P,, est de degré n,
prop.2 la famille {P;}}_, est une base de R, [X],
prop.3 pour tout (m,n) € N?, on a

1
2

ce qui correspond & 'orthogonalité des polynémes de Legendre pour le produit scalaire
1
(P Py = J P, ()P (t)dt.
-1
prop.4 Pour n = 1, P, est scindé sur R et ses n racines sont simples dans | — 1, 1[, c’est a dire

P.(t) = C’ﬁ(t —t;), C e R*

1=0

ot les ¢; sont 2 & 2 distincts (et ordonnés). Les (n + 1) racines simples de P,,1;1 sont alors chacunes
dans I'un des (n + 1) intervalles | — 1,%o[, Jto, t1[, - - -5 Jtn—2, tn—1[, Jtn—1,1[
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Proposition 5.14

Soit (¢;)I_, les n + 1 racines distinctes du polynéme de Legendre de degré (n + 1). On note z; =

%rb + bg“ti, Vi € [0,n] et w; les poids donnés par (5.7). La formule de quadrature élémentaire

n

b
j f@)do ~ (b —a) Y wif ()

=0

est appelée la formule de quadrature de Gauss-Legendre. C’est I'unique formule de quadrature
élémentaire a (n + 1) points ayant pour degré d’exactitude 2n + 1.

exactitude w; (poids) t; (points)
1 1

0
3 1/2a 1/2 _\/W7\/m
5 5/18,8/18,5/18 | —1/3/5,0,~/3/5

N = Ol 3

Table 5.2: Méthodes de Gauss-Legendre sur [—1,1]

Preuve. D’apreés la Proposition 5.3, il suffit de démontrer ce résultat sur 'intervalle [—1,1] a l’aide du
changement de variable affine z = p(t) = ‘%b + b_?“t.
Montrons donc que la formule de quadrature élémentaire

f g(t)dt ~ 2 wig(t)
-1 i=0

est de degré d’exactitude 2n + 1.
Comme les poids w; sont donnés par (5.7), cette formule est de degré d’exactitude au moins n. Pour
établir qu’elle est de degré d’exactitude 2n + 1, il faut, d’aprés la Proposition 5.11 avec m = n + 1, que

[ mam =0 vaer.ix)

avec m,(t) = [ [ (¢t — ;). D’apreés les propriétés des polynomes de Legendre Py, on a P, 1 (t) = O, (1)

avec C' € R*. On doit donc avoir de maniére équivalente

j Poir (DQU)E = 0, ¥Q € R, [X].

Or, la famille des les polynomes de Legendre {Py,...,P,} est une base de R,,[X] et comme les polyndmes
de Legendre sont orthogonaux, la relation précedente est vérifiée.

Pour démontrer 'unicité de la formule, il suffit d’établir I'unicité des points de quadrature, les poids
étant calculés a partir de ces points.
L’unicité du (n + 1)-uplet (xq,...,2,) revient a établir 'unicité du (n + 1)-uplet (¢, ..., ). Supposons

qu'il existe (to,...,tn) et (fo,...,%,). Notons m,(t) = [[/_o(t — t;) et 7n(t) = [[;_o(t — ;). On a donc

L T (DQ(t)dE = L 0 (DQ)dE = 0, ¥Q € Ry [X]

Le polynéome R = 7, — 7 est dans R,,[X] car les polynomes m, et 7,, de R,,+1[X] sont unitaires. On a
alors

1
| R =0, vQer[x]
-1
En choisissant Q = R, on obtient
1
f R?(t)dt = 0
-1

ce qui entraine R = 0. O
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Théoréme 5.15

Soient f € C*"*2([a,b];R) et Q,(f,a,b) la formule de quadrature de Gauss-Legendre définie dans
la Proposition 5.14. Alors on a

(2n+2) b
|7 HOOJ 7 ()2 dx (5.17)

b
|L f(l‘)dl'— Qn(f7a7b)| < m

ol T, (z) = [y (@ — 2;), les z; étant les points de la formule de quadrature.

Preuve. On va utiliser H,,, le polynéome d’interpolation de Lagrange-Hermite aux (n + 1) points de la
quadrature. D’aprés le Théoréme 4.11, c’est I'unique polyndéme de degré au plus 2n + 1 vérifiant

H,(x;) = f(z;) et H, (z;) = f'(z;), Vie [0,n].

La fonction f étant dans C?"*2([a,b];R), on peut appliquer le Théoréme 4.12 et pour tout = € [a,b],
3¢, €]a, b[ tel que
f(2n+2) n
f(@) — Ha(z) = I [t

(2n + 2)! bl

Ensuite on intégre cette relation:

b (2n+2)( n
j(f(x) F IO ) [ w0

o (2n + 2)!

Le polynéme H,, étant de degré 2n + 1, la formule de quadrature est donc exacte et on a:
b
J H,(2)de = Qn(Hy, a,b)

=(b—a) i w;H
i=0

= (b—a) Z w; f(;)

i=0

= Qn(fvaab)'

On a donc

b b p(2n+2)
J f(z)dz — Q,(f,a,b) :f fi(gz)(wn(x))zdx.

o (2n+2)!

Ce qui donne

b e, o
|L f(x)dx - Qn(faa,b” < (2’[1—}—2)'L 7Tn(17)2d17.

}3’ Exercice 5.1.5

L’objectif de cet exercice est de calculer les points et les poids de la formule de quadrature de
Gauss-Legendre a (n + 1) points. La formule de quadrature de Gauss-Legendre & (n + 1) points sur

[—1,1] est donnée par
1 n
| st ~2 Y wigte
-1 i=0

ou les (t;)7, sont les n + 1 racines du polynome de Legendre P, 1(¢). Cette formule & pour degré
d’exactitude 2n + 1.

Soient (P, Q) = Sl_l P(¢)Q(¢)dt le produit scalaire sur R[X] et |P| = (P, P>1/2 la norme associée.
Soit M, le polynéme de Legendre normalisé de degré (n+ 1), M,, = ‘E””. On utilisera les résultats
sur les polynémes de Legendre rappelés en cours.
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Q. 1 Montrer que

Cn+1Mn+1(t) = tMn(t) — CnMn_l(t), n>1 (518)

avec

1 3 [ n?
Mo(t) = \/g, Ml(t) = \/gt et Cp = m

On définit le vecteur M (t) de R" ™! par

M(t) = (Mg(t),...,M,(t))".

Q. 2 Montrer que l'on a

tM(t) = AM(E) + cnp1Mps1 (Hens (5.19)

ot l'on explictera la matrice tridiagonale A € M, +1(R) en fonction des coefficients c1,...,c,. Le
vecteur e, 41 étant le (n + 1)-éme vecteur de la base canonique de R™1.

Q. 3 En déduire que les (n + 1) racines distinctes de M, 11 € R,41[X] sont les (n + 1) valeurs
propres de A.

Q. 4 Montrer que

D weM (t)M (t) = 8 5, ¥, ) € [0,n]? (5.20)
k=0

ot 055 =0, 501 # j et 6, = 1.

On note W € M,,.1(R) la matrice diagonale, de diagonale (wy,...,w,) et P € M,11(R) la

matrice définie par Fi+1,j+1 = Mj (ti), V(’L,j) € HO,TL}P.
Q.5 1. Montrer que 2P*WP = [.

2. En déduire que W1 = 2PP®.
3. En déduire que 5- =23, (Mg (:))?, Vi € [0,n].

On suppose que l'on dispose de la fonction algorithmique eic(A) retournant ’ensemble des

valeurs propres d’une matrice symétrique A € M,,1(RR) dans l'ordre croissant sous la forme d’un
vecteur de R™*1.

Q. 6 1. Ecrire la fonction [t,w] < GaussLEGENDRE(n) retournant le tableau des points t et le

tableau des poids w en utilisant les résultats obtenus dans cet exercice.

2. Ecrire la fonction I < QuaADELEMGAUSSLEGENDRE(f, a,b,n) retournant une approximation

de Ss f(z)dz en utilisant la formule de quadrature de Gauss-Legendre a (n + 1) points sur
Uintervalle [a, b].

Correction Exercice On rappelle les résultats suivants (donnés en cours).
Les polynomes de Legendre peuvent étre définis par la formule de récurrence de Bonnet

(n+ 1)Pri1(t) = (20 + DtPu(t) — nPp_y(t), ¥n > 1

avec Po(t) =1 et P1(t) =¢.
On a les propriétés suivantes:

1.

2.

le polynéme de Legendre P, est de degré n,
la famille {Pj}}_, est une base de R,[X],

pour tout (m,n) € IN?, on a
2
2n + 1

f 1 P (1P (t)da =

m,n»

ce qui correspond & 'orthogonalité des polyndémes de Legendre pour le produit scalaire

(P, Py — fl P, (£)P () d.
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4. Pour n > 1, P, est scindé sur R et ses n racines sont simples dans | — 1, 1[, c’est a dire

n—1

P,(t)=C[[t-t) CeR*

=0

ou les ¢; sont 2 a 2 distincts (et ordonnés). Les n + 1 racines simples de P, sont alors chacunes

dans I'un des n + 1 intervalles ]a, t0[, ]to, t1], . ..

Q. 1 Par définition, on a M,, = =2 et

On en déduit que

De plus, par la formule de récurrence de Bonnet, on obtient

Mo(t) = \/g et My (t) =

ainsi que, Vn > 1,

(n+1)

[Pl

1
IPwl* = Py, Pr) = L P, (t)P,,(t)dz =

) ]tn—2a tn—l[a ]tn—h b[

2
n+1"

M, — [2n + 1Pn-
2

2
2

2 2 2
MLy (f) = (20 + 1)y | —— M, (£) — 1y | — M,
o g 3 et (B) = (2n ot D [5 = M () =y [ o 7 Mo

=+/2(2n + DM, (t) —n 2 My

En multipliant cette équation par , /m, on a

2n—1

2 1 2 1
(n+ D\ 2053\ 2mn 1y Mot (O = Ma(8) =[50 [ 5 5y Mo

Or on a

et

2 1
(n+1)\/2n+3\/2(2n+1) _\/

2 1 _ n2 _
"NVon -1\ 2@n+ D) N @n-D@n+1 ™
(n+1)2

ce qui démontre le résultat voulu.

Q. 2 On déduit de la question précédente que

tMo(lL) = \/gt = ClMl(t)

th(t) = CiMifl(t) + Ci+1Mi+1(t), Vi e [[l,n]]

Ces (n + 1) équations peuvent s’écrire matriciellement sous la forme

et

0 C1 0

C1 0 C2 0
160

0 0 cp—1 O

0 0 e

= AM(t) + Cn+1Mn+1(t)en+1.

0

o

o

Qm+1)-D2h+1)+1) "

Mo (t) !
M (2)
. +
Mn (t) Cn.t,_lM’rH-l(t)
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Q. 3 Le polyndme de Legendre P 1 € R,,+1[X] admet (n + 1) racines simples distinctes dans | — 1,1]
notées (¢;)7—,. (voir rappels) Donc le polynéme de Legendre normalisé M, 41 € R,4+1[X] a les mémes
racines et on déduit de la question précédente que

AM(ti) = tiM(ti), Vi e [O,HH

Comme les (n+1) racines de Py, 1 séparent strictement les n racines de P,, (voir rappels), alors Py, (t;) # 0
et donc M,,(t;) # 0. On en déduit que le vecteur M (¢;) est non nul et,

Vi e [0,n], (t;,M(t;)) est un mode propre de A.

On peut noter que A est symétrique et donc ses valeurs propres sont réelles.
Les (n + 1) valeurs propres de la matrice A sont les (n + 1) racines de P,1, et donc les (n + 1) points de
la formule de quadrature de Gauss-Legendre.

Q. 4 Par construction, on a
J M, ( (t)dx = 6; 5, V(4,7) € [0,n].

On a M; € Ri[X] et M; € R;[X], ce qui donne M;M; € R;;;[X] avec ¢ + j < n. Or la formule de
quadrature de Gauss-Legendre & (n + 1) points a pour degré d’exactitude 2n + 1, elle est donc exacte
pour le polynéme M;M;. On en déduit alors

3 J M, ( t)dt = 2 Z wiM; (t )M (ty), V(i,7) € [0,7n]

k=0

Q.5 1. Soit (i,5) € [1,n + 1]?, on

n+1

(P*WP)i; = > (P*)is(WP)k
k=1
n+1

= ) Pri(WP)k
k=1

et, comme W est diagonale,

n+1
(WP), Z WiiPrj = Wi kP 5.
=1
On obtient donc
n+1 n+1
(P*WP);j = > PraWikPhj = > wi 1Mo (b1 M1 (tr-1).
k=1 k=1

En utilisant la relation démontré dans la question précédente, on a

1 1
(P*WP)ij = 50i-15-1 = 50
c’est a dire )
P*WP = =1
2

et on en déduit que P et W sont inversibles .
2. A partir de P*WP = 11, on déduit
21 = (P*WP) ™" = 20 = Piw (P
En multipliant par P & gauche et par P* & droite, on obtient

Wt = 2PP*.
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3.

Q.6

Comme la matrice W est diagonale inversible, son inverse est diagonale et on a

(W), = =L7 Vie[l,n+1].

B Wi wi—g

On a donc

=2 Zn: (Mk(ti—l))2 , Vie [[1,71 + 1ﬂ

1. Les (n + 1) points (¢;)_, de la méthode de quadrature de Gauss-Legendre sur [—1, 1], sont
les racines du polynome de Legendre P, .1 de degré n + 1. Pour les calculer, on va utiliser le fait
que ce sont les valeurs propres de la matrice symétrique A € M,,1(R)

0 ¢ O 0
C1 0 Co 0 0
0

- 0
0 0 c¢cp1 0 ¢y
0 0 ¢, O

avec ¢ = 4/4k2 7, Vk >
Pour calculer les poids (wi)i=0a on va utiliser la formule

Z , Vie[0,n]

k=0

conjointement avec la formule de récurrence

Mk(t) = i(151\/[]€,1(1f) — Ck,ll\/I]C,Q(t))7 k 2 avec M() \/7 M1 \/7 .

Ck
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Algorithme 5.5 Fonction GAUssLEGENDRE retournant le tableau des points t et le tableau des poids w

Données: n : nelN
Résultat : t : vecteur de R"™! avec t(i) = t;_1, Vie [1,n + 1]
w : vecteur de R"™! avec w(i) = w;_1, Vi€ [1,n + 1]

1: Fonction [t,w] <« GaussLEGENDRE (n )
22 ¢~ 0,

3 A (Dn+1,n+1

4:  Pour k «— 1 a n faire

5: c(k) < sqrr(k?/(4 % k"2 — 1))

6: Ak, k+1) —c(k)

7 Ak +1,k) < c(k)

8

9

Fin Pour

t — e1G(A)
10: Pour i<« 1 an+ 1 faire
11: MO0 < sqrr(1/2)
12: M1 « sqrr(3/2) = (1)
13: S« M0"2+ M1"2
14: Pour k «— 2 a n faire
15: M — (1/e(k)) = (M1 =t(i) —e(k — 1) = MO)
16: S—S+M"2
17: MO — M1
18: M1 —M
19: Fin Pour

20: w(i) «— 1/(2*5)
21:  Fin Pour
22: Fin Fonction

2. On va utiliser la formule

I'=(b—-a)= Ewif(xi)
i=0

avec x; = “TH’ + b*Tati ot les points (¢;)F_, et les poids (w;)}_, sont ceux de la méthode de quadrature
de Gauss-Legendre sur [—1,1].

Algorithme 5.6 Fonction QUADELEMGAUSSLEGENDRE retournant une approximation de SZ f(x)dx en
utilisant la formule de quadrature de Gauss-Legendre & n + 1 points sur Uintervalle [a, b].

Données : f :une fonction de [a,b] & valeurs réels
a,b : deuxréels aveca < b
n : nelN

Résultat : I : un réel

1: Fonction I « QuabpELEMGAUsSSLEGENDRE ( f,a,b,n )
2:  [t,w] < GAUSSLEGENDRE(n)

3 I<0

4 Pour i — 1 a n+ 1 faire

5: I—T+w()*f((a+b)/2+ (b—a)/2+t(i))

6 Fin Pour

7. T—(b—a)=I

8: Fin Fonction
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5.2 Meéthodes de quadrature composées

Soit f une fonction définie et intégrable sur un intervalle [a, 8] donné. On propose de chercher une
approximation de

. f F(@)da.

Ces méthodes consistent en l'utilisation de la relation de Chasles pour décomposer l'intégrale en
une somme d’intégrales sur des domaines plus petits puis & approcher ces derniéres par une formule de
quadrature élémentaire & n + 1 points.

La méthode de quadrature composée associée a Q,,, notée Q)" est alors donnée par

k 3
O (f.0.8) = X, Qulfraiviai) ~ | flado (5.21)
=1 o

¥ Definition 5.16

Soit (ci)iefo,r) une subdivison de I'intervalle [«, 5]:
a=qy<a; <---<ap=/.

On a alors

B ko ra
L f(x)dx = ; L f(z)dz. (5.22)

Soit 9, (g, a,b) la formule de quadrature élémentaire a n + 1 points d’ordre p donnée par

def = b
Qu(g.0,8) (b — a) Y} wigla) = | glad

=0 €

La méthode de quadrature composée associée a Q,,, notée QZ": P est donnée par

k B
Q;?zlp(ﬁaaﬂ) = Z On(f i1, 04) ~ J f(l')dx (5.23)
¢=1l e}

La proposition suivante est immédiate

Proposition 5.17

Soit Q,, une formule de quadrature élémentaire & n + 1 points. Si 9, est d’ordre p alors la méthode
de quadrature composée associée est aussi d’ordre p : elle est exacte pour tout polynéme de degré

p.

52.1 Exemples

Pour les trois formules composites qui suivent on choisit une discrétisation réguliere. Soit (a;)iefo,x] une
discrétisation réguliére de l'intervalle [a; 5] : a; = a + ih avec h = (8 — a)/k le pas de la discrétisation.
Formule composite des points milieux

La formule élémentaire des points milieux est donnée par

. b
Qo(g. a,b) * (b— a)g( "

)

On note m; = a’%ﬂx’ le point milieu de I'intervalle [a;_1, a;].

k

8 ko k
J fla)de =) f fl@)de ~ Y Qo(f aj-1,05) = h Y] f(my) (5.24)
j=1

a j=1Jaj-1 j=1
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On illustre graphiquement 'approximation d’une intégrale par cette formule en Figure 5.6.

fime —y=f(x)
f(ms
f(mg
frms
%mﬁ ) 1'17?2\??!3 my My Mg My ’ﬁgl'ﬂg
f(ms
fmg
k
Figure 5.6: Formule composite des points milieux : Si flx)dz ~ h Z f(m;) (aire de la surface colorée)
j=1
Formule composite des trapézes
La formule élémentaire des points trapézes est donnée par
defb—a
Q1(g.0,0) = *= 2 (g(a) + 9()
On obtient alors
b k Qa; k h k
[t =3 [ 1w ~ ¥ qulhiaiosa) =5 X (a1 + f(a)
a j=1v&i-1 j=1 j=1

k-1
~ g (f(ao) +2 Z flay) + f(%)) (5.25)

C’est une formule d’ordre 2 par rapport a h.

On illustre graphiquement I’approximation d’une intégrale par cette formule en Figure 5.7.
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—y=f(z)

Qg

flay
(0 ea N
Rasgrmp J/

f(@ap—cr-on— a3 a5 a5 dg o7\ O

flag

Figure 5.7: Formule composite des trapézes : S’g f(z)dz ~

| >

k-1
(f(ao) +2 2 flog) + f(ozk)) (aire de la
j=1

surface colorée)

Formule composite de Simpson

}3’ Exercice 5.2.1

Ecrire une fonction algorithmique QuapSimpsoN retournant une approximation de I'intégrale d’une
fonction f sur lintervalle [«, 3] utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en min-
imisant le nombre d’appels a la fonction f. On rappelle que la formule élémentaire de Simpson est

donnée par
s b — a+b
02 g(a) +49( 5 0) 4 90))

Q5(g,a,b) =

. . _1+a . e . .
Correction Exercice En notant m; = “~5=* le point milieu de I'intervalle [a;_1, ], on obtient

k k
f deLé B g 2(f, -1, 05) _ZZ (aj—1) +4f(m;) + f(ay))

k k—1
~ g (4 2, f(my) + flao) +2 3 flag) + f(ak)> (5.26)

j=1 j=1
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Algorithme 5.7 Fonction QuapSiMpPsoN retourne une approximation de I'intégrale d’une fonction f sur
lintervalle [a, 8] utilisant la méthode de quadrature composée de Simpson en minimisant le nombre
d’appels a la fonction f.

Données : f :  une fonction définie de [alpha, beta] dans R,
alpha,beta : deux réels avec alpha < beta,
k : nelN*

Résultat : I : un réel

1: Fonction I « QuapSwirson ( f,alpha,beta, k)
2:  h <« (beta — alpha)/k

3:  x < alpha : h: beta

4: m < alpha + h/2: h: beta

E
5 S« 0 > Calcul de Z f(m;)
j=1
6: Pour j < 1 a k faire
7: S — S+ f(m(5))
8: Fin Pour
9: I <—4%8S
k—1 k
10: S0 > Calcul de Z flay) = Z
Jj=1 j=2
11:  Pour j < 2 a k faire
12: S — S+ fx()))
13:  Fin Pour
14 T —(h/6)«(I+2=S+ f(x(1)) + flx(k+1)))
15: Fin Fonction
o
fma —y= 1)
flag
flag
flao
:/I('”n / \\
flon el 1U \y my 2 Mo 3 8 4
f(ms
k k—1
h
Figure 5.8: Formule composite de Simpson : S f(z 6 ( 2 (mj) + flow) +2 Z flog) + f(ak)>
j=1 j=1

(aire de la surface colorée)
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522 Erreurs des méthodes de quadrature composées

Soit Qj°)"” une méthode de quadrature composée associée & une méthode de quadrature élémentaire Q,,.
On note Eq gV (f) Perreur de cette méthode de quadrature composée :

geome (g ff (2)dz — QP (f, 0, B). (5.27)

On a alors
o k
J f(z)dr — Q. (f, 51, Q5 ) Z aj_ 1,a]

Dans le cadre des méthodes composées de Newton-Cotes, on peut démontrer (voir [2]), la majoration
suivante

n —n

max || [(z —z;)] <

C—(b—a)". 5.28
welab] o \/ﬁlog(n)( ) (5:28)

ol (x;)seo,n] st la discrétisation réguliere de [a,b] et C' > 0. On suppose que f € C"*1([a,b]; R). En
notant h; = a; — aj_1 et en utilisant les majorations (5.8) et (5.28) on obtient

E5PN < D €ayra; ()]

K, e ™
n (n+1) ()| p7+2 K,=C—rn——
T D) ael2, ) [ @R avee Ko = O oS

N
1=

j=1
< KLH f("Jr1 |Zh avec h = max h;
= " (TL + 1) te[()/ ﬁ / B Je[1,k] !
n+1
- o]

Cette majoration n’est pas optimale et n’est valable que pour les formules composées de Newton-Cotes.
A Taide des noyaux de Peano, on peut démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.18: [2], page 43 (admis)

Soient Q" une méthode de quadrature composée associée a une méthode de quadrature élémen-
taire Q,, de degré d’exactitude p = n et f € CP*1([a, B];R). On a alors

[ e~ @imms 80 < Gyt - e | (529)

[ee]

avec h = I%axﬂ(aj —aj_1) et Cp > 0. Ceci s’écrit aussi sous la forme
jell,k

‘J f diL’ - Qcomp(fa a75)| = O(hp+1) (530)

et son ordre de convergence est p + 1.

comp

On illustre ce théoréme pour les méthodes de Newton-Cotes composées Q , pour n € [1,8], par les

Figures 5.9 et 5.10.
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100

—+—NC(1)
5 NC(2)
—%—NC(3)
—5—NC(4)
NC(5)
—A—NC(8)
1 |——NC@)
—&—NC(8)
_ O(h 2)
— % o(h4)
—6—o0(h®)
——0(h®)

R — O(h 10 )

relative error

57/2
Figure 5.9: Erreur des méthodes de Newton-Cotes composées pour le calcul de J cos(x)dx, NC(n)
0

correspondant & Q""" et h = gi];

P

5.2.2 Erreurs des méthodes de quadrature composées

1Ion numerique

—+—NC(1
5—NC(2
—%—NC(3
—&—NC(4
NC(5
—A—NC(6
1 |—s—Nc(7
—p—NC(8
—+—0o(h?
—*—o(n*
——o0(h®
—%—O(h®
—<—oh")

5. Intégrat

relative error

10"

5.2.Méthodes de quadrature composées

5
1
Figure 5.10: Erreur des méthodes de Newton-Cotes composées pour le calcul de J ﬁdx, NC(n)
-5 x

correspondant & Q""" et h = %.
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0 . .
h —+—GL(1)
GL(2)
—*—GL(3)
—5—GL(4)
GL(5)
—+—0(h*)
107° | )
S—0(h)
—*—0(h?)
§ +0(h10)
e ——on'?)
[}
2
T 10-10 |
® 10
1071 |
10"
5m/2
Figure 5.11: Erreur des méthodes de Gauss-Legendre composées pour le calcul de f cos(x)dz, GL(n)
0
correspondant & Q%" et h = o,
0 T
' —+—GL(1)
GL(2)
—¥+—GL(3)
—=—GL(4)
GL(5)
——ohY
107 | )
S—0(h>)
—*—o0(h?)
§ +O(h10)
2 ——on")
ot 4
=2
®© 10-10 |
g 10704
-15 Wy |
10719 b
¥
10 10

5
Figure 5.12: Erreur des méthodes de Gauss-Legendre composées pour le calcul de f ﬁdx7 GL(n)
-5 x

correspondant & Q""" et h = %'

Comprendre les ordres de convergence de méthodes numeériques

De maniére générale, ’ordre de convergence de I’approximation d’une formule, d’un schéma, d’une méth-
ode est donné par une majoration de la norme de la différence entre la solution exacte uex d’'un probléme
et son approximation uy, ou usuellement h est un paramétre correspondant a la finesse de ’approximation
numeérique (plus la méthode numeérique est précise, plus h est proche de 0). On dit alors qu’une méthode
numérique est convergente d’ordre p si

|tex — un| = O(RP).
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On retouve cette notion d’ordre dans la résolution numérique d’E.D.O.', dans la résolution numérique
d’E.D.P.2 par différences finies, éléments finis, volumes finis. Ceci permettra de vérifier/valider les
méthodes numériques implémentées.

Dans le cadre de 'intégration numérique, le Théoréme 5.18 et plus particuliérement la formule (5.2.2),
affirme que si une méthode de quadrature élémentaire Q,, est de degré d’exactitude p > n et que f €
CP([a, B]; R) alors

5
\J f@)de — Qi (f, a, B)] = O(WFHY).

et donc son ordre de convergence est p + 1.

Il est possible de "retrouver" numériquement 'ordre de convergence de méthodes numériques en
représentant en échelle logarithmique (en abscisses et ordonnées) la fonction erreur h — FE(h) pour
chacune des méthodes.

Par exemple, pour la méthode composite de Simpson, on a vu que pour un h = (b—a)/N donné (i.e. un

N donné)
N

b
Bt = | [ f)de G ¥ (Faimi) + 4 m) + f(a)] = 00

i=1

Pour h suffisament petit, il existe alors C' > 0 tel que
E(h) = Ch*.
On en déduit que si ’on multiplie N par 10 alors I'erreur sera divisée par 10*. En effet, on a

h h.a E
() oy = B0

Pour illustrer ceci, on propose le Listing 5.1 o est calculé une approximation de Sg/ 2 cos(x)dx par la
méthode composée des trapézes (degré d’exactitude 1) et par la méthode composée de Simpson (degré
d’exactitude 3): on remarque que l'erreur pour la méthode des trapézes entre N = 10 et N = 100 est
bien divisée par 102 et, pour la méthode de Simpson, elle est bien divisée par 10%.

Listing 5.1: : script Matlab pour illustrer 'ordre des méthodes des Trapézes et de Simpson

£=0(x) cos(x);

F=0(x) sin(x);

a=0;b=pi/2;

Iex=F(b)-F(a);

I1=QuadTrapeze (f,a,b,10);

I2=QuadTrapeze(f,a,b,100);

fprintf (’Erreurs_ Trapeze: (N=10),%.5e,-,(N=100) %.5e\n’,abs(I1-Iex) , b abs(I2-Iex))
I1=QuadSimpson(f,a,b,10);

I2=QuadSimpson(f,a,b,100);

fprintf (’Erreurs_ Simpson: (N=10),%.5e,-,(N=100) %.5e\n’,abs(I1-Iex) ,abs(I2-Iex))

Output

Erreurs Trapeze: (N=10) 2.05701e-03 - (N=100) 2.05618e-05
Erreurs Simpson: (N=10) 2.11547e-07 - (N=100) 2.11393e-11

Nous allons maintenant représenter graphiquement ce phénomeéne. On note tout d’abord que
log(E(h)) = log(C) + 4log(h),

et donc, en échelle logarithmique, on va représenter log(h) — log(E(h)) qui est une droite de pente 4. En
Figure 5.13, on représente en échelle logarithmique les différentes erreurs ainsi que les fonctions h — h?
et h — h*. Le code Matlab/Octave est donné en Listing 5.2.

f=0(x) cos(x);
F=0(x) sin(x);
a=0;b=pi/2;
Iex=F(b)-F(a);
LN=25:25:200;
k=1;
for N=LN
H(k)=(b-a)/N;

IEquations Différentielles Ordinaires
2Equations aux Dérivées Partielles
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E1(k)=abs(QuadTrapeze (f,a,b,N)-Iex);
E2(k)=abs (QuadSimpson(f,a,b,N)-Iex);
k=k+1;

end

loglog(H,E1,’b’ ,H,E2,’r’ ,H,H."2,’k-.8",

H,0.01*xH.~4,°k-.4’)
xlabel (’h’);ylabel (’E(h) )
legend (’Trapeze’,’Simpson’,’0(h~2)’,°0(h~4) )

Listing 5.2: Ordre des méthodes composites des trapézes et de Simpson

Trapeze
Simpson
—-8-—0(h?)
—¢-—on*) |3
g ./‘%)
w T
1078 ¢ T 3
o7
X}/_/-e'/
10 [ O ]
10708 %
10-12 |
1072 10"
h

Figure 5.13: Ordre des méthodes composites des Trapézes et de Simpson pour le calcul de Sg /2 cos(z)dx

On donne en Listing 5.3, un exemple pour le calcul approché de Sé x32dx dont les résultats posent
question.

Listing 5.3: :
f=0(x) x.7(3/2);
F=0(x) x.~(3/2+1)/(3/2+1);
a=0;b=1;

Iex=F(b)-F(a);

I1=QuadTrapeze (f,a,b,10);

I2=QuadTrapeze(f,a,b,100);

fprintf (’Erreurs_Trapeze: (N=10),%.5e,-,(N=100) %.5e\n’,abs(I1-Iex) ,abs(I2-Iex))
I1=QuadSimpson(f,a,b,10);

I2=QuadSimpson(f,a,b,100);

fprintf (’Erreurs_ Simpson: (N=10),%.5e,-,(N=100) %.5e\n’,abs(I1-Iex) ,abs(I2-Iex))

Exemple 1, script Matlab/Octave pour illustrer des changements de comportements des ordres

Output

Erreurs Trapeze: (N=10) 1.16946e-03 - (N=100) 1.22452e-05
Erreurs Simpson: (N=10) 7.85521e-06 - (N=100) 2.48802e-08

On ne retrouve le bon ordre pour la méthode de Simpson car la fonction ne vérifie par les hypothéses du
Théoréme 5.18: la dérivée seconde de la fonction  — 232 n’est pas définie en 0.

On donne en Listing 5.4, un autre exemple pour le calcul approché de Sl_l |z|dx dont les résultats
posent question.
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Listing 5.4: : Exemple 2, script Matlab/Octave pour illustrer des changements de comportements des erreurs

f=0(x) abs(x);

a=-1;b=1;

Iex=1;

I1=QuadTrapeze (f,a,b,10);

I2=QuadTrapeze(f,a,b,11);

I3=QuadTrapeze (f,a,b,12);

I4=QuadTrapeze (f,a,b,13);

fprintf (’Erreurs Trapeze: (N=10) %.5ey-u(N=11) % .5eu-u(N=12)  %.5e,-(N=13) ...
%.5e\n’,abs(I1-Iex),abs(I2-Iex),abs(I3-Iex),abs(I4-Iex))

I1=QuadSimpson(f,a,b,10);

I2=QuadSimpson(f,a,b,11);

I3=QuadSimpson(f,a,b,12);

I4=QuadSimpson(f,a,b,13);

fprintf (’Erreurs,Simpson: (N=10)%.5e -, (N=11)%.5e -, (N=12)  %.5e, -(N=13) ...
%.5e\n’,abs (I1-Iex),abs(I2-Iex),abs(I3-Iex),abs(I4-Iex))

Output

Erreurs Trapeze: (N=10) 0.00000e+00 - (N=11) 8.26446e-03 - (N=12) 0.00000e+00 -(N=13) 5.91716e-03
Erreurs Simpson: (N=10) 0.00000e+00 - (N=11) 2.75482e-03 - (N=12) 0.00000e+00 -(N=13) 1.97239e-03

Cette fois la fonction n’est pas dérivable en 0! Le Théoréme 5.18 ne peut s’appliquer. Toutefois, les
deux formules donnent un résultat exacte pour N pair. En effet, dans ce cas le point 0 est un point de
discrétisation des méthodes composées et dans ce cas on est ramené & calculer numériquement les deux
intégrales Sgl(—x)dx et Sé (z)dz ce qui donnera des résultats exactes puisque les 2 méthodes sont exactes
pour les polynémes de degré 1.

5.3 Intégrales multiples

On veut approcher, en utilisant la formule de Simpson, 'intégrale

I—ﬁ?ff@wﬂwx

Par utilisation de la formule de quadrature de Simpson (5.13) en y on a

d —C C
o) = [ sty = ata) = S5 (.0 + 4100, 5 + foa)).

Une nouvelle utilisation de Simpson en x donne
b
b—a a+b
1= [awar = 20 (o) + 1950 + o))

a "5 (@ a5 + )

Q

6 2
En posant o = “7“’ et 8= c‘gd, on obtient la formule de quadrature de Simpson "2D" :
b—ad—-c fla,c) +4f(a,B) + f(a,d)
I'~ T 6 +4(f(av C) + 4f(avﬁ) + f(aa d)) (531)

+f(b,c) +4f(b,B) + f(b,d)

La méthodologie pour obtenir la formule composite de Simpson "2D" est la suivante

1. Discrétisation réguliere de [a,b]: Vk € [0,n], zx = a + kh, avec hy, = b;n“.
2. Discrétisation réguliére de [c,d]: VI e [0,m], y; = a + lh, avec h, = %=<.

3. Relation de Chasles :

Lk Yi

b pd n m
J f f(z,y)dydx = Z Z f(z,y)dydz.

k=11=1Y%k—1 Y¥Yi-1
4. Formule composite de Simpson "2D" :

. 52 £ (2, y)dydz
nom ( f(zp—1,y1-1) + 4f (@p—1,81) + f(@k—1,01)
h;)gy Z Z +4(f (ak, yi-1) + 4f (ar, Bi) + f(ak, i)
k=11=1 \ +f(zg,y1-1) +4f(xx, B1) + f(2r, 010)
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Yi—1t+yi
) .

et B =

Tp—1+Tg
2

avec

so9sodwod ainjespenb ap sapoyrow sap sinaiij 0°Q°
anbuawnu uoneisSanu| *

sa|dinw sajess891u) Q-
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A.1 Pseudo-langage algorithmique

Pour uniformiser I’écriture des algorithmes nous employons un pseudo-langage contenant I'indispensable :

e variables,

e opérateurs (arithmétiques, relationnels, logiques),
e expressions,

e instructions (simples et composées),

fonctions.

Ce pseudo-langage sera de fait trés proche du langage de programmation de Matlab.

All Données et constantes

Une donnée est une valeur introduite par 1'utilisateur (par ex. une température, une vitesse, ...). Une
constante est un symbole ou un identificateur non modifiable (par ex. 7, la constante de gravitation,...).

Al2 Variables

¥ Definition A.1

Une variable est un objet dont la valeur est modifiable, qui posséde un nom et un type (entier,
charactére, réel, complexe, ...). Elle est rangée en mémoire a partir d’une certaine adresse.
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A.1.3 Opérateurs

Opérateurs arithmétiques

Nom Symbole example
addition + a+b
soustraction - a—1b
opposé . —a
produit s ax*b
division / a/b
puissance a’ A a™b

Table A.1: Opérateurs arithmétiques

Opérateurs relationnels

Nom Symbole example Commentaires

identique == a==>5b  vraisia etbont méme valeur, faux sinon.
différent ~= a~=b fauxsia et b ont méme valeur, vrai sinon.
inférieur < a<b vrai si a est plus petit que b, faux sinon.
supérieur > a>b vrai si a est plus grand que b, faux sinon.
inférieur ou égal <= a <=0b  vralsia est plus petit ou égal a b, faux sinon.
supérieur ou égal >= a>="b  vralsia est plus grand ou égal & b, faux sinon.

Table A.2: Opérateurs relationnels

Opérateurs logiques

Nom Symbole example Commentaires

négation ~ ~a vrai si a est faux (ou nul), faux sinon.

ou | alb vrai si a ou b est vrai (non nul), faux sinon.
et & a&b vrai si a et b sont vrais (non nul), faux sinon.

Table A.3: Opérateurs logiques

Opérateur d’affectation

Nom Symbole example Commentaires
affectation — a<—b On affecte & la variable a le contenu de b

Table A.4: Opérateurs d’affectation
Al4 Expressions

¥ Definition A.2

Une expression est un groupe d’opérandes (i.e. nombres, constantes, variables, ...) liées par certains
opérateurs pour former un terme algébrique qui représente une valeur (i.e. un élément de donnée
simple)

Exemple A.3 e Voici un exemple classique d’expression numérique :

(bxb—4xa=c)/(2*a).

On appelle opérandes les identifiants a, b et ¢, et les nombres 4 et 2. Les symboles *, — et / sont
les opérateurs.
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e Voici un exemple classique d’expression booléenne (logique) :
(x < 3.14)

On teste (x < 3.14) avec x une variable numeérique réelle. si z < 3.14 alors cette expression renverra
la valeur vraie (i.e. 1), fauz sinon (i.e. 0).

A.l5 Instructions

¥ Definition A.4

Une instruction est un ordre ou un groupe d’ordres qui déclenche ’exécution de certaines actions
par l'ordinateur. Il y a deux types d’instructions : simple et structuré.

Les instructions simples sont essentiellement des ordres seuls et inconditionnels réalisant I'une
des taches suivantes :

1. affectation d’une valeur a une variable.

2. appel d’une fonction (procedure, subroutine, ... suivant les langages).
Les instructions structurées sont essentiellement :

1. les instructions composées, groupe de plusieurs instructions simples,

2. les instructions répétitives, permettant ’exécution répétée d’instructions simples, (i.e. boucles
«poury, «tant quey)

3. les instructions conditionnelles, lesquelles ne sont exécutées que si une certaine condition est
respectée (i.e. «si»)

Les exemples qui suivent sont écrits dans un pseudo langage algorithmique mais sont facilement
transposable dans la plupart des langages de programmation.

Instructions simples

Voici un exemple de Uinstruction simple d’affectation :
1: a<—314% R

On évalue 'expression 3.14 * R et affecte le résultat a la variable a.
Un autre exemple est donné par instruction simple d’affichage :
affiche(’bonjour’)
Affiche la chaine de caractéres *bonjour’ a ’écran. Cette instruction fait appel a la fonction affiche.

Instructions composées

Instructions répétitives, boucle «pour»

Algorithme A.1 Exemple de boucle «pour»

Données : n : un entier.

1: S0

2: Pour i < 1 a n faire
3 S« S+ cos(i?)

4: Fin Pour
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Instruction répétitive, boucle «tant que»

Algorithme A.2 Exemple de boucle «tant que»

14+ 0, 1

2: Tantque i < 1000 faire
3 r—x+ixi

4 t—1+1

5. Fin Tantque

Instruction répétitive, boucle «répéter ...jusqu’a»

Algorithme A.3 Exemple de boucle «répéter ...jusqu’a»

1<—0, z<1

: Répéter
T—x+ix1
t—1i+1

: jusqu’a i>=1000

Qo e

Instructions conditionnelles «si»

Algorithme A.4 Exemple d’instructions conditionnelle «si»

Données : age : un réel.

: Si age >= 18 alors
affiche('majeur’)

: Sinon Si age >= 0 alors
affiche(’mineur’)

: Sinon

affiche(’en devenir’)

: Fin Si

N O U A W N e

A.l.6 Fonctions
Les fonctions permettent
e d’automatiser certaines taches répétitives au sein d’'un méme programme,
e d’ajouter a la clarté d’un programme,
e 'utilisation de portion de code dans un autre programme,

Fonctions prédéfinies

Pour faciliter leur usage, tous les langages de programmation possédent des fonctions prédéfinies. On
pourra donc supposer que dans notre langage algorithmique un grand nombre de fonctions soient prédéfinies
: par exemple, les fonctions mathématiques sin, cos, exp, abs, - -+ (pour ne citer qu’elles)

Syntaxe

On utilise la syntaxe suivante pour la définition d’une fonction
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Fonction [argsi,...,args,] < NomFoncrion ( arges,...,arge, )
instructions
Fin Fonction

La fonction se nomme NomFonction . Elle admet comme paramétres d’entrée (données) les m argu-
ments arges, . .., arge,, et comme parameétres de sortie (résultats) les n arguments argsi, ..., args,. Ces
derniers doivent étre déterminés dans le corps de la fonction (partie instructions).

Dans le cas ou la fonction n’admet qu’un seul paramétre de sortie, I’écriture se simplifie :

Fonction args < NomFoncTioN ( arges,...,arge,, )
instructions
Fin Fonction

Ecrire ses propres fonctions

Pour écrire une fonction «proprey, il faut tout d’abord déterminer exactement ce que devra faire cette
fonction.
Puis, il faut pouvoir répondre a quelques questions :

1. Quelles sont les données (avec leurs limitations)?
2. Que doit-on calculer 7
Et, ensuite il faut la commenter : expliquer son usage, type des paramétres, ....

Exemple : résolution d’une équation du premier degré

Nous voulons écrire une fonction calculant la solution de ’équation
ar+b=0,

ol nous supposons que a € R* et b € R. La solution de ce probléme est donc

Les données de cette fonction sont a € R* et b € R. Elle doit retourner z = 7% solution de ax + b = 0.

Algorithme A.5 Exemple de fonction : Résolution de ’équation du premier degré ax + b = 0.

Données : a : nombre réel différent de 0
b : nombre réel.
Résultat : =z : un réel.

1: Fonction z <— REPD( a,b)
2:  x <« —b/a
3: Fin Fonction

Remarque A.5 Cette fonction est trés simple, toutefois pour ne pas «alourdir» le code nous n’avons pas
vérifié la validité des données fournies.

{5’ Exercice A.1.1

Ecrire un algorithme permettant de valider cette fonction.
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Exemple : résolution d’une équation du second degré

Nous cherchons les solutions réelles de I’équation
ax® +bx+c=0, (A1)

ol nous supposons que a € R*, b€ R et ¢ € R sont donnés.
Mathématiquement, I’étude des solutions réelles de cette équation nous ameéne a envisager trois cas
suivant les valeurs du discriminant A = b? — 4ac

e si A < 0 alors les deux solutions sont complexes,

b

e si A =0 alors la solution est z = —5-,

e si A > 0 alors les deux solutions sont 1 = _bQ_*:l/E et x9 =

—b—vA

}3’ Exercice A.1.2

1. Ecrire la fonction discriminant permettant de calculer le discriminant de I’équation (A.1).

2. Ecrire la fonction RESD permettant de résoudre l’équation (A.1) en utilisant la fonction
discriminant.

3. Ecrire un programme permettant de valider ces deux fonctions.

}3’ Exercice A.1.3

Meéme question que précédemment dans le cas complexe (solutions et coefficients).

A.2 Méthodologie d’élaboration d’un algorithme

A21 Description du probléme

e Spécification d’un ensemble de données
Origine : énoncé, hypothéses, sources externes, ...

e Spécification d’un ensemble de buts & atteindre
Origine : résultats, opérations a effectuer, ...

e Spécification des contraintes

A.2.2  Recherche d'une méthode de résolution
e Clarifier ’énoncé.
e Simplifier le probléme.
e Ne pas chercher a le traiter directement dans sa globalité.
e S’assurer que le probléme est soluble (sinon probléme d’indécidabilité!)
e Recherche d’une stratégie de construction de ’algorithme
e Décomposer le probléme en sous problémes partiels plus simples : raffinement.
e Effectuer des raffinements successifs.

e Le niveau de raffinement le plus élémentaire est celui des instructions.
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A.2.3  Realisation d'un algorithme

11 doit étre congu indépendamment du langage de programmation et du systéme informatique (sauf cas
trés particulier)

e [’algorithme doit étre exécuté en un nombre fini d’opérations.

L’algorithme doit étre spécifié clairement, sans la moindre ambiguité.

Le type de données doit étre précisé.

L’algorithme doit fournir au moins un résultat.

L’algorithme doit étre effectif : toutes les opérations doivent pouvoir étre simulées par un homme
en temps fini.

Pour écrire un algorithme détaillé, il faut tout d’abord savoir répondre a quelques questions :

e Que doit-il faire ? (i.e. Quel probléme est-il censé résoudre?)
e Quelles sont les données necessaires a la résolution de ce probléme?
e Comment résoudre ce probléme «a la mainy (sur papier)?

Si l'on ne sait pas répondre a 'une de ces questions, ’écriture de I’algorithme est fortement compromise.

A24 Exercices

43’ Exercice A.2.1: Algorithme pour une somme

Ecrire un algorithme permettant de calculer

S(z) = Z ksin(2 # k # x)
k=1

Correction Exercice A.2.1 L’énoncé de cet exercice est imprécis. On choisit alors z € R et n € IN
pour rendre possible le calcul. Le probléme est donc de calculer

Z ksin(2kx).
k=1

Toutefois, on aurait pu choisir z € C ou encore un tout autre probléme :

Trouver z € R tel que S(x) = Z ksin(2kx)
k=1

oun € N et S, fonction de R & valeurs réelles, sont les données!

Algorithme A.6 Calcul de S =Y, _, ksin(2kx)

Données : = : nombre réel,
n : nombre entier.
Résultat : S : un réel.

1: S0

2: Pour k < 1 a n faire

33 S S+k=sin(2xk=*x)
4: Fin Pour
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}3’ Exercice A.2.2: Algorithme pour un produit

Ecrire un algorithme permettant de calculer

k
z) = H sin(2 * k % z/n)k

Correction Exercice A.2.2 L’énoncé de cet exercice est imprécis. On choisit alors z € R et Kk € IN
pour rendre possible le calcul.

k
Algorithme A.7 Calcul de P = H sin(2kz/n)*

Données : 2z : nombre réel,
k : nombre entier.
Résultat : P : un réel.
1: P«—1
2: Pour n < 1 a k faire
3: P« P=xsin(2xk=*z/n)"
4: Fin Pour

{5’ Exercice A.2.3: Série de Fourier

Soit la série de Fourier

4A 1 1 1
z(t) = — {coswt §c083wt+ gcos5wt7 7cos7wt+---}.

Ecrire la fonction SFT permettant de calculer z,,(t).
Correction Exercice A.2.3 Nous devons écrire la fonction permettant de calculer
4A ¢ k+1
= g 2k; — cos((2k — 1)wt)

Les données de la fonction sont A€ R, we R, ne N* et t e R.
Grace a ces renseignements nous pouvons déja écrire I’entéte de la fonction :

Algorithme A.8 En-téte de la fonction SFT retournant valeur de la série de Fourier en ¢ tronquée au
n premiers termes de I'exercice A.2.3.

Données : t : nombre réel,
n nombre entier strictement positif
A, w : deux nombres réels.

Résultat : = un réel.

1: Fonction z — SFT(t,n, A ,w)
2: A
3: Fin Fonction

Maintenant nous pouvons écrire progressivement 1’algorithme pour aboutir au final & une version ne
contenant que des opérations élémentaires.

Compiled on 2022/09/15 at 10:51:48



Méthodologie d'élaboration d'un algorithme

Finalement la fonction est

195

Compiled on 2022/09/15 at 10:51:48

A. Langage algorithmique

A.2.Méthodologie d’élaboration d’un algorithme

A.2.4 Exercices



A. Langage algorithmique

A.3. Principes de «bonne» programmation pour attaquer de «gros» problémes

A.3.0 Exercices

196 Langage algorithmique

Algorithme A.9 Fonction SFT retournant la valeur de la série de Fourier en t tronquée au n premiers
termes de 'exercice A.2.3.

Données : t : nombre réel,
n nombre entier strictement positif
A, w : deux nombres réels.

Résultat : = un réel.

1: Fonction z — SFT(t,n, A ,w)

2 S0

3 Pour k£ =1 a n faire

4: S S+ ((-D"(k+1))*cos((2xk—1)xw=t)/(2xk—1)
5 Fin Pour

6: S<—4xA=xS/m

7: Fin Fonction

.(‘“5’ Exercice A.2.4

Reprendre les trois exercices précédents en utilisant les boucles «tant quey.

A.3 Principes de «bonne» programmation pour attaquer de

«gros» probléemes

Tous les exemples vus sont assez courts. Cependant, il peut arriver que 'on ait des programmes plus
longs & écrire (milliers de lignes, voir des dizaines de milliers de lignes). Dans U'industrie, il arrive que des
équipes produisent des codes de millions de lignes, dont certains mettent en jeux des vies humaines (con-
troler un avion de ligne, une centrale nucléaire, ...). Le probléme est évidemment d’écrire des programmes
sirs. Or, un programme & 100% sdr, cela n’existe pas! Cependant, plus un programme est simple, moins
le risque d’erreur est grand : c’est sur cette remarque de bon sens que se basent les «bonnes» méthodes.
Ainsi :

Tout probleme compliqué doit étre découpé en sous-problémes plus simples

Il s’agit, lorsqu’on a un probléme P & résoudre, de ’analyser et de le décomposer en un ensemble de
problémes P, P, Ps,... plus simples. Puis, P;, est lui-méme analysé et décomposé en Piq, Pio,..., et
P, en Py, Pso, etc. On poursuit cette analyse jusqu’a ce qu’on n’ait plus que des problémes élémentaires
a résoudre. Chacun de ces problémes élémentaires est donc traité séparément dans un module, c’est a
dire un morceau de programme relativement indépendant du reste. Chaque module sera testé et validé
séparément dans la mesure du possible et naturellement largement docummenté. Enfin ces modules
élémentaires sont assemblés en modules de plus en plus complexes, jusqu’a remonter au probléme initiale.
A chaque niveau, il sera important de bien réaliser les phases de test, validation et documentation des
modules.

Dans ce document, on s’évertue a écrire des algorithmes!
Ceux-ci ne seront pas optimisés®!

“améliorés pour minimiser le nombre d’opérations élémentaires,
I'occupation mémoire, ..
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B.1 Analyse : rappels

B.1.1 En vrac

- r -~ r -~ . » . .
Théoréme B.1: Théoréme de Bolzano ou des valeurs intermédiaires

Soit f : [a,b] € R — R une application continue. Si f(a) et f(b) ne sont pas de méme signe (i.e.
f(a)f(b) < 0) alors il existe au moins ¢ €]a, b tel que f(c) = 0.

< P - P -~ . .
Théoréme B.2: Théoréme des accroissements finis

Soient a et b deux réels, a < b et f une fonction continue sur l'intervalle fermé [a, b], dérivable sur
I'intervalle ouvert Ja, b[. Alors il existe & €]a, b[ tel que

J®) = f(a)

b—a

f'(§) =

Proposition B.3: Formule de Taylor-Lagrange

Soit n € N* et f € C"([a,b]) dont la dérivée n-iéme est dérivable. Alors pour tout z, y dans [a, b],
x # y, il existe £ €] min(z, y), max(z, y)[ tel que
n

T — k T —y)" 1
o) = 1)+ 23 06 + S (B.1)

Corollaire B.4: Théoréme de la bijection

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a,b] et & valeurs réelles,
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alors elle constitue une bijection entre [a, b] et I'intervalle fermé dont les bornes sont f(a) et f(b).

Preuve. Notons J = f~1([a,b]) cet intervalle fermé, c’est-a-dire Pensemble des réels compris entre f(a)
et f(b).
e La monotonie de la fonction implique que I'image de Uintervalle [a, b] est contenue dans J :
— si f est croissante, pour tout z € [a,b] on a f(a) < f(z) < f(b)
— si f est décroissante, pour tout z € [a,b] on a f(b) < f(z) < f(a).

e Le fait que cette monotonie soit stricte assure que deux réels distincts ne peuvent avoir la méme
image, autrement dit la fonction est injective sur [a, b].

e Enfin, le théoréme des valeurs intermédiaires (qui s’appuie sur '’hypothése de continuité) garantit
que tout élément de J admet au moins un antécédent par f , c’est-a-dire que la fonction est surjective

dans J.
O
<= oy
Proposition B.5
Soit f est une fonction bijective continue d’un intervalle ouvert I < R sur un intervalle ouvert
J < R. Si f est dérivable en o € I et que f'(a) # 0 alors sa réciproque f~! est dérivable en
8= fla)eJ et
1 1
f~H(B) = ou encore (f1(B) = ——
UO =7 SR T RIE)
Preuve. On pose g = f~! et on écrit son taux d’accroissement :
9w)—9(B) __ z-a
y—p f(x) = f(a)
avec y = f(x). Cette fraction est I'inverse de W qui tend vers f'(a) # 0 quand z tend vers a. [J

B.1.2 Espace métrique

' Definition B.6: Distance sur un ensemble

On appelle distance sur un ensemble E, une application d de E? dans RT telle que pour tout
(x,y,2) € E% on a

e symétrie : d(z,y) = d(y,x),
e séparation : d(z,y) =0 < z =y,

e inégalité triangulaire : d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)

Voici quelques exemples de distances:
e d(z,y) = |z —y| dans R, C, Z ou Q

e d(z,y) = ||z —y| dans R™, ou |.|| est 'une quelconque des normes habituelles.

¥ Definition B.7: Espace métrique

On appelle (F,d) un espace métrique si F est un ensemble et d une distance sur E.
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' Definition B.8: Suite convergente

Soient (E,d) un espace métrique et (ul*) oy une suite d’élements de E. On dit que la suite
(u[k])kem converge vers a € E si

Ve>0, INeN tel que Vk> N, dul* a)<e (B.2)

' Definition B.9: Ordre de convergence

Soient (E,d) un espace métrique et (ul®!),cn une suite d’éléments de E convergeant vers a € E.
On dit que cette suite converge vers a avec un ordre p > 1 si

Jkoe N, 3C >0 tels que d@*Y a) < Cd@!M a)?, Vi > k. (B.3)

ouC<lsip=1.

¥ Definition B.10: Suite de Cauchy
Soit (F,d) un espace métrique. Une suite (2[*)) ey d’éléments de E est dites de Cauchy si
Ve >0, 3IM € IN, tel que Y(p,q) € N?, p,q > M, d(a:[p],m[‘ﬂ) <e.

ce qui correspond &
lim sup d(@® 2l =o.

m=+90p g=m

Une autre maniére de 1’écrire est
Ve>0, IM e N, tel que Vke N, k> M, Vie N, dz*+" 2F) <e

ce qui correspond &
lim  sup d(@*tY gl = o.

m——+00 k=m,1=0

' Definition B.11: Espace métrique complet

Un espace metrique est dit complet si toute suite de Cauchy converge.

Proposition B.12

Si E est un espace vectoriel normé de norme |.| alors E est un espace métrique pour la distance d
issue de sa norme et définie par d(z,y) = |z —y||, V(z,y) € B2

@ Definition B.13: Espace de Banach

On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet pour la distance issue de sa
norme.

B.2 Algebre linéaire

‘"5 Toute cette partie peut étre joyeusement omise par tout Homo sapiens algebra linearis compat-
ible. Toutefois une lecture rapide permet de se raffraichir la mémoire.

Compiled on 2022/09/15 at 10:51:48

B. Annexes

B.2.0 Espace métrique

B.2.Algebre linéaire



B. Annexes

B.2.1 Vecteurs

inéaire

B.2. Algébre |

200 Annexes

|

Soit V un espace vectoriel de dimension finie n, sur le corps R des nombres réels, ou sur le corps C
des nombres complexes. Notons plus généralement IK le corps R ou C.

B.2.1 Vecteurs

Une base de V est un ensemble {ej,es,...,e,} de n vecteurs linéairement indépendants. Le vecteur
n

v = Y v;e; sera représenté par le vecteur colonne
i=1

et on désignera par v* et v* les vecteurs lignes suivants

'vt:(vl (%) ’Un), U*:(F] Vs m)

ou @ est le nombre complexe conjugué du nombre a.

¥ Definition B.14
e Le vecteur ligne v* est le vecteur transposé du vecteur colonne v.

e Le vecteur ligne v* est le vecteur adjoint du vecteur colonne v.

¥ Definition B.15
L’application (e, e) : K" x K" — K définie pour tout (u,v) € K™ x K™ par
n
(u,v) =uv=v'u= Z wvi, si K=R (B.4)
i=1

(u,v)y =u*v =v*u=v,u) = Z v, si K=C (B.5)

=1

est appelée produit scalaire euclidien si K = R, hermitien® si IK = C. Pour rappeler la dimension
de l'espace, on écrit

(u,v) = (u,v), .

“La convention choisie pour le produit scalaire hermitien étant ici : linéarité & droite et semi-linéarité a gauche.
11 est aussi possible de définir le produit scalaire hermitien par le complexe conjugué de (B.5) :

n
{u, vy =v¥u= Z ;5.
i=1

Dans ce cas le produit scalaire est une forme sesquilinéaire a droite.

' Definition B.16

Soit V' est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

o Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si (u,v) = 0.

¢ Un vecteur v est orthogonal 4 une partie U de V si
Vue U, (u,v)=0.

On notev L U.
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o Un ensemble de vecteurs {vy,va,...,v;} de Uespace V est dit orthonormal si
(i, ;) = b3, (i, 5) € [1, K]
\ (1 sii=j,
ou d;; est le symbole de Kronecker : §;; = { O g

' Definition B.17

Le vecteur nul de K™ est représenté par 0,, ou 0 lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

' Definition B.18

Soit 4 € IK™ non nul. On définit 'opérateur de projection sur u par

proj, (v) = EZ Zi <u’1u>u'u,*v, Vo e K. (B.6)

La matrice P, = uu* s’appelle la matrice de la projection orthogonale suivant le vecteur u.

Proposition B.19: Procédé de Gram-Schmidt

Soit {vi}ie[[l n] Une base de K. On construit successivement les vecteurs u;

Uk,'U o
u; = Z proj,, (Vi) =v; — Z <<Uk uz>uk, Vi e [1,n].
— k)
Ils forment une base orthogonale de K" et Vect (uq,...,u;) = Vect (v1,...,v;), Vi € [1,n] (voir

Exercice B.3.5, page 215).
Pour construire une base orthonormale {z;};c[1,,], il suffit de normaliser les vecteurs de la base

orthogonale:
u;

NGl

Vi e [1,n].
(ui, u

Z; =

B.2.2 Matrices
Généralités
Une matrice & m lignes et n colonnes est appelée matrice de type (m,n), et on note M, ,(K), ou

simplement M,, ,, , Uespace vectoriel sur le corps K formé par les matrices de type (m,n) a éléments

dans K.
Une matrice A € M,, ,(K) d’éléments A;; € K est notée

A= (Aij)1<icm, 1<j<n
le premier indice ¢ correspond aux lignes et le second j aux colonnes. On désigne par (A)ij I’élément de
la i®™° ligne et de la j*™° colonne. On peut aussi le noter A; ;.

' Definition B.20

La matrice nulle de M,, ,(KK) est représentée par O,,, ou O lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité. Si
m = n on peut aussi noter O,, cette matrice.
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' Definition B.21

o Soit une matrice A € M,, ,,(C), on note A* € M,, ,,(C) la matrice adjointe de la matrice
A, définie de fagon unique par

{pu,v), = {u,A*v) , YueC", YveC”
qui entraine (A*);; = Aj;.

¢ Soit une matrice A € M,,, ,(R), on note A* € M,, ,,(R) la matrice transposée de la matrice
A, définie de fagon unique par

(pu,v),, = (u,Av), , Yue R", YveR™

qui entraine (A®);; = Aj;.
¥ Definition B.22
Si Ae My, ,(K) et Be M, ,,(K), leur produit AB € M,,, ,,(K) est défini par

p
(AB)ij = ) AikBij, Vi € [1,m], Vj € [1,n]. (B.7)
k=1

}3’ Exercice B.2.1: résultats a savoir

Soient A € M,, ,(K) et Be M, ,,(K), montrer que

(AB)* = B*A®, siK =R, (B.8)
(AB)* = B*A*, siK =C (B.9)
‘Les matrices considérées jusqu’a la fin de ce paragraphe sont carrées.
¥ Definition B.23
Si A € M, alors les éléments A;; = (A); sont appelés éléments diagonaux et les éléments

Aji = (A);j,1 # j sont appelés éléments hors-diagonaux.

' Definition B.24

On appelle matrice identitée de M, la matrice dont les éléments diagonaux sont tous égals a 1
et les éléments hors-diagonaux nulles. On la note [ ou encore [,, et on a

(U)i,j = 5ij7 V(Z,]) € [[1777/]]2.

' Definition B.25

Une matrice A € M,,(K) est inversible ou réguliére s’il existe une matrice B € M,,(K) vérifiant
AB = BA = | (B.10)

Dans le cas contraire, on dit que la matrice A est singuliére ou non inversible.

On peut noter que la matrice B est unique. En effet, soient By et By vérifiant (B.10). On a alors ABy = [
et donc By (AB2) = B;. On a aussi BjA = [ et donc (B;A)Bs = Bs. Le produit des matrices étant associatif
on a By (ABg) = (B1A)By et donc By = Ba.
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Soit A € M, une matrice inversible. On note A™* € M,, I'unique matrice vérifiant

AN = ATA =1L

Cette matrice est appelée matrice inverse de A.

¥ Definition B.27

Soit A € M (K)
¢ On note ker(A) = {v e K" ; Av = 0} le noyau de A.
o On note im(A) = {Av € K™ ; v € K"} I'image de A.

o On note rank(A) = dim(im(A)) le rang de A.

Théoréme B.28: (théoréme du rang)

Soit A e M, »(K). On a
rank(A) + dim(ker(A)) = n

Proposition B.29

Soit A € M,,(K). Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. A est inversible,
2. rank(A) = n,
B.zeK" Ax=0 = =0, (ie. kerA = {0})
4. det(A) # 0,
5. toutes les valeurs propres de A sont non nulles,
6. il existe B € M, (K) tel que AB = I,
7. il existe B € M,,(K) tel que BA = 1.

43’ Exercice B.2.2: résultats a savoir

(B.11)

Soient A € M,,(K) et B e M, (K) inversibles. Montrer que AB inversible et

(a7 = (A1), siK =R,
(A"t = (AN, siK=C.
(AB)? = BA

@ = A

¥ Definition B.30
Une matrice carrée A est :
o symétrique si A est réelle et A = A,

o hermitienne si A = A¥,
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o normale si AA* = A*A,
¢ orthogonale si A est réelle et AA* = A*A = [,

© unitaire si AA* = A*A =1,

Proposition B.31

e une matrice symétrique ou hermitienne est nécessairement normale.

e une matrice orthogonale (resp. unitaire) est nécessairement normale et inversible d’inverse A®
(resp. A*).

¥ Definition B.32
Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne.

o Elle est définie positive si
(pu,uy > 0, Vu e C"\{0} (B.16)

o Elle est semi définie positive si

(pu,uy =0, Yu e C"\{0} (B.17)

}3’ Exercice B.2.3

Soit A € M, (C).

Q. 1 Que peut-on dire de la matrice AA*? Et si la matrice A est inversible?

Q. 2 Proposer une technique permettant de générer une matrice hermitienne semi-définie positive
a partir d’une matrice aléatoire quelconque.

Q. 3 Proposer une technique permettant de générer une matrice hermitienne définie positive & partir
d’une matrice triangulaire inférieure inversible aléatoire.

' Definition B.33

Soit A € M,,. La trace d’'une matrice carrée A = (a;;) est définie par

tr (A) = i (077
=1

' Definition B.34

Soit T, le groupe des permutations de l’ensemble {1,2,...,n}. A tout élément o € 7, on
associe la matrice de permutation de P, € M,, est définie par

(Po)ij = io(s)-

}3’ Exercice B.2.4: résultats a savoir

Montrer qu’une matrice de permutation est orthogonale.
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' Definition B.35

Soient A = (Ai’j)}szl € M,, et T, le groupe des permutations de ’ensemble {1,2,...,n}.. Le
déterminant d’une matrice A est défini par

det (A) = Z EUHAUU)J-

o€T, j=1

ol ¢, désigne la signature de la permutation o.

Proposition B.36: Méthode de Laplace ou des coffacteurs

Soit A = (A’i,j)?,jzl € M,,. On note Al“7 € M,,_; la matrice obtenue en supprimant la ligne i et la
colonne j de A. On a alors le développement par rapport a la ligne i € [1,n]

det (A) = Y (~1)"* 4, ; det (NMJ) , (B.18)
j=1

et le développement par rapport a la colonne j € [1,n]

-

Il
fut

det (A) = 3 (=1)i* A, ; det (Nm]) . (B.19)

7

Le terme (—1)*7 det (A[i’j]) est appellé le cofacteur du terme A; ;.

¥ Definition B.37
Soit A € M, (). On dit que A € C est valeur propre de A s'il existe w € C" non nul tel que
Au = u. (B.20)

Le vecteur u est appelé vecteur propre associé a la valeur propre A.
Le couple (A, u) est appelé élément propre de A.

¥ Definition B.38
Soit A € M,,(K). Soit A € C une valeur propre de A. Le sous-espace
E) ={ueC": Au = \u} = ker(A — ) (B.21)

est appelé sous-espace propre associé & la valeur propre A. La dimension de FE) est appelée
multiplicité géométrique de la valeur propre .

¥ Definition B.39
Soit A € M,,(K). Le polynéme de degré n défini par
Pa(N) = det(A — AD) (B.22)

est appellé polyndme caractéristique de la matrice A.
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Proposition B.40

Soit A € M, (K).

¢ Les racines complexes du polynome caractéristique P, sont les valeurs propres de la matrice
A.

¢ Si la racine A de P est de multiplicité k, on dit que la valeur propre A est de multiplicité
algébrique k.

o La matrice A posséde n valeurs propres distinctes ou non.

v Definition B.41

Soit A € M,,(K). On note A; (A), i € [1,n], les n valeurs propres de A. Le spectre de la matrice A
est le sous-ensemble

Sp (&) = U {Ai (A)} (B.23)

du plan complexe.

Proposition B.42

Soient A € M,, et Be M,,. On a les relations suivantes

tr(A) = i/\i (A), (B.24)

tr (AB) = tr(BA), (B.26)
tr(A+B) = trA+trB, (B.27)
det (AB) det (A) det (B) = det (BA), (B.28)
det(A*) = det(A). (B.29)

' Definition B.43

Le rayon spectral d’une matrice A € M,, est le nombre > 0 défini par

P(A) = max {|A; (A)]; i € [1,n]}

Matrices particuliéres

¥ Definition B.44

Une matrice carrée A € M,, est :
¢ diagonale si a;; = 0 pour @ # j,
¢ triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j,
o triangulaire inférieure si a;; = 0 pour ¢ < j,

¢ triangulaire si elle est triangulaire supérieure ou triangulaire inférieure
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¢ a diagonale dominante si

|aii| = Z |aij|7 VZ € Hlvn]]v (BBO)
J#i

¢ a diagonale strictement dominante si

lais| > . las;|, Vi€ [1,n]. (B.31)
Jj#i

Proposition B.45

Soient A et B deux matrices de M,,(K) triangulaires inférieures (resp. triangulaires supérieures).
Alors la matrice AB est aussi triangulaire inférieure (resp. triangulaire supérieure).

De plus on a
(AB);; = A;;B;;, Vie [1,n].

Preuve. (voir Exercice B.3.2, page 214) O

Proposition B.46

Soit A € M,,(K) une matrice triangulaire inférieure (resp. triangulaire supérieure).

1. A est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux sont tous non nuls (ie. A;; # 0,
Vi € [1,n]).

2. Si A est inversible alors son inverse est triangulaire inférieure (resp. triangulaire supérieure)
et

Preuve. (voir Exercice B.3.10, page 220) O

' Definition B.47

On appelle matrice bande une matrice A telle que a;; # 0 pour |j —i| < c. ¢ est la demi largeur
de bande.
Lorsque ¢ = 1, la matrice est dite tridiagonale . Lorsque ¢ = 2, la matrice est dite pentadi-

agonale .

' Definition B.48

On appelle sous-matrice d’une matrice donnée, la matrice obtenue en supprimant certaines lignes
et certaines colonnes. En particulier, si on supprime les (n — k) derniéres lignes et colonnes d’une
matrice carrée A d’ordre n, on obtient la sous matrice principale d’ordre k.

' Definition B.49

On appelle matrice bloc une matrice A € My js écrite sous la forme
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P q
ou Vi e [1,p], Vj € [1,q], A ; est une matrice de M,,; ;. Ona N = Z n; et M = Z m;.

i=1 j=1
On dit que A et une matrice bloc-carrée si p = q et si tous les blocs diagonaux sont des matrices
carrées.

Propriété B.50: Multiplication de matrices blocs

Soient A € My et B € My s. Le produit P = AB € My g peut s’écrire sous forme bloc si les
matrices A et B sont compatibles par blocs : il faut que le nombre de blocs colonne de A soit égale
au nombre de blocs ligne de B avec correspondance des dimensions.

avec Ajk, € My, m, et Bg; € My, s, pour tout i € [1,p], k€ [1,q] et j € [1,r]. La matrice produit
P s’écrit alors sous la forme bloc

=3
=
=

' Definition B.51

On dit qu’une matrice bloc-carrée A est triangulaire inférieure (resp. supérieure) par blocs si
elle peut s’écrire sous la forme d’une matrice bloc avec les sous matrices A; ; = 0 pour ¢ < j (resp.
1> 7). . Elle s’écrit donc sous la forme

Al,l : 0 i : 0 A1,1 : : An,l
"""" R R A I R A
i i i O | i i
A === oo e e s v e vt
,,,,,,, el U

' Definition B.52

On dit qu’une matrice bloc-carrée A est diagonale par blocs ou bloc-diagonale si elle peut
s’écrire sous la forme d’une matrice bloc avec les sous matrices A; ; = 0 pour ¢ # j . Elle s’écrit
donc sous la forme

M1 O O
,,,,,, 1,,,,,?,,,,?,,,,,,.
PO S -
R T .
O 0 A
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Proposition B.53

Soit A une matrice bloc-carré décomposée en n x n blocs. Si A est bloc-diagonale ou triangulaire
par blocs alors son déterminant est le produit des déterminant des blocs diagonaux :

det A = [ Jdet A, (B.32)

i=1

Proposition B.54

Soit A une matrice bloc-carré inversible décomposée en n x n blocs.

e Si A est bloc-diagonale alors son inverse (décomposée en n x n blocs) est aussi bloc-
diagonale.

e Si A est triangulaire inférieure par blocs (resp. supérieure) alors son inverse (décomposée
en n x n blocs) est aussi triangulaire inférieure par blocs (resp. supérieure).

Dans ces deux cas les blocs diagonaux de la matrice inverse sont les inverses des blocs diagonaux
de A. On a donc

Ary! O} 0 AL O - O
""" R A R IR I
NI S GG BT O ey U A BN B N
R R L i 0
ISR 0 AL O - O
"""" S i A R e et R
P . o .l
A=]------- peccodsonss boccoems et A7V =|------ dpeccs osos flomeosms
ORI SR O L i 0
[P A o -l e AL
ISRUREEN A Ah L el e
""" R S R
A= »»@»4 »»»»» b et At = (D-l‘r »»»»»»»
S B f ) 8 L

B.2.3 Normes vectorielles et normes matricielles

' Definition B.55

Une norme sur un espace vectoriel V' est une application ||e| : V' — R* qui vérifie les propriétés
suivantes

o v =0« v =0,
o Jov| = ol o], Vae K, VweV,
o |u+v| < |ul|l + v, V(u,v) e V? (inégalité triangulaire).

Une norme sur V est également appelée norme vectorielle . On appelle espace vectoriel
normé un espace vectoriel muni d’une norme.
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Les trois normes suivantes sont les plus couramment utilisées :

n

ol = > loil

i=1

n 1/2
2
vl = (Z |vi] )
i=1

ol = max .

Théoréme B.56

Soit V' un espace de dimension finie. Pour tout nombre réel p > 1, 'application |[|e|| , définie par

. 1/p
lwl, = <Z Ivi|p>

i=1

est une norme.

Proposition B.57

Pourp>1et%—l—%zl,onaVuyve]K”

S

n 1/p n 1/q
PRIEIRS (2 Ui|p> (2 vi|q> = [ull, [lvll, - (B.33)

i=1 i=1

Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Holder.

' Definition B.58

!/ 4 . A . ” . . .
Deux normes |e| et ||e|", définies sur un méme espace vectoriel V, sont équivalentes s’il exite
deux constantes C' et C” telles que

lv|" < Clv|| et |v]| <C'|v|" pour toutve V. (B.34)

Proposition B.59

Sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

' Definition B.60

Une norme matricielle sur M,,(KK) est une application |e| : M, (K) — R* vérifiant

1. [Al =0<= A=0,

2. |aA| = |af||A], Ya € K, VA € M, (K),
3. [|A+B|| < |A|+|B|, V(A,B) e M, (K)? (inégalité triangulaire)
4. |aB| < Al IB], ¥ (A, B) € Mn(K)?
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Proposition B.61

Etant donné une norme vectorielle ||o] sur K", I'application [e|, : M, (K) — R* définie par

H v| _
lall; = p |4v] = sup [Av], (B.35)

H | vex
et foi=1

est une norme matricielle, appelée norme matricielle subordonnée (a la norme vectorielle don-
née).

De plus
|lav] < lA], o] Vo e K™ (B.36)

et la norme |A| peut se définir aussi par
A, = inf{aeR: |M]| < alv|, VvoeK"}. (B.37)
Il existe au moins un vecteur u € K™ tel que
u#0 et [Au| = Al |u]. (B.38)

Enfin une norme subordonnée vérifie toujours

I, =1 (B.39)
= ’ -~
Théoréme B.62
Soit A e M,,(C). On a
Av|
Al € su sup b, _ a B.40
H Hl ve H’UH jE[l n]z‘ ZJ| ( )
'v;&O
déf. X P el e
A, = o, VP (BER) = A/p (AA*) = [[A*], (B.41)
v'u;éO 2
|Av]| <
A & up L = max a;; B.42
ol % sup HETE = o 3 (B.42)
'v;éO J

La norme |e|, est invariante par transformation unitaire :
UU* =1 = [A], = [AU], = |UA], = [U*AU], . (B.43)
Par ailleurs, si la matrice A est normale :

AAF = A = |A], = p(A). (B.44)

Proposition B.63

1. Si une matrice A est hermitienne, ou symétrique (donc normale), on a |All, = P(A).

2. Si une matrice A est unitaire, ou orthogonale (donc normale), on a |A[, = 1.

Théoréme B.64

1. Soit A une matrice carrée quelconque et |e] une norme matricielle subordonnée ou non, quel-
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conque. Alors
P(A) < |A. (B.45)

2. Etant donné une matrice A et un nombre £ > 0, il existe au moins une norme matricielle
subordonnée telle que

Al < P(8) + . (B.46)
= Ametd
Théoréme B.65
L’application || : M,, — R* définie par
1/2

|Alg = Y ) =), (B.47)

(6,5)=€l1,n]?

pour toute matrice A = (a;;) d’ordre n, est une norme matricielle non subordonnée (pour n > 2),
invariante par transformation unitaire et qui vérifie

[Aly < llAlg < VnlAly, YAE M. (B.48)

De plus || 5 = v/n.

Théoréme B.66

1. Soit ||e|| une norme matricielle subordonnée, et B une matrice vérifiant

IB| < 1.
Alors la matrice (I + B) est inversible, et
1
(1 + [B)_1H s —.
H 1—|B|

2. Si une matrice de la forme (I + B) est singuliére, alors nécessairement
Bl > 1

pour toute norme matricielle, subordonnée ou non.

B.2.4 Réduction des matrices

' Definition B.67

Soit A : V' — V une application linéaire, représenté par une matrice carrée A € M, relativement &
une base {e;};c[; ,, - Relativement & une autre base {f;};c[; ,, - l]a méme application est représentée
par la matrice

B =P 'AP (B.49)
ou P est la matrice inversible dont le j-éme vecteur colonne est formé des composantes du vecteur
f; dans la base {€;};c; ,f :

e, f1) <e1,f2) e1, fn)
P— (e2,f1) <e1, f2) 5 (B.50)
<en_1,fn>
<6n,f1> <en7fn—1> <en7fn>
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La matrice P est appelée matrice de passage de la base {e;},.[; ,) dans le base {fi},.[; -

¥ Definition B.68
On dit que la matrice carrée A est diagonalisable s’il existe une matrice inversible P telle que la

matrice P~'AP soit diagonale.

Remarque B.69 On notera que, dans le cas ou A € M,, est diagonalisable, les éléments diagonaux de la
matrice P~*AP sont les valeurs propres A1, Az, ..., \, de la matrice A, et que le j-éme vecteur colonne p;
de la matrice P est formé des composantes, dans la méme base que A, d'un vecteur propre associé a la
valeur propre A;. On a

PAP = diag (A1, ..., \n) = Ap; = \;p;, Vi€ [1,n]. (B.51)

C’est a dire qu’une matrice est diagonalisable si, et seulement si, il existe une base de vecteurs propres.

Théoréme B.70

1. Etant donnée une matrice carrée A, il existe une matrice unitaire U telle que la matrice
U-tAU soit triangulaire.

2. Etant donnée une matrice normale A, il existe une matrice unitaire U telle que la matrice
U-tAU soit diagonale.

3. Etant donnée une matrice symétrique A, il existe une matrice orthogonale O telle que la
matrice O"1AO soit diagonale.

B.2.5 Suites de vecteurs et de matrices

' Definition B.71

Soit V un espace vectoriel muni d’une norme |e|, on dit qu’une suite (v;) d’éléments de V converge
vers un élément v e V, si

lim [l —v| =0

k—o0

et on écrit

v = lim Vi
k—o0

Théoréme B.72

Soit B une matrice carrée. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. limy_, B* =0,
2. limj_, B*v = 0 pour tout vecteur v,
3. p(B) <1,

4. |B| < 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée |e| .

Théoréme B.73
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Soit B une matrice carrée, et |e|| une norme matricielle quelconque. Alors

tim |B*["* = p(B).

k—o0

B.3 Receuil d’exercices

B.3.1  Algébre linéaire

Sur les matrices

}3’ Exercice B.3.1

Soit A€ My, n(R) et Be M, (R) telles que
(Mu,v),, = (u,Bv), , YueR", YveR™.

Exprimer les éléments de la matrice B en fonction de ceux de la matrice A.

}B’ Exercice B.3.2

Soient A et B deux matrices triangulaires supérieures de M,,. Soient E et [ deux matrices triangu-
laires inférieures de M,,.

Q.1 1. Que peut-on dire des matrices A* et (A*)*?
2. Montrer que C = AB est triangulaire supérieure et que C;; = A; ;B i, Vi € [1,n].
3. Montrer que G = EF est triangulaire inférieure et que G, ; = E; ;F; ;, Vi € [1,n].
4. Que peut-on dire des matrices AE et EA?
Q.2 1. Calculer det(A).
2. Déterminer les valeurs propres de A.
3. Que peut-on dire si les éléments diagonauz de A sont tous distincts?
Q. 3 Soit D la matrice définie par
2 1 0
Do 2 1
0 0 2
1. La matrice D est-elle inversible? Si oui calculer son inverse.

2. Pour chacune des valeurs propres, déterminer l’espace propre associé.

3. La matrice D est-elle diagonalisable? Justifier.

{5’ Exercice B.3.3

Q. 1 Soit T € M,, ,(C) une matrice triangulaire supérieure. Montrer que si T est une matrice
normale alors elle est diagonale.

Q. 2 Montrer que A € M,, ,(C) est une matrice normale si et seulement si il existe U € M,, ,,(C)
unitaire et D e M,, ,(C) diagonale telle que A = UDU*.

Q. 3 En déduire qu’une matrice normale est diagonalisable et que ses vecteurs propres sont orthog-
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onauzx.

43’ Exercice B.3.4

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne

Q. 1 Montrer que
(pu,uye R, Yue C". (B.52)

On suppose de plus que la matrice A est définie positve.

Q. 2 1. Montrer que les éléments diagonauzx de A sont strictement positifs.

2. Montrer que les sous matrices principales de A sont elles aussi hermitiennes et définies positves.

43’ Exercice B.3.5: Procédé de Gram-Schmidt

Soit {v;};cpq ) une base de K". On construit successivement les vecteurs u;

Z <"’“’vl v, Vie [1,n].

<uk7

Montrer qu’ils forment une base orthogonale de K™ et que Vect (uy,...,u;) = Vect (v1,...,v;),
Vi e [1,n].

Correction Exercice B.3.5 Montrons par récurrence sur ¢ que

(H); : Vect (uq,...,u;) est une famille orthogonale et Vect (uq,...,u;) = Vect (v1,...,v;)
Initialisation : Pour i = 1, on a u; = v et (H); est vérifiée.

Heérédité : Soit ¢ < n. Supposons (H); vérifice. Montrons alors que (H);41 est vraie.
On a

Uit1 = Vip1 —

i Wy Viv1), (B.53)

bl (ug, ur)

e En effectuant le produit scalaire de (B.53) par u; avec j € [1,¢]] on obtient

<'U,k7'U +1>
<ujvu1+1> <’U'J7'UZ+1> Z <’U'k;;k> <uja'u'k>'
Par hypothése de récurrence, la famille Vect (u1, ..., u;) est orthogonale, c’est & dire V(r,s) €

[1,i]2, (ur,usy = 0 sir # s et u, # 0. On obtient donc

<’LL Vg 1> . .
Quj,wiv1) = (U, vipr) — <,le7u§> (uj,uj) =0, Vje[1,i].

e On montre maintenant par I’absurde que u;41 # 0.
Supposons u; 1 = 0. Alors de (B.53), on obtient

Ur, v
Vi1 = Z < k> Z+1>

<uk7uk>

H): . ..
et donc ;41 € Vect (uq,...,u;) ) Vect (v1, . ..,v;) . Ceci entre en contradiction avec Vect (vq, . . .

base de IK™.

e On déduit de (B.53) queu; 1 € Vect (ug, ..., u;,v,11) . Par hypothése de récurrence, Vect (uq, ...

Vect (v1,...,v;), ce qui donne u;11 € Vect (vy,...,v;11) et donc

Vect (’U,l, . ,’U,Z'+1) = Vect (’Ul, e 7’Ui+1) .
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}3’ Exercice B.3.6: factorisation QR

Soit A € M,,(C) une matrice inversible. Pour tout ¢ € [1,n], on note @; = A.; ses n vecteurs
colonnes. En utilisant le procédé de Gram-schmidt sur la base {ai,..., a,} montrer qu’il existe
une matrice Q unitaire et une matrice triangulaire supérieure R & coefficients diagonaux strictement
positifs tel que A = QR.

Correction Exercice B.3.6 On utilise le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (voir Propo-

sition B.19, page 201) pour obtenir la base orthogonale {u1, ..., u,} en calculant successivement
o (ura) :
u; =a; — ];1 muk, Vi e [1,n]. (B.54)
De plus on a Vect (ug, . ..,u;) = Vect (a1, ...,a;), Vi € [1,n] On normalise la base orthogonale {u1, ..., u,}
pour obtenir la base orthonormée Q = {q1,..., qn} :
q; = H’Zjb’ Vie [1,n]

et I'on a aussi Vect (qq,...,q;) = Vect (a1,...,a;), Vi€ [1,n].
On note Q € M,,(KK) la matrice définie par

I

I

I
Q={ @ ¢

!

Cette matrice est clairement unitaire puisque la base {qi, ..., ¢, } est orthonormée.
Montrons que Q*A est triangulaire supérieure. On a

g L gve) e anen)
| | | !
Q*A = . a1 Qp = . [ .
. I | . I L | .
VVVVVVV 1 VVVVVVVVVVVi""'f"""""‘
q: | <Qn7a1> b 5 <Qn7an>

c’est a dire (Q*A); ; =<qi,a;), ¥(i,7) € [1,n]. Par définition cette matrice est triangulaire supérieure si
(Q*A);,; = 0 pour tout ¢ > j. Soit i € [1,n — 1]. La base Q étant orthonormée, onag; L Vect (ql, e ,qi_l) .
Comme Vect (gy,...,q;_,) = Vect (a1,...,a;—1), on en déduit que

(gi,a;> =0, ¥je[l,i—1].

La matrice Q*A est donc triangulaire supérieure.

De plus, on a

<ui ’ a’i>
il

(Q*A)ii = {girai) =
En prenant le produit scalaire de (B.54) avec u; on obtient

(ug,a;)

i—1
Uiy Ui) = Wi, Bi) — T Ui, U
) = ) = 3} S G
= {u;,a;y car (u;,ury =0, Yk # i (base orthogonale)
Comme u; # 0, on obtient (Q*A); ; > 0.

On note R = Q*A cette matrice triangulaire supérieure avec R;; > 0, Vi € [1,n]. La matrice Q étant
unitaire (i.e. QQ* = 1) alors A = QR. ©
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43’ Exercice: 3.1.2

Soit A € M,, ,(C) une matrice et (A, u) un élément propre de A avec |ul, = 1.

Q. 1 En s’aidant de la base canonique {e1,...,e,}, construire une base orthonormée {x1,...,&,}
telle que £1 = u.
Notons P la matrice de changement de base canonique {eq,...,e,} dans la base {z,...,2,} :
-
P = T E i x,
I |

Soit B la matrice définie par B = P*AP.

Q. 2 1. Exprimer les coefficients de la matrice B en fonction de la matrice A et des vecteurs x;,
i€ [1,n].
B = P*AP.

2. En déduire que la premiére colonne de B est (A,0,...,0)%.
Q. 3 Montrer par récurrence sur l’ordre de la matrice que la matrice A s’écrit
A= UTU*
ou U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure.

Q. 4 En supposant A inversible et la décomposition A = UTU* connue, expliquer comment résoudre
"simplement" le systéme linéaire Ax = b.

Correction Exercice 3.1.2

Q. 1 La premiére chose a faire est de construire une base contenant u & partir de la base canon-
ique {e1,..., e,}. Comme le vecteur propre u est non nul, il existe j € [1,n] tel que (u,e;) # 0. La
famille {u,eq,...,e;_1,€41,...,e,} forme alors une base de C™ car u n’est pas combinaison linéaire des
{617 ey €5—1,€541,. .. ,en}.

On note {z1,..., z,} la base dont le premier élément est z; = u :

{z1,..., 20} = {u,e1,...,€6_1,€j41,...,€n}.

On peut ensuite utiliser le procédé de Gram-Schmidt, rappelé en Proposition B.19, pour construire
une base orthonormée a partir de cette base.

On calcule successivement les vecteurs x; a partir de la base {z1,..., 2,} en construisant un vecteur w;
orthogonal aux vecteurs 1,...,Z;_1.
i—1
wi = zi — Y (T, 2i) T,
k=1

puis on obtient le vecteur x; en normalisant

]

x;

Q.2 1. En conservant 1’écriture colonne de la matrice P on obtient

* *
S WO o R W C
2 L 2 i P
,,,,,,,,,,,,,,,, | [~
B = i A xlimgi. ;xn = ) Axliﬁxgi..;z&xn
VVVVVVVV : o | | | ,,,,,,,:,,,,,,,. | | |
* *
mn zn
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Ce qui donne

TiATy T*hTy ... T FAT,
xihzy xihxy ... ziAE,
B= .
TEAEy  xihx, ... zEA,
On a donc
Bi; =zfhx;, V(i,j) € [1,n]?
2. On a Au = Au, |u| =1, la base {z1,..., ,} est orthonormée et 1 = u. on obtient alors

Au*u iu*ﬁ\xg . uthx, A utAz, ... utAz,
5 Axiu ; rihxy ... ziAZ, 0 ; bz ... ziAz,
AzFu ! TEpTy, ... xEpX, 0 ! TEpTy, ... xEAX,

Q. 3 On veut démontrer, par récurrence faible, la proposition suivante pour n > 2
(Pn) VA€ M, (C), 3U e M, (C) unitaire, 3T € M, (C) triangulaire supérieure, telles que A = UTU*.

Initialisation : Montrons que (P2) est vérifié.
Soit Ay € M3(C). Elle admet au moins un élément propre (A,u) (voir Proposition B.40 par ex.)
avec |u| = 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice
unitaire Py € M3(C) telle que la matrice By = P2AsP4 ait comme premier vecteur colonne (), 0)".
La matrice By est donc triangulaire supérieure et comme Py est unitaire on en déduit

Ay = PEByP;.

On pose Uy = P# matrice unitaire et To = By matrice triangulaire supérieure pour conclure que la
propostion (Pz) est vraie.

Hérédité : Supposons que (P,_1) soit vérifice. Montrons que (P,,) est vraie.
Soit A, € M,,(C). Elle admet au moins un élément propre (A,u) (voir Proposition B.40 par ex.)
avec |ul| = 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice
unitaire P, € M, (C) telle que la matrice B,, = P, A,P¥* s’écrivent

A et

o
[Bn = . :

: : Ap_q

0!

ouc,—1 € Myp_1,1(C) et A,_1 € M,,_1(C). Par hypothése de récurrence, 3U,,_1 € M,,_1(C) unitaire
et T,,—1 € M,,_1(C) triangulaire supérieure telles que

An—l = [Un—l-l]—n—l[U:_l

ou encore
*
Too1 = U*_ Ap_1Up_y.

Soit Q,, € M,,(C) la matrice définie par
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La matrice Q,, est unitaire. En effet on a

, , 110 0
110 0N/ 110 ... N e
0 i 0 ! !
Q’I’LQ: = Lt . = E [Un, [U: = ”n
. Upn—1 D Us_y ! . .
0 ! 0 ! i =ln_1
. ! 0!
On note T,, la matrice définie par T,, = Q*B,,Q,,. On a alors
110 0N/ A ¢, 110 0
07 RV R A (R
o UR Sl A S VI
01 0 01
! A ¢y 1Un 4
A ¢t 110 0 B A
i el I M i »»»»»»»»»»»»»»»» I
0 ! 0 ; !
= s < = E [Unf Ap1Upq =
o UX A S Up : S
O : O ; i =Tp—1
. 0!

La matrice T,, est donc triangulaire supérieure et on a par définition de B,,
On note U,, = P¥Q,,. Cette matrice est unitaire car les matrices Q,, et P, le sont. En effet, on a

U, Ui = PEQu(PEQ,)* = P} Q,QF P, = PEP, = I,,.
——

=1,

On a T, = U*A,U, et en multipliant cette équation a gauche par U, et a droite par U¥ on
obtient I’équation équivalente A, = U, T, U¥*. La propriété (P,) est donc vérifiée. Ce qui achéve la
démonstration.

Q. 4 Résoudre Az = b est équivalent & résoudre
UTU*z = b. (B.55)

Comme U est unitaire, on a UU* = [ et U* inversible. Donc en multipliant (B.55) par U* on obtient le
systéme équivalent
U*U TU*z = U*d <= TU*z = U*b.
——
=1

On pose y = U*z. Le systéme précédant se résoud en deux étapes
1. on cherche y solution de Ty = U*b. Comme U est unitaire on a det(U) det(U*) = det(l) = 1 et donc
det(A) = det(UTU*) = det(U) det(T) det(U*)
= det(T)

Or A inversible équivalent a det(A) # 0 et donc la matrice T est inversible. La matrice T étant
triangulaire supérieure on peut résoudre facilement le systéme par la méthode de remontée.

2. une fois y déterminé, on résoud U*z = y. Comme U est unitaire, on obtient directement & = Uy.

<

Inverse d’une matrice
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}3’ Exercice B.3.7
Soit A € M3(RR) définie par

1
A= |1
1

=S DN DN =
W N =

Q. 1 Calculer le déterminant de la matrice A. Que peut-on en conclure?

Q. 2 Calculer si possible linverse de la matrice A en utilisant la technique de la matrice augmentée.

{5’ Exercice B.3.8

Soient A et B, deux matrices de M,, (KK).

Q. 1 Montrer que
AB=10= BA=1 (B.56)

Conclure.

{5’ Exercice B.3.9
Q. 1 Soit A une matrice inversible et symétrique, montrer que A~' est symétrique.

Q. 2 Soit A une matrice carrée telle que | — A est inversible. Montrer que

A=A =0-n)""A

Q. 3 Soient A, B des matrices carrées inversibles de méme dimension telle que A+ B soit inversible.

Montrer que
1

AA+B) 'B=B(A+B) 'A= (A1 +B7Y)”

{3’ Exercice B.3.10

Soit L € M,,(C) une matrice triangulaire inférieure.

Q. 1 A quelle(s) condition(s) la matrice L est-elle inversible?
On suppose L inversible et on note X = L.

Q. 2 Montrer que X est une matrice triangulaire inférieure avec

1
Xii = 77 Vi e [[1,”]

,
[

Correction Exercice B.3.10

Q. 1 La matrice L est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Or le déterminant d’une
matrice triangulaire est égal au produit de ses éléments diagonaux. Pour avoir L, matrice triangulaire,
inversible, il est nécessaire et suffisant d’avoir

Lii #* 0, Vi e [[l,n]]

Q. 2 La matrice X étant la matrice inverse de L, on a

LX =1 (B.57)

Compiled on 2022/09/15 at 10:51:48



Receuil d'exercices 221

On note X1 = X. ; le j-éme vecteur colonne de la matrice X et elil le j-eme vecteur de la base canonique

de C" (el[j] = 513)
L’équation (B.57) peut donc se réécrire

i i i
| I !

L x x| = et gln
| | |

ou encore, déterminer la matrice X inverse de L reviens a résoudre les n systémes linéaires suivants:
LxU! = ell vje[1,n]. (B.58)
e Pour montrer que X est triangulaire inférieure il suffit de vérifier que pour tout j € [2,n]
41 ; :
X7 =0, Vie[l,j—1].

Soit j € [2,n]. On décompose la matrice L en la matrice bloc carré 2 par 2 ou le premier bloc di-
agonal, noté L;_;, est une matrice triangulaire inférieure inversible de dimension j — 1. Le systéme
(B.58) s’écrit alors

On en déduit donc que nécessairement

Lig 0 .- 0

o - e Lji;,

Comme la matrice de ce systéme est inversible, on a bien Xi[j] =0, Vie[1,7 — 1] et donc la matrice
X est triangulaire inférieure.

e Par définition du produit matricielle, de 1’équation (B.57) on tire pour tout j € [1,n]
n Jj—1 n
(U_X)jyj = (”)j,j — 2 Lj,ka,j =1 < 2 Ljkakyj + Ljijj’j + 2 Lj’ka’j =1
k=1 k=1 k=j+1

Or les matrices L et X sont triangulaires inférieures et donc Xy ; = 0, Vk e [1,j — 1], et L, = 0,
Vk e [j + 1,n]. On obtient alors L; ;X; ; = 1 et comme L;; # 0 on a bien X, ; = 1/L; ;.

43’ Exercice B.3.11

Soit Ae M, ,(K) et U, B, V trois matrices rectangulaires.

Q. 1 Sous quelles hypothéses peut-on définir la matrice G suivante

G=A"—A"'U(1+BVAT'U) T BVATI? (B.59)

Q. 2 Montrer que (A+ UBY) G = [. Conclure.

Q. 3 Soit e R et u,v € C". Calculer (A + Buvtfl en fonction de linverse de A.
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}3’ Exercice B.3.12

Etant donnée une matrice D € M,, ,,(C), on pose
D = A+ 1B avec A,Be M,, ,(R)

Sous certaines hypothéses a préciser, établir la relation

D™'=(A+BA'B) T —A"'B(A+BAT'B)

}3’ Exercice B.3.13

Soient (z;)"_, n + 1 points distincts 2 & 2 de C. Soit V € M,,;1(C) la matrice définie par
Vi, =271, Y(i,5) € [1,n +1].

Q. 1 Ecrire la matrice V.

Soient w = (w;)!f} un vecteur de C**'. On note Py, € C,[X], le polynome défini par

Py(z) = Z Wip12®
i=0

Q. 2 Ezprimer v = Yw en fonction de Py,.

Q. 3 En déduire que V est inversible.

Correction Exercice B.3.13

Q.1 0Ona
1 20 e 261’
1 z1 PPN Z{L
V= . .
1 =z, Zy

Q. 2 On ave C"! et, pour tout i € [1,n + 1],
n+1
v; = Z \/mwj
j=1

n+1
_ j=1, .
= Z Zij—1 Wj
j=1
n

= Z wj_,_lzgil = Pw(zi_l).

3=0
c’est & dire
Puw(20)
v=|
Puw(zn)
Q. 3 La matrice V est inversible si et seulement si son noyau est réduit a 1’élément nul, c’est a dire
ker(V) = {0}.
Soit w = (uy,...,uns1)* € C** 1 tel que Vu = 0, montrons qu’alors u = 0.
On a
3% Pu (ZO)
va=v| : |=| : |=0
Un+1 Pu(zn)
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Les n + 1 points (z;)}, sont distincts 2 & 2, donc le polynéme , admet n + 1 racines distinctes hors
Py € C,[X], c’est donc le polynome nul, c’est a dire u; = 0, Vi € [1,n + 1]. On a donc u = 0.
La matrice V est donc inversible.

Matrices blocs

4:’5’ Exercice B.3.14

On considére les matrices blocs suivantes

12110 1 010 0

3 410 1 o 0 110 0 110
A=t ‘(u) ot B= |yt | T (q: «:)

0 110 0 3 413 4

avec par identification

1 0 1 2
1= (5 1) @ c=(5 3)

Q. 1 Calculer les matrices AB et BA en utilisant I’écriture bloc.

Q. 2 Ezprimer les matrices A(A+ B) et (2B — A)(B + A) en fonction des matrices C et [.

{5’ Exercice B.3.15

Soient A e M,, 1,(K) et Be My, ,(K). On note L la matrice

L_(.1-BA i B
T\ 2AZABATABZT )

Q. 1 Montrer que la matrice L est bien définie et spécifier les dimensions des blocs.

Q. 2 Calculer 1.2, Que peut-on en conclure?

{5’ Exercice B.3.16: résultats a savoir ﬁi\\?ﬁﬁ*

Soient A € M,,(C), Be M,,(C) et D e M,, »,(C).

Q. 1 Calculer, en fonction des déterminant de A et B, le déterminant des matrices

Ai O I, i O AL O

Q. 2 Soit H = (»»F»»-). En utilisant les factorisations QR des matrices A et B, montrer que
det(H) = det(A) det(B). (B.60)

Q. 3 En déduire qu'une matrice triangulaire supérieure par blocs est inversible si et
seulement si ses matrices blocs diagonales sont inversibles.

Q. 4 En déduire qu’une matrice triangulaire inférieure par blocs est inversible si et seule-
ment si ses matrices blocs diagonales sont inversibles.
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B.3.2 Normes

Normes vectorielles

}3’ Exercice B.3.17

Soient x et y deux vecteurs de C".

Q. 1 Trowver a € C tel que {ax —y,x) = 0.

Q. 2 En calculant |ax — yHg , montrer que

@,y | <[zl [yl - (B.61)

Q. 3 Soit x # 0. Montrer alors que l'inégalité (B.61) est une égalité si et seulement siy = ax.

Correction Exercice B.3.17

Q.1 e Six =0, alors a quelconque.
e Sizx # 0, alors
<am—y,m>:0 = a<x7:1:>—<y,z>:0

Or z # 0, ce qui donne

__ .z
T e
et , comme {(z,z) € R et {y,z) = {(x,y), on obtient

X
= . B.62
" m (02

Q.2 Ona
laz —yl; = (oz—y.az—y)

= Oz<0é$—y,x>—<aa;_y7y>
= —{oz—y,y), car {ax—y,x) =0
= —alz,y)+ @y

En utilisant (B.62), on obtient alors

.z

||0¢$_’!/H§ = <$,$> <-'L',y>+<y,y>
_ @&y + @y )
(z, )
Comme (y,z) = (z.y), on a {y,z)(x,y) = |{z,y)|* et donc
loz —yl; = <x,1x> (*I @y + 2|5 Hyllﬁ) (B.63)
> 0.

On a alors
2012
[,y |? < |z |yl

La fonction x — +/z étant croissante sur [0; +oo[, on obtient (B.61).

Q. 3 Soit  # 0. On veut montrer que

@y =zl [yl, < y=oz
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On suppose y = az. On a alors
2 2
&,y =alz,z)=alz), = [@y|=]af|z];.

Comme ||y||, = || |z],, on a aussi

2
[zl [ylly = laf ] -

On en déduit alors
[,y | = |z, lyll, -

On suppose |<{z,y)| = |lz|, |yll, . Avec cette hypothése, I’équation (B.63) devient
2
laz —yl; =0

et donc ax —y = 0, c’est & dire y = ax.

43’ Exercice B.3.18

Soient z et y deux vecteurs de C™.

Q. 1 Démontrer l’'inégalité triangulaire

|z +yl, <, + lyl, - (B.64)

Q. 2 Siz ety sont non nuls, prouver que l'inégalité (B.64) est une égalité si et seulement siy = ax
avec a un réel strictement positif.

Q. 3 Déduire de (B.64) linégalité suivante :

Hzlly = lylly [ < llz =yl - (B.65)

Q. 4 Soient z1,...,x,, p vecteurs de C*. Montrer que

P
2%
i=1

p
< lwilly - (B.66)
2 i=1

Correction Exercice B.3.18
Q. 1 On rappele que H:L‘H; = {z,z). On obtient, en utilisant les propriétés du produit scalaire,
2
lz+yl; = E+yz+y)
= (z.x)+y +y.z)+ ()
2 2
= el +lyl; + <@y + @, z).

Pour tout nombre complexe z, on a z +z = 2Re(2), et |2| = Re(z). ! Comme (y,z) = {(x,y), on a

lz+yl3 =zl + lyl> + 2Re ((z,y)) (B.67)

N

Il + lyl3 + 21 @,y .
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
[y | < llzlly lyl
et donc
le+yl; < lzl3+ Iyl + 2 el Iyl
= (2l + lyl,)-
La fonction x — 4/z étant croissante sur [0; + o[, on obtient

lz +yly < 2]y + -

IEn effet, z = a +1b et Z = a —1b d’ott z + Z = 2a. De plus, |2|? = a® + b2 > a? ce qui donne |z| > |a| > a.
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Q. 2 Soient z et y deux vecteurs de C” non nuls. On veut démontrer que
|z +yly = ], + lyl, ==y = oz, o> 0.

On suppose y = ax avec « > 0.
On a alors

lz+yl, = [z+az,
= |1+ a)z|,
= |L+aflz],.

Comme a >0, on a |1 +a] =1+ « et donc

lz +yly = lzly +alzl, . (B.68)
De plus, on a
lyl, = lazl,
= lallzl,

alz|,, car a>0.

D’aprés (B.68), on en déduit
|z +yly =, + lyl, -

On suppose que
lz +yly = lzly + [yl - (B.69)

Ce qui donne
Iz +yl3 = lzl5 + lyl5 + 2[2]; Iyl (B.70)
On déduit alors de 1’égalité (B.67) que
Re ((2,9)) = |z, [yl - (B.71)
Or, on a, Yz € C, Re(z) < |z| et donc, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
[z]; [yl = Re (2, 9)) < [z, )| < |2l lyl,

ce qui impose
<.y | = |zl lyl, -

N

D’aprés 'exercice précédant, cette égalité est vérifiée si et seulement si y = ax avec a = EZ’;.

Il nous reste a vérifier que a > 0.
L’hypothése (B.69) avec y = ax devient

lz +ylly =1+ oz, = 2], + [yll, =1+ |of |2, (B.72)
On a donc
1+ af> = (1+]a)?
(1+a)1+a)=1+2la|+ |«
1+a)1+a) =1+2la|+|af?

l+aa+a+a=1+2al+|al?
Re(a) = |af

14+ al=1+]q

Preet

Donc « est un réel et o = Re(a) = |a| = 0.
Comme y =azx ety # 0, on a a # 0 et donc a > 0.
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Q.3 Onaz = (x —y) +y, et par application de I'inégalité triangulaire (B.64) on obtient
Izl =l —y) +yl, <z -yl + lyl, = lzl, —lyl, <lz—-yl,.
De méme, avec y = (y — x) + , et par application de I'inégalité triangulaire (B.64) on a
lyly = 1y —2) + |, <y —zl, + |z, — lyl; - lzl, < lz—yl,.
En combinant ces deux inégalités, on obtient alors

Hzlly = lyls [ < llz =yl -

Q. 4 On effectue une démonstration par récurrence.
Soit n € IN, n > 1. On définit la propriété P(n) par

n

S

i=1

P(n) :

n
<2 =il - (B.73)
2 i=1

e On a démontré, en Q.1, que la propriété P(2) est vraie.

e Soit n > 2, on suppose que P(n) est vérifiee (hypothése de récurrence). On veut alors montrer que
P(n + 1) est vraie.
On a

n+1

2,
i=1

n
2 Ti+Tpt1
i=1

n
PIES
i=1

1
+1
=1

2 2
< + |®pnt1l,, d'aprés (B.64)
2
< Z |Zi]y + |Znt1lly, car P(n) est vérifiée

n
1=
n

A

La propriété P(n + 1) est donc vérifice.

3] -

On a donc démontré par récurrence que la propriété P(n) est vraie pour tout n > 2.

{5’ Exercice B.3.19

Q. 1 Soit la fonction f(t) = (1—X)+ Xt —t* avec 0 < X\ < 1. Montrer que pour tous o =0 et 3 = 0

on a
B < da+ (1— N8B (B.74)

Soient & et y deux vecteurs non nuls de C™. Soient p > 1 et ¢ > 1 vérifiant % + % =1.

Q. 2 On pose u = ﬁ etv = ”yyH . En utilisant linégalite (B.74), montrer que l’on a l'inégalité
p q

S fusvil < = 3 P + = S ot = 1, (B.75)
= Pio 901
Q. 3 En déduire l'inégalité de Holder suivante
<@,y | < ) il < |2, Iyl - (B.76)
i=1

Quel est le lien entre l’inégalité de Holder et linégalité de Cauchy-Schwarz?
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Correction Exercice B.3.19

Q. 1 L’inégalité (B.74) est vérifiée si & = 0 ou § = 0. Il nous reste donc a la vérifier pour a > 0 et § > 0.

Dans ce cas (B.74) s’écrit
A
a a
=] <A +(1-=-A
(5) <x5+a-»

I

c’est & dire o
—) = 0.
B)
Montrons que f(t) = 0, V¢ €]0, +o0[.
Ona f'(t) = M1 —t 1) et

ff)=0 = 1—-t"1=0carA#0
De plus, on a t} =1 = eA=D (") et comme A — 1 # 0, on obtient

ffi)=0=t=1

e Etudions la fonction sur ]0,1[. On a pour ¢ €]0, 1[, In(¢) < 0 et donc (A — 1)In(¢) > 0. Comme la
fonction exp est croissante, on en déduit exp((A — 1)In(¢)) > 1 et alors f/(t) < 0.

e Etudions la fonction sur 1, 400[. On a pour ¢ €]1, 4+00[, In(¢) > 0 et donc (A — 1) In(¢) < 0. Comme
la fonction exp est croissante, on en déduit 0 < exp((A — 1)In(t)) < 1 et alors f/(¢) > 0.

Le minimum de f est donc atteint en £ = 1 et on a

vt €]0,+oo[, f(z) = f(1) =0.
L’inégalité (B.74) est donc vérifiée Yo = 0, V8 = 0 et YA €]0, 1.
Q. 2 On pose A = ]% €]0,1[. on a alors 1 — A = %. On pose

a=ulP =20, B=1v]?=0
En utilisant (B.74), on obtient directement

ulle < Sl + <ol Vie [1,7]
p q

En sommant sur ¢ on obtient:

wivg] < = D JwilP 4+ = uil? = = Julf + = v?
;¢”|pgyA q;¢4 Il + ol

Comme par construction [uf,, = |||, = 1, on obtient

n
Z luzvi| <

Q. 3 Par construction, on a

n
2 luivil = HHHHZ”M‘

q =1

et donc en utilisant I'inégalité (B.76) on obtient

n
Z iyl < ], [yl -

De plus
n n n
[y | =1 D Tyl < ) [l = ) |wayl < |, Iyl -
i=1 i=1 i=1

Pour p = ¢ = 2, I'inégalité de Holder entraine 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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43’ Exercice B.3.20

Soit p > 1 et ¢ le nombre tel que % =1- %.
Q. 1 Vérifier que ¥(a, 3) € C? on a
o+ BIP < |alla+ BIP/? + |Blla + BIP/. (B.77)

Q. 2 En utilisant linégalité de Holder et (B.77), démontrer l'inégalité de Minkowski :

|z +yll, < lzl, + lyl,, vzeC", vyeC", p>1. (B.78)

Normes matricielles

.(3’ Exercice B.3.21: Norme de Frobenious
Soit A € M,,(C). On définit application [e| . par
Jalz = > D lassl*. (B.79)
i=1j=1

Q. 1 On note, respectivement, A, ., Vi€ [1,n] et A. ;, Vj € [1,n] les vecteurs lignes et colonnes de
A. Montrer que

|Al% = ZH il = 2 14:505 = trA*A, (B.80)
j=1
Q. 2 Montrer que
|az]y < [Al g []y, Ve C™. (B.81)

Q. 3 Montrer que cette application est une norme matricielle (nommée norme de Frobenius).

Q. 4 Calculer |A*||z et ||I,] - ow I, est la matrice identitée de M, (C).

{3’ Exercice B.3.22

Soit A € M, ,(C). Montrer les propriétés suivantes

L |Al, = nax, | {Az,y) |.
st

2. [Aly = 1A,
2
3. A, = Al -
4. |U*AV|, = |A], quand UU* = [ et VW* =

43’ Exercice B.3.23
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Soient A € M,, »(C), Be M,,;(C), z € C" et p > 1. Montrer que

o], < (Al ], (B.82)
lal, = e, Az, (B.83)
A = Ax B.84
A, by max [Az], (B.84)
a8, < [Al, B, (B.85)
}3’ Exercice B.3.24
Soit A € M,,(C). Montrer que ’on a
AL, = Jgﬁ?ﬁiﬂ Z |ai;], (B.86)
o = a2, (B87)
Il = oy Z as51. (B.88)

Correction Exercice B.3.24

e On démontre tout d’abord 'égalité (B.86) :
A|, = max E Qi
H Hl je[[l,nﬂ i:1| J|

Soit € C™ tel que |z||; =1. On a

lozl], = ZL i

Zn] 2 |aijz;| =

i=17

Aij T j

n
<|l”j| > |aij>
1 =1

J
( max Z |aw> 2 5] = g[ﬁlx}] Z |a;;| car Z |z;] = 1.

jel,n] o1

H'M:

N
D=

N

On obtient donc

=,

n
max |Az|, < max Zal'.
bl < o 33 o
Pour démontrer que 'on a 1’égalité

max |Az|, = max 2|a”|
], = jellm] =

il suffit alors de construire un vecteur y € C", |ly||; = 1 particulier la vérifiant. Pour cela on note

k € [1,n] lindice tel que
n
i; |ai k| = e 2 Z |ai ;-

On prend alors y = ey, le k°™° vecteur de la base canonique. Dans ce cas on a [y[, =1 et

layl, = lAerl; = Akl
n n
- ;\azkl—nglix Zlau\

Ce qui démontre ’égalité (B.86).
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e On démontre maintenant 1’égalité (B.87) :

[All, = p(ar*)Y2.

On pose B = AA*. B est une matrice hermitienne : ses valeurs propres sont réelles. Soit (A, u) un
élément propre de B. On obtient alors

(Bu, u) O, u)
A{u,uy car Ae R

2
Al

De plus, on a

(Bu,uy = (AA*u,u) = (A*u, A*u) = [A*ul; > 0
et comme |u|, > 0 (c’est un vecteur propre, il est donc non nul) on en déduit

2
_ |A*ul

2
2

La matrice B étant hermitienne (elle est donc normale), d’aprés le Théoréme 3.2 page 63, il existe
alors une matrice U unitaire et une matrice D diagonale telle que

B = UDU*.

On note (i, €;);e[1,n] les éléments propres de D. Les vecteurs e; sont les vecteurs de la base canonique
de C" et \; = d;;. Comme D = U*BU, on obtient

De; = /\iei — [U*[B[Uez = )\,-ei
<= BUe; = \;Ue;.

C’est a dire en posant v; = Ue; (i-éme vecteur colonne de U), les éléments propres de B sont les
(Xisvi)ief1,n]- De plus comme U est unitaire, {v1,...,v,} forment une base orthonormée de C".

Soit £ € C™ tel que |z, = 1. le vecteur & peut s’écrire comme une combinaison linéaire de la base
orthonormée {v1,...,v,} : I(a,...,a,) € C" tel que

n
xr = Z ;.
i=1

On peut voir que

(Z,xzy=1

n n
i=1 =1
n
= > ma; i)
1=1
n
= Z Qo car <’Ui,’Uj> = 51‘]‘

i=1

n
= D lail
i=1
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De plus on a

2
|z,

<

Annexes

(pz, Ay = (A*Ax,x) = (Bx, %)

max &3 aal? = 0048 car A0t Y fof? =
i€[l,n
’ i=1 =

Pour démontrer que 'on a en fait égalité il suffit de trouver un vecteur la vérifiant. Pour celd on
note k € [1,n] l'indice tel que A\x = max;e; 7 Ai. En choisissant £ = vy (qui est de norme 1) on

obtient alors

M]3 = (hvg, hog) = (A* bvg, vi) = Ok, v) = A = P(A*A).
Ce qui achéve la démonstration de (B.87)
e Pour finir, on démontre I’égalité (B.88) :
A, = il
Al Z.glllaﬁﬂ ];1 ||
Soit x € C™ tel que x|, = 1. On a
42l = mex |(A2)i| = max Z @]
< 0311
Joax. Z Jai 45|
< max Z lai ;| car |z;] < max, 7| = 2|, = 1.

i€[1, n]]

Pour démontrer 1’égalité, il suffit de construire un vecteur y de norme 1 la vérifiant. Pour cela on

note k € [1,n] lindice tel que

e, Z |ai;| = Z |a,51-

Jj=1

On veut alors construire un vecteur y tel que |y, = 1 et vérifiant

Z A;.5Y;

n

= > lak 1.

max
€[1,n]

Pour cela on pose, pour tout j € [1,n]
lak,;| .
S g
Yj 1 . e
siag; =0

On a alors |y, =

2 kY5 = 2 |ag,;]

Jj=1

Compiled on 2022/09/15 at 10:51:48



14

15

16

17

Listings

On en déduit

1glls = max.

j=1

ce qui achéve la démonstration.

B.4 Listings

B.4.1

Transcription de ’Algorithme 2.1(page 18)

n
> ai sy

233

n n
= ]; |ak,;| = nax > i

j=1

Codes sur la méthode de dichotomie/bissection

function x=dichotomiel (f,a,b,epsilon)
kmin=floor ( ...
log ((b—a)/epsilon)/log(2) );
X=zeros (kmin—+1,1);
A=zeros (kmin+1,1) ;B=zeros (kmin+1,1);
A(1l)=a;B(1)=b;X(1)=(atb) /2;
for k=1:kmin
if (X(k))==0
A(k+1)=X(k);B(k+1)=X(k);
elseif [(B(k))=*f(X(k))<0
A(k+1)=X(k);B(k+1)=B(k);
else
A(k+1)=A(k);B(k+1)=X(k);
end
X(k+1)=(A(k+1)+B(k+1)) /2;
end
x=X(kmin+1);
end

Listing B.1: fonction dichotomiel (Matlab)

<
double dichotomiel (double (xf)(double),
double a, double b,double eps){
double *A B «X, x;
int kmin,k;
size t Size;
assert (f(a)*f(b)<0);
kmin=(int ) floor (log ((b—a)/eps)/log(2.));
Size=(kmin+1)xsizeof (double);
assert ( X=(doublex)malloc(Size) );

assert ( A=(doublex*)malloc(Size) );
assert ( B=(doublex)malloc(Size) );
// ou assert( A &6 B &6 X );

A[0]=a;B[0]=Db;X[0]=(at+b) /2.;

for (k=0;k<kmin;k++){
(1 (X[K])==0){
A[k+1]=X[k]; B[k+1]=X[k];
Yelse if ( [(B[k])*f(X[k])<0 ){
A[k+1]=X[k]; B[k+1]=B[k]
telse{

)

A[k+1]=A[k]; B[k+1]=X[k];
X [k+1]=(A[k+1]+B[k+1]) /2;

}

x=X [ kmin | ;

free (X); free(A); free(B);

return x;

Listing B.2: fonction dichotomiel (C)
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clear all

close all

l':u(x) (X+2)*(x+2)*(xfpi);
x=dichotomiel (f,—1,2%pi,le—8);
fprintf(’x=%.16£f\n"’ ,x)
x=dichotomiel (Qcos,2,pi,le—8);
fprintf(’x=%.16£f\n"’ ,x)

Listing B.3: script dichotomiel (Matlab)

Transcription de I’Algorithme 2.5 (page 20)

function x=dichotomie5(f,a,b)
assert (f(a)*f(b) <0,
‘testf(a)*f(b) <0, failed?);
A=a ;B=b;x=(A4+B) /2;xp=A;
while x"=xp
if £(B)*f(x)<0
A=x;
else
B=x;
end
XPp=X;
x=(A+B) /2;
end
end

Listing B.5: fonction dichotomie5 (Matlab)

clear all

close all

(=(x) (x+2)%(x+2)* (x=pi) ;
x=dichotomieb (f,—1,2%pi);
fprintf(’x=%.16£f\n"’ ,x)
x=dichotomie5 (Qcos,2,pi);
fprintf(’x=%.16£f\n"’,x)

Listing B.7: script dichotomie5 (Matlab)

Annexes

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <math.h>

#include <assert.h>

double dichotomiel (
double (xf)(double),
double a, double b, double eps
)
double gl (double x){
return (x+2)*(x+2)*(x—M _PI);
}

int main () {

double x;

x=dichotomiel (gl1,—1,2«M_PI,1e—8);

printf("x=%.161f, error=%.6e\n",
x, fabs (x—M_PI));

x=dichotomiel (cos,—1,M PI,1e—8);

printf("x=%.161f, error=%.6e\n",
x, fabs (x=M_PI 2));

return 1;

}

// Definition de dichotomiel ensuite

Listing B.4: main dichotomiel (C)

double dichotomieb (double (xf)(double),
double a, double b){
double A,B,x,xp;
assert (f(a)*f(b)<0);
A=a;B=b;x=(A+B) /2.;xp=A;
while (x!=xp){
if (f(B)*f(x)<0)
A=x;
else
B=x;
XP=X ;
x=(A+B) /2;
}

return x;

Listing B.6: fonction dichotomie5 (C)

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <assert.h>

double dichotomieb (double (xf)(double),
double a, double b);
double gl (double x){
return (x+2)*(x+2)*(x—M_PI);

}

int main(){
double x;
x=dichotomieb (gl,—1,2«M_PI);
printf("x=%.161f\n" ,x);
x=dichotomie5 (cos,—1,M_PI);
printf("x=%.161f\n" ,x);

Listing B.8: main dichotomie5 (C)

Compiled on 2022/09/15 at 10:51:48

-

© ® N o U A W N

© ® N o a A W N e

R R R R
A W N = O

=
@

-

© ® N O U oA W N



1.1
1.2
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
3.1

3.2

3.3

34
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

Algorithme de calcul de 7, version naive . . . . . . . . . ... ... ...
Algorithme de calcul de 7, version stable . . . . . . . . . ... ... .. ... ... ...,
Méthode de dichotomie : version 1 . . . . . . . . . .. .o
Méthode de dichotomie : version 2 . . . . . . .. .. L L
Méthode de dichotomie : version 3 . . . . . . . . ... Lo
Méthode de dichotomie : version 4 . . . . . . . . ...
Meéthode de dichotomie : version 5 . . . . . . . ... L Lo
Meéthode de point fixe : version Tantque formel . . . . . . . ... ... ... ... ....
Méthode de point fixe : version Répéter formel . . . . . . . . .. ... ... ...
Méthode de point fixe : version Tantque formel avec critéres d’arrét . . . . . . . . .. ..
Meéthode de point fixe : version Répéter formel avec critéres d’arrét . . . . . . . . .. ..
Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d’arrét . . . . . . . . . . ... ...
Méthode de point fixe : version Répéter avec critéres d’arrét . . . . . . . . .. ... ...
Méthode de la corde . . . . . . . . . L
Meéthode de la corde utilisant la fonction PTFixe . . . . . . ... . ... L.
Méthode de Newton . . . . . . . o . o e
Méthode de Newton scalaire . . . . . . . . . . . . .. L
Méthode de Newton . . . . . . . . . . . L e
Fonction RSLMarDiac permettant de résoudre le systéme linéaire & matrice diagonale in-
versible Az =b.

Fonction RSLTRIINF permettant de résoudre le systéme linéaire triangulaire inférieur in-
versible Az =b.

Fonction RSLTrISUP permettant de résoudre le systéme linéaire triangulaire supérieur in-
versible Ax =

Algorithme de Gauss-Jordan formel pour la résolution de Az =b . . . . . . ... ... ..
Algorithme de Gauss-Jordan avec fonctions pour la résolution de Az =b . . . . . . . . ..
Recherche d’un pivot pour l'algorithme de Gauss-Jordan. . . . . . . ... ... ... ...
Permutte deux lignes d’une matrice et d’'un vecteur. . . . . . . .. ...
Combinaison linéaire £; < £; + aL; appliqué & une matrice et a un vecteur. . .. .. ..
Fonction RSLFactLU permettant de résoudre, par une factorisation LU, le systéme linéaire
Az = b ou A une matrice de M,,(R) définie positiveet be R™. . . . . . ... .. ... ...




B.LISTE DES ALGORITHMES

B.4.1 CODES SUR LA METHODE DE DICHOTOMIE /BISSECTION

B.4. LISTE DES ALGORITHMES

236

3.10
3.11

3.12
3.13

3.14

3.15

3.16
3.17
3.18
3.19
3.20

3.21
3.22

3.23

3.24
3.25

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

5.1

5.2

9.3
5.4

5.5
5.6

5.7

LISTE DES ALGORITHMES

Fonction FactLU permet de calculer les matrices I et U dites matrice de factorisation LU

associée a la matrice A, telle que A=1U
Fonction FAcTLULIGU permet de calculer la ligne ¢ de U a partir de (3.23) . . . ... .. 81
Fonction FactLUcoLL permet de calculer la colonne i de L a partir de (3.24) . . . . . . . 81
Fonction FactLU permet de calculer les matrices L et U dites matrice de factorisation LU
associée a la matrice A, telle que A=1U

en utilisant des fonctions intermédiaires. . . . . . .. ..o 82
Algorithme de base permettant de résoudre, par une factorisation de Cholesky positive, le
systéme linéaire Ax =0
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