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Énoncé de la propriété

Soient M, S, N trois entiers strictement positifs, A P MM,SpKq et B P MS,N pKq. Le produit
P “ AB P MM,N pKq peut s’écrire sous forme bloc si les matrices A et B, écrites sous forme
blocs, sont compatibles par blocs pour la multiplication par blocs :
le nombre de blocs colonnes de A doit être égal au nombre de blocs lignes de B avec correspon-
dance exacte des dimensions.

Plus précisemment, soient p, r, q trois entiers strictement positifs, pmiq
p
i“1, pskqrk“1, pnjq

q
j“1

des éléments de N˚ avec

M “

p
ÿ

i“1

mi, S “

r
ÿ

k“1

sk, N “

q
ÿ

j“1

nj .

On définit alors les décompositions par blocs, compatible pour la multiplication par blocs de A
par B, suivantes

A “

¨

˚

˝

s1 ¨¨¨ sr

m1 Ap1,1q ¨ ¨ ¨ Ap1,rq

...
...

. . .
...

mp App,1q ¨ ¨ ¨ App,rq

˛

‹

‚

et B “

¨

˚

˝

n1 ¨¨¨ nq

s1 Bp1,1q ¨ ¨ ¨ Bp1,qq

...
...

. . .
...

sr Bpr,1q ¨ ¨ ¨ Bpr,qq

˛

‹

‚

avec Api,kq P Mmi,skpKq et Bpk,jq P Msk,nj pKq pour tout i P v1, pw, k P v1, rw et j P v1, qw.
La matrice produit P peut alors s’écrire sous la forme bloc :

P “

¨

˚

˝

n1 ¨¨¨ nq

m1 Pp1,1q ¨ ¨ ¨ Pp1,qq

...
...

. . .
...

mp Ppp,1q ¨ ¨ ¨ Ppp,qq

˛

‹

‚

et, dans ce cas, on a la formule de multiplication par blocs :

@pi, jq P v1, pw ˆ v1, qw, Ppi,jq “

r
ÿ

k“1

Api,kqBpk,jq P Mmi,nj pKq (1)

1 Notations

On définit le i-ème bloc ligne de A, i P v1, pw, comment étant

Api,:q def
“

´

s1 ¨¨¨ sr

mi Api,1q ¨ ¨ ¨ Api,rq

¯

P Mmi,SpKq,
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et le k-ème bloc colonne de A, k P v1, rw,

Ap:,kq “

¨

˚

˝

Ap1,kq

...
App,kq

˛

‹

‚

P MM,skpKq,

2 Numérotations locales et globales

On se focalise sur la matrice bloc A P MM,SpKq. Soient pi, kq P v1, pwˆv1, rw. Les composantes
du bloc pi, kq de la matrice A, c’est à dire les composantes de la matrice Api,kq P Mmi,skpKq, sont
notées

pApi,kqqα,β “ Api,kq

α,β , @pα, βq P v1,miw ˆ v1, skw,

et donc

Api,kq “

¨

˚

˝

Api,kq

1,1 ¨ ¨ ¨ Api,kq

1,sk
...

. . .
...

Api,kq

mi,1
¨ ¨ ¨ Api,kq

mi,sk

˛

‹

‚

Ici, les indices α et β correspondent à la numérotation locale du bloc pi, kq de la matrice A.
On peut noter que la 1-ere ligne de

‚ Ap1,:q est la ligne 1 de A,
‚ Ap2,:q est la ligne m1 ` 1 de A,
‚ Ap3,:q est la ligne m1 ` m2 ` 1 de A,
‚ . . .
‚ App,:q est la ligne m1 ` . . . ` np´1 ` 1 de A.

On note alors

@i P v1, pw, Ii “

i´1
ÿ

a“1

ma.
1 (2)

La première ligne Api,:q est la ligne Ii ` 1 de A. On en déduit donc le lien entre la numérotation
locale des lignes de Api,:q et la numérotation globale des lignes de A :

@α P v1,miw, pApi,:qqα,: “ AIi`α,:

De la même manière avec les colonnes, on note

@k P v1, rw, Kk “

k´1
ÿ

b“1

sb, (3)

on obtient le lien entre la numérotation locale des colonnes de Ap:,kq et la numérotation globale
des lignes de A :

@β P v1, skw, pAp:,kqq:,β “ A:,Kk`β.

On en déduit alors

@pi, kq P v1, pw ˆ v1, rw, @pα, βq P v1,miw ˆ v1, skw, Api,kq

α,β “ AIi`α,Kk`β. (4)

En notant

@j P v1, qw, Jj “

j´1
ÿ

c“1

nc, (5)

1. On a I1 “ 0 car la somme est vide : par convention mathématique, une sommation
řn

k“p ak pour laquelle
p ą n donne toujours un résultat égal à l’élément neutre de l’addition, c’est-à-dire 0.
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on a aussi

@pk, jq P v1, rw ˆ v1, qw, @pβ, γq P v1, skw ˆ v1, njw, Bpk,jq

β,γ “ BKk`β,Jj`γ (6)

et
@pi, jq P v1, pw ˆ v1, qw, @pα, γq P v1,miw ˆ v1, njw, Ppi,jq

α,γ “ PIi`α,Jj`γ (7)

3 Preuve de (1)

Soient i P v1, pw et j P v1, qw on veut démontrer que

Ppi,jq “

r
ÿ

k“1

Api,kqBpk,jq P Mmi,nj pKq

Vérifions déjà la concordance des dimensions et la faisabilité du calcul de la somme. On a

@k P v1, rw, Api,kq P Mmi,skpKq et Bpk,jq P Msk,nj pKq.

Le produit Api,kqBpk,jq est donc possible et appartient à Mmi,nj pKq. On a alors

r
ÿ

k“1

Api,kqBpk,jq P Mmi,nj pKq

et comme Ppi,jq P Mmi,nj pKq, la formule est plausible.
Soient α P v1,miw et γ P v1, njw, on a d’après (7), le lien entre une composante de la matrice

bloc et une composante de la matrice globale

Ppi,jq

α,γ “ PIi`α,Jj`γ .

Pour simplifier l’écriture, on pose u “ Ii ` α et v “ Jj ` γ. On a donc u P v1,Mw et v P v1, Nw.
La formule classique d’un produit matriciel s’écrit

Pu,v “

S
ÿ

w“1

Au,wBw,v.

Pour que la formule (1) soit juste, il est necessaire et suffisant de démontrer que

˜

r
ÿ

k“1

Api,kqBpk,jq

¸

α,γ

“

S
ÿ

w“1

Au,wBw,v. (8)

Pour simplifier l’écriture, on pose

x
def
“

˜

r
ÿ

k“1

Api,kqBpk,jq

¸

α,γ

“

r
ÿ

k“1

`

Api,kqBpk,jq
˘

α,γ
.

Comme Api,kq P Mmi,skpKq et Bpk,jq P Msk,nj pKq, le produit matriciel usuel donne

`

Api,kqBpk,jq
˘

α,γ
“

sk
ÿ

β“1

Api,kq

α,β B
pk,jq

β,γ

et donc

x “

r
ÿ

k“1

sk
ÿ

β“1

Api,kq

α,β B
pk,jq

β,γ .
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En utilisant les liens entre les composantes des matrices blocs et les composantes des matrices
globales données en (4) et (6), on a

x “

r
ÿ

k“1

sk
ÿ

β“1

AIi`α,Kk`βBKk`β,Jj`γ

“

r
ÿ

k“1

sk
ÿ

β“1

Au,Kk`βBKk`β,v.

On peut noter que les ensembles Fk
def
“ vKk ` 1,Kk ` skw, @k P v1, rw, forment, par construction,

une partition de l’ensemble v1, Sw, c’est à dire

r
ď

k“1

Fk “ v1, Sw et
`

k ‰ k1 ñ Fk X Fk1 “ H
˘

.

On a donc

x “

r
ÿ

k“1

ÿ

βPFk

Au,Kk`βBKk`β,v

“
ÿ

wP
r
Ť

k“1

Fk

Au,wBw,v

“

S
ÿ

w“1

Au,wBw,v.

L’équation (1) est donc démontrée, ce qui achève la démonstration. ■
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