Démonstration : Formule de Multiplication de Matrices par
Blocs

Algebre Linéaire

Le 5 octobre 2026 & 17h 34

Enoncé de la propriété

Soient M, S, N trois entiers strictement positifs, A € My s(KK) et B € Mg n(K). Le produit
P = AB € My n(K) peut s’écrire sous forme bloc si les matrices A et B, écrites sous forme
blocs, sont compatibles par blocs pour la multiplication par blocs :
le nombre de blocs colonnes de A doit étre égal au nombre de blocs lignes de B avec correspon-
dance exacte des dimensions.

Plus précisemment, soient p, r, g trois entiers strictement positifs, (m;)t_;, (sk)f_1, (nj)gzl
des éléments de IN* avec

Mzimi, SZiSk, N:qunj.
i=1 k=1 Jj=1

On définit alors les décompositions par blocs, compatible pour la multiplication par blocs de A
par B, suivantes

s1 Sr ny ng
mi AGD | oo AT 1 BAGL | ... | BGLa

A= : . : et B= : : " :
mp AL [0 AT s\ BCY | ..o B

avec AP € My, o, (K) et B®) € M, . (K) pour tout i € [1,p], k€ [1,7] et j € [1,q].
La matrice produit P peut alors s’écrire sous la forme bloc :

ni ng
mi Pay | P

P= : S
mp P®y | ... PP

et, dans ce cas, on a la formule de multiplication par blocs :

V(i,5) € [1,p] x [L,q, P = Y ACYB®) € My, 5, (K) (1)
k=1

1 Notations
On définit le i-eéme bloc ligne de A, i € [1,p], comment étant

S1 Sr

IXBEE ( AGD [ AGD )eMmi,S(]K),



et le k-eme bloc colonne de A, k € [1,r],

AR
AGHR — : € My, (K),
A®F)

2 Numérotations locales et globales

On se focalise sur la matrice bloc A € My s(K). Soient (i, k) € [1,p] x[1,7]. Les composantes
du bloc (7, k) de la matrice A, c’est & dire les composantes de la matrice A®* € M,,, 5, (K), sont
notées

(ACP)og = ALY, Y(a, B) € [1,mi] x [1, 5],

et donc ) )
AvY o AT
A(i,k) — . .. .
(k) (i,k)
Amwl A";Livsk

Ici, les indices «v et 8 correspondent a la numérotation locale du bloc (i, k) de la matrice A.
On peut noter que la 1-ere ligne de

A est 1a ligne 1 de A,

A® est la ligne my + 1 de A,

AG9 est la ligne my +mo + 1 de A,

AP est la ligne my + ... +np_1 + 1 de A.
On note alors

i—1
Vie [Dvp]]v I’L = Z ma- (2)
a=1

La premiere ligne A®9 est la ligne Z; + 1 de A. On en déduit donc le lien entre la numérotation
locale des lignes de A" et la numérotation globale des lignes de A :

Va e [[17mi]]) (A(i’:))a,: = AL--HX,:

De la méme maniere avec les colonnes, on note
k—1
Vke[L,r], Ki= )]s (3)
b=1

on obtient le lien entre la numérotation locale des colonnes de A®® et la numérotation globale
des lignes de A :

Vo el sk], (A"9).5=A k45
On en déduit alors
V(Z7 k) € [[]-apﬂ X [[17T]]7 V(O[,ﬁ) € [[1’ mlﬂ x [1’ Skﬂ7 Ag:g) = AIi+a,’Ck+5' (4)
En notant

j—1
Viellql, Jj=)>.ne (5)
c=1

1. On a Z; = 0 car la somme est vide : par convention mathématique, une sommation ZZ:p ax pour laquelle
p > n donne toujours un résultat égal a 1’élément neutre de I’addition, c’est-a-dire 0.



on a aussi

V(k, j) € [1,r] x [1,4], ¥(8,7) € [1,s:] x [1,n5], BEY = Biysp.7544 (6)
et
V(i,j) € [1,p] x [1,q], ¥Y(e,v) € [1,mi] x [1,n;], P2 = Priya,744 (7)

3 Preuve de

Soient i € [1,p] et j € [1, ¢]] on veut démontrer que

T
Pl — Z AGHRED Mmi,nj (K)
k=1
Vérifions déja la concordance des dimensions et la faisabilité du calcul de la somme. On a

Vke[Lr], A®Y e My, (K) et B® € My, 5. (K).

Le produit A®*B*? est donc possible et appartient & My, ,, (K). On a alors
T
> ACIBED € My, 1, (K)

et comme P%? € My, . (K), la formule est plausible.
Soient a € [1,m;] et v € [1,n;], on a d’aprés (7)), le lien entre une composante de la matrice
bloc et une composante de la matrice globale

Py? = P17, 4y

Pour simplifier I’écriture, on pose u = Z; + a et v = J; + . On a donc uw € [1, M] et v € [1, N].
La formule classique d’un produit matriciel s’écrit

S
— Z A
w=1
Pour que la formule soit juste, il est necessaire et suffisant de démontrer que
r S
(Z Au,k)B(k,j)) - Z AvwBuo. (8)
k=1 a,y w=1
Pour simplifier I’écriture, on pose

T
¥ (2 A(Lk)g(kd)) Z A“ KRk a) -

k=1

Comme A € My, 5, (K) et B*? € My, 5. (KK), le produit matriciel usuel donne

(A(i,k)B(k J) Z A(l Z’)Bg 27)
7 ’y

et donc

- $ S nimiy
k=18=1



En utilisant les liens entre les composantes des matrices blocs et les composantes des matrices
globales données en (4] et @ on a

r Sk

T =3 D) ALk sBi 8,740

k=18=1

||M%

Sk
Z uCp+ 8B+ 80

On peut noter que les ensembles Fj, & [Kr + 1,Kx + si], Yk € [1,r], forment, par construction,
une partition de l’ensemble [1, ST, c’est & dire

Usz[[l,S]] et (k#k = F,nFy=0).

On a donc
-
v= 3 D) AukrsBirso
k=1 ﬁEFk
= Z Au,wa,v
we 0 Fk
k=1
S
— Z A
w=1
L’équation est donc démontrée, ce qui acheve la démonstration. |
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