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1. Maillage
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[ Prérequis

e Notion de maillages,

e Eléments finis P;-Lagrange en dimension 1,
— voir vidéos dédiées

Objectif : approcher u e C°(Q;R) ou ue C%(T1; R) ou
ue C%y; R) par exemples
e Espaces des éléments finis P1-Lagrange sur un .
maillage, -

e Fonctions de base associées.
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Figure: Q" : maillage d'un anneau Q = Q;, 'y bord intérieur, I'> bord extérieur.

Composeé de trois maillages €élémentaires, deux sont décrits :
o Qf(= Q") :ql, size = (2,ny); mel, size = (3,nme); toGl, size = (1,ny) avec ny = 73, nyme = 120,
e
Qb = U Tk, et Ty, triangle de sommets q1 (:, mel(: k)).
k=1
o :q bl, size = (2,nq);me_bl, size = (2,nme); toG_bl, size = (1,ny) avec ng = 7, e = 7,
Ime
rh= U Sk, et Sk, segment de sommets q b1(:,me bi1(:k)).
k=1
Dans ce maillage particulier, on a: q_bl == ql(:,toG_bl)
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5= voir ep01.ring00
1. Maillage
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e E;, un maillage élémentaire composé de d-simplexes en dimension n:
gh, size = (n, ng); meh, size = (d + 1,npe); toGh, size = (1,ny)
Nme
E, = U Kix < R", et Ky, d-simplexe de sommets gh (:, meh(:,k)).
k=1
e V/(Ep) espace fonctionnel Pi-Lagrange associé au maillage élémentaire Ep:

V(Ep) = {veC(EpnXK) tq Vk € [1,nme], vix, € K1[X1,...,Xa]}

Traduction: V/(Ey), espace des fonctions continus sur Ey, a valeurs dans IK (R ou C) telles
que leurs restrictions 4 Ky soit un polynéme de degré 1, pour tout k.
N, dim(]K1 [Xi,... .Xn]) ?

Notations : gh = Ej,.q, meh = Ej.me,, toGh = Ej,.toGlobal, ng = Ep.ng, hme = EpNime, - .-
Sur le maillage de I'anneau:
COUK) ~ V(Q), O K) ~ V() et ¢ K) ~ V(Th).

Qng #T0ng #hng, ...
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Chaque maillage élémentaire Ej posséde son propre jeu de données:

o Epn.q, size = (n,ng); Ep.me, size = (d + 1,nye); Ep.toGlobal, size = (1,ny)
— avec ng = Ep.ng, e = Epfime, n= Ep.n, ...
V(Ey) = {veCEnK) tq Vk € [1,nme], vk, € Ki[X1, ..., Xn]}

p
Propriétés: espace V/(Ej)

e espace vectoriel, dim(V/(Ep)) = ng,
Soit i € [1, nq], 3lpj € V(Ep) tel que

gild) = dij. Yje[l.ng], ob ¢ = Epof

{pi}i2; base de V/(Ep),

o les p; sont appelées fonctions de base Pj-Lagrange associées a Ej,, notées aussi E,.;.
e ©;=0sur Ky, si ' ¢ K = supp(p;) = U K.

{ke[l,nme]; qeKi}

Nq

Nq
up € V(Ep) <= up= Z wivi <= up(q) = Zu,—cp,—(q), Vq e Ep
i=1 i=1
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Figure: Numérotation des noeuds de Q" (centre), fonctions de base Q".¢43 (gauche) et Q".¢,, (droite)
appartenant a V(Q").
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Figure: Fonction de base I'f.¢5, numérotation locale (gauche) et globale (centre). Fonction de base Q.54 (droite).

Avec Ypp : V(QP) — V(I'}), fonction trace/restriction:

T (Qp24) = M5

Ej, maillage élémentaire de Q". La restriction/trace sur E, d'une fonction de base Pj-Lagrange de V/(Q") est une
fonction de base Pi-Lagrange de V/(Ep):
soit i € [1, Ep.ng] et r = Ep.toGlobal(i), (r € [1,Q".n4]).

En.oi = Q"0r g,

— résultat utile pour la résolution de B.V.P. (Boundary Value Problem)!
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1= Voir ep01.ring01
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COQK) ~ V(Qf) = Vect {¢1
= Yy e V(QD), il existe p = (1)1, € K™ unique tels que

h h
,on,} avec ng = Qf.nq, i = W.pj, ...

Nq
va(a) = Y pigi(a), Yae Qf.
i=1

)

) = 3 i) = g, @ = .

=1 S~~~

:6f~J

Soient u e CO(Q;K) et U = (U;)7"; € K™, avec U; = u(q’). Alors

Op. d’interpolation

u(@) ~ Y, u(q)pila

Th

Nq

i=1

i=1

V(@) — V(@)

u

— ﬂh(u) =

)= 3 Usgrla) = mn(u) (@)

, V(1) = (4 K) ou H(Qy) ou

F.E.M.: épisode 1 [11 / 16] 4. Interpolation

F.E.M.: épisode 1

[12 / 16]

4. Interpolation



Représentation de uj, € V(QF)

nq CoT2; K) ~ V() = Vect {1, ..., ¢n,}
up(a) = Y Uipi(a) 1
i=1

e Notations (locales):

i— Qhqf 2 h h h h
en notant q' = Q7.q' € R q="r5.q, ng="T3.ng, me =T5.me, ..., ¢; =l3.05, ...

e haut-gauche:

Maillage fin (Qf.nq = 3328), Soient u e C%(My; K) et U = (U;)¢, € K™, avec U; = u(q’) et q' = Th.q'. Alors

Ui = f(aj, a3)

e haut: Jq ; Ja def
Maillage grossier (Qf.nq = 73), u(q) ~ Z u(q')pi(a) = Z Uipi(q) = mh(u)(a)
Ui = f(aj, a3) =1 =t

e bas-gauche:

. h
Maillage moyen (Q.n, = 298), m o V() — V()

Ui = f(al, b Opérateur d'interpolation ;
. (ql d3) p p u N 7T/-,(U) _ Z U(q’)@i
e bas-droit: i=1
Maillage grossier (Qf.nq = 73),
f= ©(x,y) cos(pi*x).xsin(pi/3xy); Ui = rand() avec V(I'p) = CO(M; K) ou H'2(T3) ou ...

= yoir ep01.ring02
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Représentation de uj, € V(I'}) Codes fournis

un(a) = Zq: Uipi(a)
i=1

Codes fournis dans archive ep01.tar.gz permettant de reproduire les figures et utilisant le

i _rh i 2 C— f(ql gt i
avec ¢ = M.q" e R? et U; = f(q}, qb) package (csimesh .

e haut:

Maillage grossier (I'i.nq = 19),
e bas:

Maillage moyen (I'5.nq = 51),
e gauche: avec maillage

e droite: avec f en gris foncé

5= voir ep01.ring03
f= Q(x,y) cos(pi*x).xsin(pi/3xy);
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e ep01.ring00 & epO1.ring03 programmes Matlab/Octave,
e epOl.plot_BasisFunction fonction pour la représentation de fonctions de base en 2D,

e epO1.special_plot fonction pour la représentation de fonctions de base en 2D sur les
bords,

e ring.geo fichier de géométrie pour GMSH dans répertoire geofile

Le contenu des codes n’est pas forcément a comprendre dés maintenant.

F.E.M.: épisode 1 [16 / 16] 2022/03/24



