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Objectif :

‚ Dé�nition d'un d-simplexe K Ă Rn

‚ Dé�nition des coordonnées barycentriques sur K ,

‚ Volume de K ,

‚ Gradients des coordonnées barycentriques sur K ,

‚ Formule d'intégration sur K

+ Utilisation de resultats de
r1s F.J. Vermolen and A. Segal.On an integration rule for products of barycentric coordinates over

simplexes in Rn, Journal of Computational and Applied Mathematics, 330:289 � 294, 2018.

r2s F. Cuvelier. Exact integration for products of power of barycentric coordinates over d-simplexes in Rn,

hal-01816347, 2018. pdf fourni
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De�nition: d-simplex

A d-simplex K Ă Rn is the convex hull of pd` 1q points qqqqqqqqq0, . . . ,qqqqqqqqqd of Rn which form the
vertices of K .

K “
#
qqq P Rn | qqq “

dÿ

i“0
θiqqqqqqqqq

i , with @i P v0, dw, θi ě 0, and
dÿ

i“0
θi “ 1

+
. (1)

convex hull: enveloppe convexe.

For example, a 2-simplex is a triangle and a 3-simplex is a tetrahedron. It will be always
assumed that a d-simplex is not degenerated, i.e., the set of vectors tqqqqqqqqqi ´qqqqqqqqq0udi“1 is linearly
independent.
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De�nition: barycentric coordinates on K of qqq

Let K Ă Rn be a non-degenerate d-simplex and tqqqqqqqqqiudi“0 its vertices. The parametrization
of K with a convex combination of the vertices reads as follows

K “
#
qqq P Rn | qqq “

dÿ

i“0
λi pqqqqqqqqqqqqqi , with @i P v0, dw, λi pqqqq ě 0, and

dÿ

i“0
λi pqqqq “ 1

+
. (2)

The coe�cients λ0pqqqq, . . . , λdpqqqq are called the barycentric coordinates on K of qqq .

As immediat property, the barycentric coordinates on K satisfy

λi pqqqqqqqqqjq “ δi ,j , @pi , jq P v0, dw. (3)
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The unit d-simplex K̂d Ă Rd is de�ned by the pd` 1q vertices
 
q̂qq̂qqq̂qqq0, q̂qq̂qqq̂qqq1, ¨ ¨ ¨ , q̂qq̂qqq̂qqqd( “  

000, ê̂êe1, ¨ ¨ ¨ , ê̂êed(

where
 
ê̂êe1, . . . , ê̂êed

(
is the standard basis of Rd.

d “ 1 (segment) d “ 2 (triangle) d “ 3 (tétrahèdre)

0 1

q̂qq̂qqq̂qqq0 q̂qq̂qqq̂qqq1

p0, 0q p1, 0q

p0, 1q

q̂qq̂qqq̂qqq0 q̂qq̂qqq̂qqq1

q̂qq̂qqq̂qqq2

p0, 0, 0q
p1, 0, 0q

p0, 0, 1q

p0, 1, 0q

q̂qq̂qqq̂qqq0

q̂qq̂qqq̂qqq1

q̂qq̂qqq̂qqq3

q̂qq̂qqq̂qqq2

Représentation de d-simplexes unités K̂d

Le volume du d-simplexe unité K̂d, noté |K̂d|, est 1
d!
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Theorem: integration, change of variables, r2s page 8.

Let K Ă Rn be a non-degenerated d-simplex and f : K ÝÑ R.

ż

K
f pqqqqd qqq “ ˇ̌

detpAt

KAK q
ˇ̌1{2

ż

K̂
f ˝ FK pq̂qqqdq̂qq (4)

where K̂ is the unit d-simplex in Rd, AK PMn,dpRq is de�ned by

AK “
´
qqqqqqqqq1 ´qqqqqqqqq0 qqqqqqqqq2 ´qqqqqqqqq0 ¨ ¨ ¨ qqqqqqqqqd ´qqqqqqqqq0

¯
(5)

and FK : K̂ ÝÑ K is given by
FK pq̂qqq “ AK q̂qq `qqqqqqqqq0 (6)

Avec d “ n,

ż

K
f pqqqqd qqq “ |detpAK q|

ż

K̂
f ˝ FK pq̂qqqdq̂qq
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Exo: Calcul de |K |, volume du d-simplex K Ă Rn de sommets tqqqqqqqqqiudi“0
Rappels:

1
ş
K f pqqqqd qqq “ ˇ̌

detpAt

KAK q
ˇ̌1{2

ż

K̂
f ˝ FK pq̂qqqdq̂qq

2 AK “
´
qqqqqqqqq1 ´qqqqqqqqq0 qqqqqqqqq2 ´qqqqqqqqq0 ¨ ¨ ¨ qqqqqqqqqd ´qqqqqqqqq0

¯
PMn,dpRq

3 |K̂ | “ 1{d!
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Le volume de d-simplexe K Ă Rn de sommets tqqqqqqqqqiudi“0 est

|K | “ 1

d!

ˇ̌
detpAt

KAK q
ˇ̌1{2

avec
AK “

´
qqqqqqqqq1 ´qqqqqqqqq0 qqqqqqqqq2 ´qqqqqqqqq0 ¨ ¨ ¨ qqqqqqqqqd ´qqqqqqqqq0

¯
PMn,dpRq

Si d “ n, on a aussi

|K | “ 1

d!
|detpAK q|

Exo: écrire une fonction Octave/Matlab, volume, permettant de calculer |K |. Cette fonction
sera enregistrée dans le répertoire +simplex.
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Lemma: gradients of barycentric coordinates on a d-simplex , r2s page 6.

Let K Ă Rn be a non-degenerate d-simplex and and tqqqqqqqqqiudi“0 its vertices. The barycentric coordinates pλi pqqqqqdi“0 are solution of
the linear system ¨

˚̊
˚̋

1 1 ¨ ¨ ¨ 1

0
... At

KAK

0

˛
‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̋

λ0pqqqq
λ1pqqqq

...

λdpqqqq

˛
‹‹‹‚“

¨
˚̊
˝

1

AK pqqq q́qqqqqqqq0q

˛
‹‹‚ (7)

where AK PMn,dpRq is de�ned by

AK “
¨
˝ qqqqqqqqq1 ´qqqqqqqqq0 ¨ ¨ ¨ qqqqqqqqqd ´qqqqqqqqq0

˛
‚ (8)

The barycentric coordinates are multivariate polynomials of �rst degree and their gradients are given by

`
∇∇∇λ1pqqqq ¨ ¨ ¨ ∇∇∇λdpqqqq

˘ “ AK pAt

KAK q-1 (9)

and

∇∇∇λ0pqqqq “ ´
dÿ

i“1
∇∇∇λi pqqqq. (10)

Les ∇∇∇λi pqqqq sont constants.
Avec d “ n,

`
∇∇∇λ1pqqqq ¨ ¨ ¨ ∇∇∇λdpqqqq

˘ “ pA-1

K qt (11)
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Exo: écrire une fonction Octave/Matlab, gradBaCo, permettant de calculer, @i P v0, dw,
∇∇∇λi pqqqq sur K , retournés sous la forme d'une matrice de Md`1,npRq. Cette fonction sera
enregistrée dans le répertoire +simplex.

1 K : d-simplexe K Ă Rn de sommets tqqqqqqqqqiudi“0,
2 AK “

´
qqqqqqqqq1 ´qqqqqqqqq0 qqqqqqqqq2 ´qqqqqqqqq0 ¨ ¨ ¨ qqqqqqqqqd ´qqqqqqqqq0

¯
PMn,dpRq

3
`
∇∇∇λ1pqqqq ¨ ¨ ¨ ∇∇∇λdpqqqq

˘ “ AK pAt

KAK q-1
ˆ
“ pA-1

K qt, si d “ n

˙

4 ∇∇∇λ0pqqqq “ ´
dÿ

i“1
∇∇∇λi pqqqq.
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Theorem: magic formula on a d-simplex K Ă Rn, r2s page 2.

Let ννν “ pν0, . . . , νdq P Nd`1, then

ż

K

dź

i“0
λνii pqqqqd qqq “ d!|K |

dś
i“0
pνi !q

pd`
dř

i“0
νi q!

(12)

where |K | is the volume of K and pλi pqqqqqdi“0 are the barycentric coordinates on K of qqq .

Ñ On utilisera cette formule dans le cadre de la méthode des éléments �nis P1-Lagrange.
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Dé�nition 1: matrice élémentaire de D sur un d-simplexe K Ă Rn

Soient tqqqqqqqqqiudi“0 les pd` 1q sommets de K , tλiudi“0 les coordonnées barycentriques de K et
Dp‚, ‚q un opérateur bilinéaire.
Alors Ae,DpK q PMd`1pRq, matrice élémentaire de D sur K , est dé�nie par

Ae,D
i`1,j`1pK q “

ż

K
Dpλj , λi qpqqqqd qqq, @pi , jq P v0, dw2 (13)

‚ avec Dpu, vq “ u.v : matrice de Masse élémentaire,

‚ avec Dpu, vq “ x∇∇∇ u,∇∇∇ vy : matrice de Rigidité élémentaire, si d ă n alors ∇∇∇
correspond au gradient surfacique ou tangentiel.

‚ pr , sq P v1, nw2, Dpu, vq “ Bu
Bxr .v , Dpu, vq “ Bu

Bxr .
Bv
Bxs , ...
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Exo:

a Calculer la matrice de Masse élémentaire (i.e. avec Dpu, vq “ u.v ,) en fonction de
d et de |K | (volume de K ).

b Véri�er que
d`1ÿ

i“1

d`1ÿ

j“1
Ae,D
i ,j pK q “ |K |.

1 Ae,D
i`1,j`1pK q “

ż

K
Dpλj , λi qpqqqqd qqq “

ż

K
λjpqqqqλi pqqqqd qqq, @pi , jq P v0, dw2

2

ż

K

dź

i“0
λνii pqqqqd qqq “ d!|K |

dś
i“0
pνi !q

pd`
dř

i“0
νi q!

avec ννν “ pν0, . . . , νdq P Nd`1,
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Exo: Ecrire une fonction Matlab/Octave, MasseElem, permettant de calculer la matrice

de Masse élémentaire pour le d-simplexe K Ă Rn. Cette fonction sera enregistrée dans le
répertoire +simplex.

1 Ae,D
i`1,j`1pK q “

ż

K
λjpqqqqλi pqqqqd qqq “ |K |

pd` 1qpd` 2qp1` δi ,jq, @pi , jq P v0, dw
2

F.E.M.: épisode 2 [17 / 21] Coordonnées barycentriques sur un d-simplexe 3. Matrices élémentaires

Exo:

a Calculer la matrice de Rigidité élémentaire (i.e. avec Dpu, vq “ x∇∇∇ u,∇∇∇ vy) en
fonction de |K | (volume de K ) et des gradients des coordonnées barycentriques sur K .

b Véri�er que
d`1ÿ

i“1
Ae,D
i ,j pK q “

d`1ÿ

i“1
Ae,D
j ,i pK q “ 0, @j P v1, d` 1w

1 Ae,D
i`1,j`1pK q “

ż

K
Dpλj , λi qpqqqqd qqq “

ż

K
x∇∇∇λjpqqqq,∇∇∇λi pqqqqy d qqq, @pi , jq P v0, dw2

2

d`1ÿ

i“1
λi pqqqq “ 1
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Exo: Ecrire une fonction Matlab/Octave, RigiditeElem, permettant de calculer la matrice

de Rigidité élémentaire pour le d-simplexe K Ă Rn. Cette fonction sera à données mini-
males et enregistrée dans le répertoire +simplex.

1 Ae,D
i`1,j`1pK q “

ż

K
x∇∇∇λjpqqqq,∇∇∇λi pqqqqy d qqq “ |K | x∇∇∇λjpqqqq,∇∇∇λi pqqqqy, @pi , jq P v0, dw2
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Exo: Soient r P v1, nw et Dpu, vq “ Bu
Bxr .v .

1 Calculer la matrice élémentaire Ae,DpK q en fonction de |K | (volume de K ), des
gradients des coordonnées barycentriques sur K et de r .

2 Ecrire une fonction Matlab/Octave, MatElem_duv, permettant de calculer cette
matrice.

+ Travail à faire en autonomie

Exo: Soit pr , sq P v1, nw2 et Dpu, vq “ Bu
Bxr .

Bv
Bxs .

1 Calculer la matrice élémentaire Ae,DpK q en fonction de |K | (volume de K ), des
gradients des coordonnées barycentriques sur K , de r et de s.

2 Ecrire une fonction Matlab/Octave, MatElem_dudv, permettant de calculer cette
matrice.

+ Travail à faire en autonomie
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Fonctions Matlab/Octave écrites

‚ simplex .volume + �chier volume.m dans répertoire +simplex

‚ simplex .gradBaCo + �chier gradBaCo.m dans répertoire +simplex

‚ simplex .MasseElem + �chier MasseElem.m dans répertoire +simplex

‚ simplex . RigiditeElem + �chier RigiditeElem.m dans répertoire +simplex
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