
Ingénieurs MACS 2 - TP F.E.M. (S8)

Eléments �nis P1-Lagrange en dimension ě 1 : épisode 3

Intégration et assemblage

François Cuvelier

Laboratoire d'Analyse Géométrie et Applications

Institut Galilée

Université Paris XIII.

2022/03/23F.E.M.: épisode 3 [1 / 19] Intégration et assemblage 2022/03/23

Prérequis

‚ Notion de maillages,

‚ Eléments �nis P1-Lagrange en dimension 1,

‚ Coordonnées barycentriques sur un d-simplexe,
+ voir vidéos dédiées

Objectif : calculer des approximations d'intégrales sur
un maillage élémentaire, par ex.: xxx “ px1, x2q

ż

Ω1

upxxxqvpxxxqdxxx ,
ż

Ω1

x∇∇∇ upxxxq,∇∇∇ vpxxxqy dxxx
ż

Ω1

Bu
Bx px , yqvpx , yqdxdy ,

ż

Γ2

upσqvpσqdσ
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E Ă Rn borné. (E est sous-variété de dimension d de Rn)
Soient u, v P V pE q données, (V pE q “ L2pE ;Rq par ex.), comment calculer

Apu, vq “
ż

E
upxxxqvpxxxqdxxx?

ou, plus généralement,

Apu, vq “
ż

E
Dpu, vqpxxxqdxxx

avec

‚ Dp‚, ‚q bilinéaire
‚ supp

`
Dpu, vq˘ Ă supppuq X supppvq.

Par exemples,

‚ Dpu, vq “ u.v , (ñ matrice de Masse)

‚ Dpu, vq “ w .u.v , avec w une fonction poids donnée (ñ matrice de Masse avec poids)

‚ Dpu, vq “ Bu
Bxi .v ,

‚ Dpu, vqpxxxq “ x∇∇∇ upxxxq,∇∇∇ vpxxxqy (ñ matrice de Rigidité)
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Episode 1: rappels

‚ Eh un maillage élémentaire de type d-simplexes de E :
‚ Eh.q, size “ pn, nqq; Eh.me, size “ pd` 1, nmeq; Eh.toGlobal, size “ p1, nqq

Ñ avec nq “ Eh.nq, nme “ Eh.nme, n “ Eh.n, . . .

‚ V pEhq, espace des éléments �nis P1-Lagrange sur Eh :

V pEhq def“  
v P C0pEh;Rq tq @k P v1, nmew, v|Kk

P R1rX1, . . . ,Xns
(

“ Vect
 
ϕ1, . . . , ϕnq

(

Les ϕi P V pEhq véri�ent
§ ϕi pqjq “ δi,j , @pi , jq P v1, nqw2
§ ϕi ” 0 sur Kk , si qi R Kk ñ supppϕi q “

ď

tkPv1,nmew; qiPKku
Kk

‚ Opérateur d'interpolation:$
’&
’%

πh : V pE q ÝÑ V pEhq
w ÞÝÑ πhpwq “

nqÿ

i“1
wpqi qϕi
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Epidodes 1 et 2: medley

Soit K un d-simplexe de Rn dont les pd` 1q sommets sont les colonnes de q.

‚ vol=simplex.volume(q) retourne le volume d'un d-simplexe K Ă Rn dont les pd` 1q
sommets sont les colonnes de q

‚ G=simplex.gradBaCo(q) retourne les gradients des coordonnées barycentriques de K

+ voir épidode 2

Exo: Soit Eh un maillage élémentaire de type d-simplexes de E Ă Rn. On dispose du tableau
de point q “ Eh.q, pn, nqq, et du tableau de connectivité me “ Eh.me, pd` 1, nmeq.

1 Ecrire la fonction Matlab/Octave, volumes, permettant de calculer tous les volumes
des d-simplexes de Eh. Cette fonction sera enregistrée dans le répertoire +FEM.

2 Ecrire la fonction Matlab/Octave, gradBaCo, permettant de calculer tous les
gradients des coordonnées barycentriques de tous les d-simplexes de Eh. On stokera le
résultat dans un tableau 3D initialisé par zeros(nme,d+1,dim). Cette fonction sera
enregistrée dans le répertoire +FEM.
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Soient pu, vq P V pE q2. On pose uh “ πhpuq def“
nqÿ

i“1
upqi qϕi et vh “ πhpvq def“

nqÿ

i“1
vpqi qϕi alors

Apu, vq “
ż

E
Dpu, vqpxxxqdxxx « Ahpuh, vhq “

ż

Eh

Dpuh, vhqpxxxqdxxx

Exo: Montrer que Ahpuh, vhq “
@
AhUUU,VVV

D
où l'on explicitera Ah P MnqpRq, UUU P Rnq , et

VVV P Rnq

‚ rappel: Dp‚, ‚q bilinéaire ...
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Comme A : V pE q ˆ V pE q ÝÑ R et Ah : V pEhq ˆ V pEhq ÝÑ R sont bilinéaires:

Ahpuh, vhq “ Ah

ˆ nqÿ

j“1
upqjqϕj ,

nqÿ

i“1
vpqi qϕi

˙

“
nqÿ

i“1

nqÿ

j“1
upqjqvpqi qAh

`
ϕj , ϕi

˘

“
nqÿ

i“1

ˆ nqÿ

j“1
Ah

`
ϕj , ϕi

˘
l jh n

Ah
i,j

upqjqljhn
UUU j

˙
vpqi q

“
nqÿ

i“1

`
AhUUU

˘
i
vpqi qljhn
VVV i

“
A

AhUUU,VVV
E
, Ah PMnqpRq, UUU P Rnq , VVV P Rnq

avec Ah
i ,j “ Ah

`
ϕj , ϕi

˘
, UUU j “ upqjq et VVV i “ upqi q
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Exo: On note M P MnqpRq et K P MnqpRq, respectivement les matrices de Masse et de
Rigidité, dé�nies par

Mi ,j “
ż

Eh

ϕjpqqϕi pqqdq et Ki ,j “
ż

Eh

x∇∇∇ϕjpqq,∇∇∇ϕi pqqy dq.

Soit WWW P Rnq , Wi “ 1, @i P v1, nqw.
1 Montrer que xMWWW ,WWW y “ |Eh|.
2 Montrer que KWWW “ 000 et xKUUU,WWW y “ 0, @UUU P Rnq .

‚ On a Ahpuh, vhq “
@
AhUUU,VVV

D
...
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Exo: Soit k P v1, nmew. Déterminer des conditions sur i et j pour que Dpϕj , ϕjq ” 0 sur Kk .

‚ Dp‚, ‚q bilinéaire et supp
`
Dpuh, vhq

˘ Ă supppuhq X supppvhq.
‚ ϕi ” 0 sur Kk , si q

i R Kk ñ supppϕi q “
ď

tkPv1,nmew; qiPKku
Kk
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Dpϕj , ϕjq ” 0 sur Kk si qi R Kk ou qj R Kk , Eh “
nmeď

k“1
Kk ,

o

Kr X
o

Ks“ H si r ‰ s,

Ah
i ,j “ Ah

`
ϕj , ϕi

˘ “
ż

Eh

Dpϕj , ϕi qpxxxqdxxx“
nmeÿ

k“1

ż

Kk

Dpϕj , ϕi qpxxxqdxxx

Algorithme 1 Naive �nite element assembly algorithm (version 1)

1: Ah Ð 0
2: Pour i Ð 1 to nq faire

3: Pour j Ð 1 to nq faire

4: Pour k Ð 1 to nme faire

5: Ah
i ,j Ð Ah

i ,j `
ż

Kk

Dpϕj , ϕi qpxxxqdxxx
6: Fin Pour

7: Fin Pour

8: Fin Pour

Algorithme 2 Naive �nite element assembly algorithm (version 2)

1: Ah Ð 0
2: Pour k Ð 1 to nme faire
3: Pour i Ð 1 to nq faire

4: Pour j Ð 1 to nq faire

5: Ah
i ,j Ð Ah

i ,j `
ż

Kk

Dpϕj , ϕi qpxxxqdxxx
6: Fin Pour

7: Fin Pour

8: Fin Pour
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Dpϕj , ϕjq ” 0 sur Kk si qi R Kk ou qj R Kk , Eh “
nmeď

k“1
Kk ,

o

Kr X
o

Ks“ H si r ‰ s,

Ah
i ,j “ Ah

`
ϕj , ϕi

˘ “
ż

Eh

Dpϕj , ϕi qpxxxqdxxx“
nmeÿ

k“1

ż

Kk

Dpϕj , ϕi qpxxxqdxxx

Algorithme 2 Naive �nite element assembly algorithm (version 2)

1: Ah Ð 0
2: Pour k Ð 1 to nme faire
3: Pour i Ð 1 to nq faire

4: Pour j Ð 1 to nq faire

5: Ah
i ,j Ð Ah

i ,j `
ż

Kk

Dpϕj , ϕi qpxxxqdxxx
6: Fin Pour

7: Fin Pour

8: Fin Pour

Algorithme 3 classic �nite element assembly algorithm

1: Ah Ð 0
2: Pour k Ð 1 to nme faire
3: Pour αÐ 1 to d` 1 faire

4: i Ð mepα, kq
5: Pour β Ð 1 to d` 1 faire

6: j Ð mepβ, kq
7: Ah

i ,j Ð Ah
i ,j `

ż

Kk

Dpϕj , ϕi qpxxxqdxxx
8: Fin Pour

9: Fin Pour

10: Fin Pour
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Algorithme 3 classic �nite element assembly algorithm

1: Ah Ð 0
2: Pour k Ð 1 to nme faire
3: Pour αÐ 1 to d` 1 faire

4: i Ð mepα, kq
5: Pour β Ð 1 to d` 1 faire

6: j Ð mepβ, kq
7: Ah

i ,j Ð Ah
i ,j `

ż

Kk

Dpϕj , ϕi qpxxxqdxxx
8: Fin Pour

9: Fin Pour

10: Fin Pour

Algorithme 4 classic �nite element assembly algorithm with
elementary matrices

1: Ah Ð 0
2: Pour k Ð 1 to nme faire
3: AepKkq Ð ElemMatp...q {{ AepKkq PMd`1pRq
4: Pour αÐ 1 to d ` 1 faire

5: i Ð mepα, kq
6: Pour β Ð 1 to d` 1 faire

7: j Ð mepβ, kq
8: Ah

i,j Ð Ah
i,j ` Ae

α,βpKkq
9: Fin Pour

10: Fin Pour

11: Fin Pour

Ae
α,βpKkq “

ż

Kk

Dpϕj , ϕi qpxxxqdxxx ,

avec i “ mepα, kq et j “ mepβ, kq.
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k �xé. Les pd` 1q sommets de K “ Kk sont

q̃α “ qp:,mepα, kqq, @α P v1, d` 1w
Les α correspondent à une numérotation locale des sommets du d-simplexe K .
Soit α P v1, d ` 1w, i “ mepα, kq, on note

ϕ̃α “ ϕi |Kk
.

‚ ϕ̃α : K ÝÑ R un polynôme de degré 1

‚ ϕ̃αpq̃βq “ δα,β, @β P v1, d` 1w.
Ce sont donc les coordonnées barycentriques du

d-simplexe Kk :

ϕ̃α “ λα´1, @α P v1, d` 1w.

AepK q PMd`1pRq, Ae
α,βpK q “

ż

K
Dpϕ̃β, ϕ̃αqpxxxqdxxx , @pα, βq P v1, d` 1w2,

AepK q est donc la matrice élémentaire de D sur K + voir épisode 2!
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Algorithme 4 classic �nite element assembly algorithm with ele-
mentary matrices

1: Ah Ð 0
2: Pour k Ð 1 to nme faire
3: AepKkq Ð ElemMatp...q {{ AepKkq PMd`1pRq
4: Pour αÐ 1 to d` 1 faire

5: i Ð mepα, kq
6: Pour β Ð 1 to d` 1 faire

7: j Ð mepβ, kq
8: Ah

i ,j Ð Ah
i ,j ` Ae

α,βpKkq
9: Fin Pour

10: Fin Pour

11: Fin Pour

On dispose (voir épidode 2) des fonctions

Ae=simplex.MasseElem(d,vol)

et
Ae=simplex.RigiditeElem(vol ,G)

permettant de calculer respectivement les matrices
élémentaires de Masse et de Rigidité sur un d-simplexe.

Exo:

1 Ecrire les fonctions d'assemblage Masse et Rigidite permettant de calculer respectivement les
matrices de Masse et de Rigidité associées à un maillage élémentaire Eh. Ces matrices sont creuses!
Ces fonctions seront enregistrées dans le répertoire +FEM.

2 Proposer une première approche simple pour tester ces deux fonctions. + voir ep03.test01
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Fonctions Matlab/Octave écrites

‚ FEM.volumes + �chier volumes.m dans répertoire +FEM

‚ FEM.gradBaCo + �chier gradBaCo.m dans répertoire +FEM

‚ FEM.Masse + �chier Masse.m dans répertoire +FEM

‚ FEM.Rigidite + �chier Rigidite.m dans répertoire +FEM
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