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@ Restriction et relévement

F.E.M.: épisode 4 [3/22]

1. Restriction et relévement

[ Prérequis

L épisodes 1 a 3.

Objectif :
e maitriser la notion de numérotation locale et globale
des points d'un maillage élémentaire,

e passage des matrices de Masse locales aux matrices
de Masse globales,

e maitriser |'écriture de fonctions Matlab/Octave avec
des paramétres optionnels en entrée et un nombre
variable d'arguments en sortie.
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Ej, maillage élémentaire d'un maillage Q.
e restriction : Soit v, € V/(Qp), comment construire uj € V(Ej) tel que up = vy,

e relévement/prolongement : Soit up € V(E,), comment construire v, € V() tel que

Vh|E, = Uh
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Rappel, épisode 1 : numérotation globale d'un maillage . . 1.
Vi EIG7 Qh.g{),"Eh = EhA(er./ avec J = F 1(I).

Soit Ep, est un maillage élémentaire d'un maillage Q5, et on note Soient U € RE»"a et uy, € V(Ep). Alors Vx € Ej,
= Ep.ng, q = Ep.q,me = Ej. me, toGlobal = Ej.toGlobal, ... En-nq
q qQs ) ) ’
uh(x) = Z U Eh LpJ Z U Eh SDJ)(X)
On a alors j=1 JeT,

q = Qp.q(:, toGlobal) _ Z Upeiy (Qh«@]:"(i))(x)
Soit i € [1, Ep.ng] et r = toGlobal(i), (r € [1,Q24.nq]). i€Zg

Eh.(p,' = Qh.cprlEh 54 Eh.(p,'(x) = Qh.gp,(x), Vx € Eh

On note Z¢& = [1,Q4.nq|\Zc-
Notons Zg = Ep.toGlobal (indices globaux), Z; = [1, Ej.ng] (indices locaux) et F la bijection &=L\

VeR¥M: VieIs, Vi=Ur,, e VieIg, Vi=0
F o IL - Z-G Qp.nq
i (i) i) = Y Vi Qe () = Y Vi Q) ) = 3 Vi(Qnpi) (x)
i=1 i€Zg VI i€ZLg

Vi EIG7 Qh‘/ﬁpf\Eh = Eh.tpj, avecj = f_l(i).
Vx € Ep, vp(x) = up(x)  — vy prolongement par 0 de uy dans V()
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Correction:  Soient Th un maillage (siMesh object) et Eh un de ses maillages élémentaires. On a

; ) ) ) ; - ; - u=0(x,y) cos(pi*x).xsin (pi/3xy), Ug=Th.eval(u) et Ul=Eh.eval(u)
Exo: Soient Th un maillage (siMesh object) et Eh un de ses maillages élémentaires (siMeshElt © Quelles sont les dimension de Ug et UI?

object). On a u=0(x,y) cos(pixx).*sin (pi/3*y), Ug=Th.eval(u) et Ul=Eh.eval(u) v resp. (Th.ng, 1) et (Eh.ng, 1)

O Quelles sont les dimension de Ug et UI? @ Quelle est la relation entre Ul et Ug?

. 1z J|==Ug(Eh.toGlobal
@ Quelle est la relation entre Ul et Ug? g,( Lo a ) )
© Comment s'écrit I'interpolation up de u sur Q, = Th en fonction de Ug?

© Comment s'écrit l'interpolation vy, de u sur Q5 = Th en fonction de Ug? Th.ng
© Déterminer la restriction wy, de up & V(Ep) a partir de Ug. = up(x Z; Ug(i) x Th.pi(x)
© Comment s'écrit l'interpolation vj, de u sur Eh en fonction de UI? Q@ Déterminer la restriction wy, de uy, a V/(Ep) a partir de Ug.
R . . . . Eh.n
Déterminer le prolongement par 0 dans Th de la fonction de v, a partir de Ul. q
° P & P haPp = \W=Ug(Eh.toGlobal) et wj(x Z W(j) x Eh.gj(x)
© Comment s'écrit l'interpolation vy, de u sur Eh en fonction de UI?
Eh.nq
= Vh Z U| X Eh,oj(x)
Q@ Déterminer pp, Ie prolongement par 0 dans Th de la fonction de vy, a partir de Ul
. Th.nq
1= voir ep04.ResProDom et ep04.ResProBd s P=zeros(Th.nq,1):P(Eh.toGlobal)=Ul; et p(x) = Z P(i) x Th.gi(x)
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On note P2 : V(Ep) — V() et Pg;D : RE#-Ma — R?-Ma respectivement le
prolongement/relévement par 0 d'une fonction de V/(Ep) dans V() et le relévement discret
associé. Soit v, € V(Ep) donné par V € RE#"a

Ep.nq

vh= Y Vi(Engi)
i-1

alors
Qh.nq

PE(vi) = > Ui(Qngj) et
j=1

avec U € R tel que Uz, = V et Ure = 0.

PP(V)=U

(Zg = Ep.toGlobal, Z¢& = [1,Q4.n4]\Zc)

Exo:
@ Ecrire la fonction relevement retournant le vecteur U a partir du V associé a un
maillage élémentaire Eh provenant d'un maillage Th.

@ Ecrire la fonction restriction , réciproque de la fonction précédente.

Ces fonctions seront enregistrées dans le répertoire +siMeshElt.
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rappels : Zg = Ej.toGlobal (indices globaux), Z; = [1, Es.nq]| (indices locaux) et F la bijection

F T — Ig
i — Zg(i)

VieZs, Qnpijg, = Engj, avecj=F ().

Soit AL e Mg, . (R) une matrice d’assemblage (locale), V(i) € Z2,
hoL def
Al = An(Enpjs Enpi) = Ah(Qh-@]—'(j)‘EhvQh»‘P]—‘(i)‘Eh)

AMC e Mg, n (R) la matrice d’assemblage (globale)

sinon.

ANLG df { An(Qn-0sig, -1, ), V(r,s) € TE,
r,s 0

Exo: Avec les notations précédentes, soient U¢ &€ R, Ul = UC(Zg) € RErma et V& = ABCUSC.
© Montrer que V¢(Z¢) = 0.
@ Montrer que V¢(Zg) = APLUL.

= voir ep04.MatGloDom et ep04.MatGloBd
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Sous Matlab/Octave

1% Matrices locales

2MI=FEM. Masse (Eh.nq,Eh.me,Eh.vols);

3KI=FEM. Rigidite (Eh.nq,Eh.me,Eh.vols ,Eh.gradBaCo);
4% Matrices globales

51g=Eh.toGlobal;

6Mg=sparse (Th.nq,Th.nq); Mg(lg, lg)=MI;

7Kg=sparse (Th.nq,Th.nq); Kg(lg,lg)=Kl;

Exo: Ecrire les fonctions d'assemblage Masse et Rigidite permettant de retourner, au choix,
les matrices de Masse et de Rigidité locales ou globales associées a un maillage élémentaire
Eh provenant d’un maillage Th. Ces fonctions utiliseront un inputParser voir code ci-dessous.
Ces fonctions seront enregistrées dans le répertoire +siMeshELt.

1function A=Masse(Eh, varargin)

% M=siMeshEIt. Masse(Th.sTh{3}, local ', false)
assert(fc_simesh.is_siMeshEIt(Eh))

p = inputParser;

p.addParamValue('local’', true, Q@islogical );

p.parse(varargin{:});

if p.Results.local % optional parameter

ONO G A WN
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© Jeu matriciel
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. H = =
& = Le maillage est donné par Th ( objet
3 o - fc_siMesh.siMesh). L'objectif ici est
G0 - d'utiliser des matrices de Masse pour

l o o o iy approcher des intégrales sur les

i bords.

Figure: Exemple de maillage 2D: fichier square6doméholes.geo

Exo: Pour chacune des intégrales, proposer une méthode utilisant des matrices globales et une autre utilisant des matrices
locales.

To20) = Mo W M0 T =T(1.9.7,1020) (notation Matlab)

J;m u(o)v(o)da, J‘r[mvm u(o)v(o)do, Jru(cr)v(cr)da,

On pourra prendre, par ex., u(x,y) = cos(x + y — m/3) et v(x,y) = sin(x — y + 1).

b
j U(X, }/)V(X7 y)dx = Ixfun=0(a,b,y) (a—b)*sin(2xy—1—pi/3)/2 + cos(2xa+1—pi/3)/4 — cos(2xb+1—pi/3)/4;
a

d
J ll()(7 y) V(X7 y)dy == lyfun=0(c,d,x) (d—c)*sin(2#x+1—pi/3)/2 — cos(2xc—1—pi/3)/4 + cos(2xd—1—pi/3)/4;
c

1= voir ep04.IntegralBd01
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o 5 - Le maillage est donné par Th (
& 0 = objet fc siMesh.siMesh).
o i L'objectif ici est d'utiliser des
m i m = matrices de Masse pour approcher
des intégrales.

Figure: Exemple de maillage 2D: fichier square6dom4holes.geo

Exo: Pour chacune des intégrales, proposer une méthode utilisant des matrices globales et une autre utilisant
des matrices locales.

Qo027 = Q20U Q2 Q = Qpainiig 20) (notation Matlab)

LZO u(@)v(a)da, fﬂm u(@v(q)da, jﬂ u(@v(q)da,

On pourra prendre, par ex., u(x,y) = cos(x +y — m/3) et v(x,y) = sin(x — y + 1), dont I'intégrale exacte sur
[a, b] % [c, d] est donnée ci-dessous.

lexfun=0(a,b,c,d) —c*(cos(1—pi/3+2+a)—cos(1—pi/3+2xb))/4 + dx(cos(1—pi/3+2xa)—cos(1—pi/3+2xb))/4 + (a—b)xcos(2xc—1—pi/3)/4 — (a—b)xcos(2+d—1—pi/3)/4;
= voir ep04.IntegralDom01
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@ Continuité ... ou pas
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- & - che r;i;l”;ie:&tegﬁ;niz;re:gf(i:i}tz: s Mblab et MGM*lab resp. les matrices de Masse locale et global sur Qf, .
aldlm - & utiliser de ees d JM ® Ub1ab e RSMa-na et YO1ab e R "a vecteurs associés a la fonction u.
o —f utiliser des rTTattlces © Masse Pour o Vblab ¢ ROyma e VGilab ¢ R"nq vecteurs associés a la fonction v.
0 =r approcher des intégrales de fonctions
e e non continues sur Q mais continues
dans chaque sous-domaines.

Figure: Exemple de maillage 2D: fichier square6doméholes.geo

14

me u(Q)v(q)dq <ML,2UL,27 VL,2> " <ML,20UL,207 VL,20> _ <MG,2UG,27 VG,2> + <MG,20UG,207 VG,20>

Exo: Soient v(x,y) = sin(x —y + 1) et u: Q — R, tel que u(q) = 1, Vq € Qo et u(q) = 2 sinon. (u n'est
pas continue sur Q!) Pour chacune des intégrales, proposer une méthode utilisant des matrices globales et une autre
utilisant des matrices locales:

Comme Q.toGlobal ~ Qb .toGlobal= ¢ (i.e. Qf ~ Qh = )

<MG,2UG,2’ VG,2> 4 <MG,20UG,20$ VG,20> :<(MG,2 4 MG,20)(UG,2 + Uc;,2o)7 (VG,Q 4 VG,20)>

u(q)v(q)d u(q)v(q)d fuvd Qosg] = 2 U Qo Q= Qaninag) (notation Matlab)
L[MD] (a)v(a)daq, fﬂ[ln,zo} (a)v(a)da, . (a)v(a)da, 1220) = $2 V0 {2:2:1020] (notation Matlal En posant poser M = M®:2 4 MC:20, {J = UG:10 4 G20 o Y = VG104 /620

lexfun=0(a,b,c.d) —sin(—a-+c—1) + sin(—a+d—1) + sin(—b+c—1) — sin(—b-+d—1); f u(q)v(q)dg ~ (MU,V).
== voir ep04.IntegralDomDiscont Q12,20]
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4. Continuité ... ou pas

. Mblab et MC1ab resp . les matrices de Masse locale et global sur Qf .
Q h h PPN .

o Ublab ¢ RUup-ma et YG1ab ¢ R2"na yecteurs associés a la fonction u.

Qo h h ., N .

o vilab e R, et Y Glab ¢ R2"na yecteurs associés a la fonction v.

u(q)v(q)dq = MLIOQYLI0 WLION | (\L20yL20 \/L20YN _ /\Gl01yG10 \yGI0N 4 /(G2015G.20 /G20
J, ( y+( Y= y+( )
Comme Qf,.toGlobal  Qb.toGlobal = T # & (i.e. Qb n Qb # &)

<MG,10UG,107 VG,10>+<MG,20UG,2O’VG,20>¢<(MG,10 +MG,20)(UG,10 4 Uc,zo)y(vc,z_._ vc,zo)>

Toutefois si u et v sont continues sur Q19 U Q, on a Ug‘m = Ug’zo-

Avec M = MG10 4+ MG et U e ]RQ"‘"‘*7 tel que

U(Q,.toGlobal) = UM et U(Qh,.toGlobal) = US?, (autres termes nuls) e Etude d'un code

f u(@v(q)dqg ~ (MU,V).
Q10,20]
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Etude de la fonction fournie siMesh.Masse (fichier Masse.m, répertoire +siMesh) retournant une ou plusieurs
matrices de Masse.

. = voir ep04.IntegralDom02 et ep04.IntegralBd02

Exemple d'appels sur un maillage Th généré a partir du fichier square6dom4holes.geo:

e M=siMesh.Masse(Th);

e M=siMesh.Masse(Th, labels’,[10,20]);

e M=siMesh.Masse(Th,'labels’,10," local ', true);

e [M,idx, labels |=siMesh.Masse(Th,'local ', true ," labels ',[20,10,4]);
e M=siMesh.Masse(Th,'d’,1);

o M=siMesh.Masse(Th,'labels’,[10,20]'d ",1,);

e M=siMesh.Masse(Th,'d",1,"labels ',[10,20]," local ", true);

Exo: Ecrire une fonction similaire pour la matrice de Rigidité.

La fonction fournie siMesh.eval (fichier eval.m, répertoire +siMesh) fonctionne sur le méme principe (evalu-
ation d'une fonction aux noeuds d'un maillage ou ...):

U=siMesh.eval(Th,u);
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Fonctions Matlab/Octave écrites ou fournies

siMeshElt. relevement
siMeshElt. restriction
siMeshElt. Masse
siMeshElt. Rigidite
siMesh.Masse
siMesh. eval

siMesh. Rigidite
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= fichier relevement.m dans répertoire +siMeshElt
1 fichier restriction.m dans répertoire +siMeshElt
1 fichier Masse.m dans répertoire +siMeshElt

1= fichier Rigidite.m dans répertoire +siMeshElt

w5 fichier Masse.m dans répertoire +siMesh (fournie)
w5 fichier eval.m dans répertoire +siMesh (fournie)
1= fichier Rigidite.m dans répertoire +siMesh
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