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B.V.P: Boundary Value Problem (problème aux limites)

Prérequis

‚ Cours de Mme Halpern,

Objectif :
‚ espaces de Sobolev,
‚ formulation variationnelle,
‚ théorème de Lax-Milgram
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problème modèle

Soit Ω Ă Rn un domaine borné, connexe de frontière, BΩ, C1 par morceaux.

BΩ “ ΓD Y ΓR , avec
˝
ΓD X

˝
ΓR “ H.

Trouver u : Ω ÝÑ R suffisament régulière telle que

$
’’’&
’’’%

ηu ´ ∆u “ f , dans Ω

u “ gD , sur ΓD

Bu
Bn ` αu “ gR , sur ΓR

(1a)

(1b)

(1c)

avec η et α deux réels, f : Ω ÝÑ R, gD : ΓD ÝÑ R et gR : ΓR ÝÑ R donnés.
On choisira, plus tard, correctement ces données pour avoir existence et unicité!

F.E.M.: épisode 5 [4 / 20] B.V.P. : formulation variationnelle 2022/03/29



Plan

1 Espaces de Sobolev

2 Formulation variationnelle

3 Théorème de Lax-Milgram

F.E.M.: épisode 5 [5 / 20] B.V.P. : formulation variationnelle 1. Espaces de Sobolev

Définition

Pour tout entier m ě 0, on appelle espace de Sobolev d’ordre m sur Ω Ă Rn l’espace

HmpΩq “ ␣
v P L2pΩq t.q. @α P Nn, |α| ď m; Dαv P L2pΩq au sens faible

(
. (2)

avec Dαv “ B|α|v
Bα1
1 ...Bαn

n
.

Theorem

Muni du produit scalaire

xu, vym,Ω “
ÿ

|α|ďm

ż

Ω
DαupqqDαvpqqdq (3)

et de la norme associée
}u}m,Ω “ xu, uy1{2

HmpΩq (4)

l’espace HmpΩq est un espace de Hilbert.

On note |.|m,Ω la semi-norme:

|u|m,Ω “
ˆ ÿ

|α|“m

ż

Ω
|Dαupqq|2dq

˙1{2
(5)
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Theorem: Théorème de trace

On suppose que mespΓDq ą 0. Alors, l’application trace γΓD définie par

γΓD : H1pΩq Ñ L2pΓDq
v ÞÑ γΓD pvq “ v|ΓD

(6)

est une application linéaire continue. Il existe donc une constante C ą 0 telle que

}γΓD pvq}L2pΓDq ď C }v}H1pΩq . (7)

On note Hk{2pΓDq, k ě 1 l’espace défini par

Hk{2pΓDq “
!
v P L2pΓDq | Dw P HkpΩq tel que γΓD pwq “ v .

)
(8)

F.E.M.: épisode 5 [7 / 20] B.V.P. : formulation variationnelle 1. Espaces de Sobolev

‚ Définiton de H1
0,ΓD pΩq

H1
0,ΓD pΩq “ ␣

v P H1pΩq t.q. γΓD pvq “ 0
(

muni du produit scalaire et de la norme de H1pΩq Ñ espace de Hilbert.
‚ Définiton de H1

gD ,ΓD
pΩq avec gD P H1{2pΓDq,

H1
gD ,ΓD

pΩq “ ␣
v P H1pΩq t.q. γΓD pvq “ gD

(

H1
gD ,ΓD

pΩq n’est pas un espace vectoriel!
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$
’’’&
’’’%

ηu ´ ∆u “ f , dans Ω

u “ gD , sur ΓD

Bu
Bn ` αu “ gR , sur ΓR

(1a)

(1b)

(1c)

Espace des fonctions tests:

H1
0,ΓD pΩq

Soit v P H1
0,ΓD pΩq. On effectue

ş
Ω (1a).vdq et donc formellement

η

ż

Ω
u.vdq ´

ż

Ω
p∆uq.vdq “

ż

Ω
f .vdq (10)

On prendra f P L2pΩq.
Theorem 1: Formule de Green

@u P H2pΩq, @v P H1pΩq,
ż

Ω
p∆uqvdq “ ´

ż

Ω
x∇∇∇ u,∇∇∇ vy dq `

ż

Γ

Bu
Bnvdσ (11)
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On a v P H1
0,ΓD pΩq et

η

ż

Ω
u.vdq ´

ż

Ω
p∆uq.vdq “

ż

Ω
f .vdq (10)

On suppose u P H2pΩq, et utilise la formule de Green

(10) ô η

ż

Ω
u.vdq `

ż

Ω
x∇∇∇ u,∇∇∇ vy dq ´

ż

Γ

Bu
Bnvdσ “

ż

Ω
f .vdq

De plus, comme Γ “ ΓD Y ΓR, ΓD X ΓR “ H, on a
ż

Γ

Bu
Bnvdσ “

ż

ΓD

Bu
Bnvdσ `

ż

ΓR

Bu
Bnvdσ

Comme v P H1
0,ΓD pΩq, on a γΓD pvq “ 0,

ż

ΓD

Bu
Bnvdσ “ 0

et donc
(10) ô η

ż

Ω
u.vdq `

ż

Ω
x∇∇∇ u,∇∇∇ vy dq ´

ż

ΓR

Bu
Bnvdσ “

ż

Ω
f .vdq
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On a v P H1
0,ΓD pΩq et

(10) ô η

ż

Ω
u.vdq `

ż

Ω
x∇∇∇ u,∇∇∇ vy dq ´

ż

ΓR

Bu
Bnvdσ “

ż

Ω
f .vdq

Or, sur ΓR , on a la condition de Robin:
Bu
Bn ` αu “ gR , sur ΓR , (1c)

et donc

(10) ô η

ż

Ω
u.vdq `

ż

Ω
x∇∇∇ u,∇∇∇ vy dq ` α

ż

ΓR
uvdσ “

ż

Ω
f .vdq `

ż

ΓR
gRvdσ

On prendra gR P L2pΓRq.
Pour tout u et v dans H1pΩq, on peut définir A et L:

Apu, vq def“ η

ż

Ω
u.vdq `

ż

Ω
x∇∇∇ u,∇∇∇ vy dq ` α

ż

ΓR
uvdσ

Lpvq def“
ż

Ω
f .vdq `

ż

ΓR
gRvdσ
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(1)

$
’’’&
’’’%

ηu ´ ∆u “ f , dans Ω

u “ gD , sur ΓD

Bu
Bn ` αu “ gR , sur ΓR

(1a)

(1b)

(1c)

‚ f P L2pΩq, gD P H1{2pΓDq, gR P L2pΓRq.
‚ La condition de Dirichlet (1b) Ñ

u P H1
gD ,ΓD

pΩq

Definition: Formulation variationnelle associée à (1)

#
Trouver u P H1

gD ,ΓD
pΩq tel que

Apu, vq “ Lpvq, @v P H1
0,ΓD pΩq (F.V.)

avec

Apu, vq def“ η

ż

Ω
u.vdq `

ż

Ω
x∇∇∇ u,∇∇∇ vy dq ` α

ż

ΓR
uvdσ

Lpvq def“
ż

Ω
f .vdq `

ż

ΓR
gRvdσ
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Soient f P L2pΩq et gR P L2pΓRq.
On définit A : H1pΩq ˆ H1pΩq ÝÑ R et L : H1pΩq ÝÑ R par

Apu, vq def“ η

ż

Ω
u.vdq `

ż

Ω
x∇∇∇ u,∇∇∇ vy dq ` α

ż

ΓR
uvdσ

Lpvq def“
ż

Ω
f .vdq `

ż

ΓR
gRvdσ

Exo.
1 Montrer que L est linéaire et continue.
2 Montrer que A est bilinéaire et continue.

☞ A faire à la maison
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Theorem: Lax-Milgram

1 V un espace de Hilbert sur R de norme }.}V .

2 L une application linéaire et continue de V à valeurs réelles.
3 A une application bilinéaire et continue de V ˆ V à valeurs réelles.
4 A est V -elliptique (coercive sur V ˆ V ), c’est à dire qu’il existe une constante ν ą 0

telle que
@v P V , Apv , vq ě ν }v}2

V .

Alors, la formulation variationnelle
"

Trouver u P V tel que
Apu, vq “ Lpvq, @v P V

admet une unique solution.

F.E.M.: épisode 5 [16 / 20] B.V.P. : formulation variationnelle 3. Théorème de Lax-Milgram



Théorème de Lax-Milgram:
"

Trouver u P V tel que
Apu, vq “ Lpvq, @v P V

La formulation variationnelle associée à (1):
#

Trouver u P H1
gD ,ΓD

pΩq tel que
Apu, vq “ Lpvq, @v P H1

0,ΓD pΩq (F.V.)

Peut-on utiliser le théorème de Lax-Milgram pour obtenir existence et unicité de (F.V.)?
☞ Pas directement, il va falloir utiliser un relèvement!
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#
Trouver u P H1

gD ,ΓD
pΩq tel que

Apu, vq “ Lpvq, @v P H1
0,ΓD pΩq (F.V.)

‚ Relèvement:
gD P H1{2pΓDq ùñ DR P H1pΩq, t.q. γΓD pRq “ gD .

Il n’y a pas unicité du relèvement! Mais on s’en donne un.
‚ On pose w “ u ´ R P H1pΩq. L’application γΓD étant linéaire, on a

w P H1
0,ΓD pΩq, w dépend du choix du relèvement R

‚ On remplace u par w ` R dans (F.V.), le relèvement étant donné, et on utilise la
bilinéarité de A: #

Trouver w P H1
0,ΓD pΩq tel que

Apw , vq “ Lpvq ´ ApR, vq, @v P H1
0,ΓD pΩq (F.V.R.)
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Soient f P L2pΩq, gR P L2pΓRq, gD P H1{2pΓDq et R P H1pΩq un relèvement de gD (γΓD pRq “
gD) donné. #

Trouver w P H1
0,ΓD pΩq tel que

Apw , vq “ LRpvq def“ Lpvq ´ ApR, vq, @v P H1
0,ΓD pΩq (F.V.R.)

avec

Apu, vq def“ η

ż

Ω
u.vdq `

ż

Ω
x∇∇∇ u,∇∇∇ vy dq ` α

ż

ΓR
uvdσ

Lpvq def“
ż

Ω
f .vdq `

ż

ΓR
gRvdσ

Exo.
1 Sous certaines hypothèses sur η et α, et en utilisant le théorème de Lax-Milgram,

montrer que (F.V.R.) admet une unique solution wR .

2 En déduire que u “ wR ` R est l’unique solution de (F.V.).

☞ A faire à la maison
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Si u solution de (F.V.) appartient à H1
gG ,ΓD

pΩq X H2pΩq alors u est solution de (1).

Exo.
1 On suppose ΓR “ H. Trouver la formulation variationnelle associé à (1), ...
2 On suppose ΓD “ H. Trouver la formulation variationnelle associé à (1), ...

☞ A faire à la maison
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