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B.V.P: Boundary Value Problem (probléme aux limites)

{ Prérequis

L e Cours de Mme Halpern,

Objectif :
e espaces de Sobolev,
e formulation variationnelle,

e théoréme de Lax-Milgram
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probléme modéle

Soit © — R” un domaine borné, connexe de frontiére, 09, C* par morceaux.

o] o

QQ=TPUrR avec TP ~nTR = 7.

Trouver u : Q — R suffisament réguliére telle que

nu—Au=f, dans Q
u=gp, sur P

0

(972 +au = gr, sur IR

avec 77 et o deux réels, f : Q — R, gp : TP — R et gg : T'® — R donnés.
On choisira, plus tard, correctement ces données pour avoir existence et unicité!
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(1a)
(1b)

(1c)




Plan

© Espaces de Sobolev
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1. Espaces de Sobolev

( ™\
Theorem: Théoréme de trace

Définition

Pour tout entier m > 0, on appelle espace de Sobolev d'ordre m sur Q < R" I'espace

On suppose que mes(?) > 0. Alors, I'application trace o définie par

o HYQ) — 12D
v = '}/rD(V):Ver

(6)
est une application linéaire continue. |l existe donc une constante C > 0 telle que

o (Wlzroy < ClIvIip o) - (7)

- /

On note H¥/2(T'P), k > 1 I'espace défini par

Hk/Z(FD) — {v € L2(FD) | dw e Hk(Q) tel que ~po(w) = v.} (8)
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1. Espaces de Sobolev

H™(Q) = {vel?(Q) tq. YaeN" |af <m; D% e L?(Q) au sens faible }. (2)
olely,
avec D% = a;’bl...a;*"'
Theorem
Muni du produit scalaire
W= 3 | DtulDTV(@dy (3)
|lal<m Q2
et de la norme associée )
1
[t = (U Wi @)
I'espace H™(Q2) est un espace de Hilbert.
On note ||, o la semi-norme:
1/2
s = (3] [ 1D%uta)da) ©)

lal=m
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e Définiton de H(l)’I_D(Q)

Hé’rD(Q) ={ve HY(Q) t.q. ypo(v) = 0}

muni du produit scalaire et de la norme de H(Q) — espace de Hilbert.
o Définiton de H;DID(Q) avec gp € HY?(IP),

HL (o(Q) = {ve HY(Q) tq. vro(v) = gp}

1

g ro(§2) n'est pas un espace vectoriell
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Plan

nu—Au=f, dans Q (1a) Espace des fonctions tests:
u=gp, sur T2 (1b
& 1o HS 1o (@)
ou R o,I
“n + au = gg, sur I (1c)
Soit v € HéyrD(Q). On effectue {;, (1a).vdq et donc formellement

nJ u.vdqff (Au).vdq = f f.vdq (10)

© Formulation variationnelle Q Q Q

On prendra f € L2(9Q).

( N
Theorem 1: Formule de Green

Yue H?(Q), Vv e HY(Q),

d
L(Au)vdq= —JQ<V u,V v>dq+ﬁ8—2vda (11)
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Onave H(l),rD(Q) et Onave H(lJ,rD(Q) et
nLZ u.vdq*LZ(Au).vdq: JQ f.vdq (10) (10) < nJ-Q u.vdq—l—JQ(Vu,V v>dq—erg—Zvd0= J;Z f.vdg
2 .y
On suppose u € H*(Q), et utilise la formule de Green Or. sur TR on a la condition de Robin:
ou N
B = ou

(10) = nfﬂ u.vdq—i—JQ Vu,Vv)dq fr anvda fQ f.vdq ot au=gr, sur R (1¢)

De plus, comme ' =Tpulg, Tpbnlgr=, ona et donc
@Vdg':f @Vdg+J @Vdo' (10) = nJ u.vdq-i—f <Vu,Vv>dq+af uvda:J f.vdq+f grvdo
r on o on rrR on Q Q rR Q rr

Comme v € H} 15(R), on a yro(v) = 0, On prendra gg € L?(I'F).

' 5 Pour tout u et v dans H}(Q), on peut définir A et L:

u
Y do = .
Jro on" A(u,v)d:fnf u.vdq+f <Vu,Vv>dq+af uvdo
R

et donc 5 o “ ! '

(10) < nf u.vdq—i—J <Vu,Vv>dq—J —uvdazf f.vdq L(V)=j f.vdq—i—jRngda

Q Q rr On Q @ r
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nu—Au=f, dans @ (1a) o FeL2(Q), gp € HY2(ID), gg € L2(TR).
(1) u=gp, sur 0 (1b) e La condition de Dirichlet (1b) —
ou R
“n + au = gR, sur I (1) ue H;D’rD(Q)
Definition: Formulation variationnelle associée a (1)
1
Trouver ue€ HgD,rD(Q) tel ?ue (FV)
Alu,v) = £(v), Vve Ho,rD(Q)

avec

A(u,v) d:anJ u.vdq+f <Vu,Vv>dq+af uvdo
Q Q rR

L(v) d:“f f.vdq+f grvdo
Q rR

2. Formulation variationnelle
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Soient f € L2(Q) et gg € L2(I'R).
On définit A : H}(Q) x HY(Q) — Ret £: HY(Q) — R par

A(u,v) défnj u.vdq+f <Vu,Vv>dq+aJ uvdo
Q Q rR

L(v) C'éff f.vdq-i—J- grvdo
Q rR

Exo.
© Montrer que £ est linéaire et continue.
@ Montrer que A est bilinéaire et continue.

1= A faire a la maison

2. Formulation variationnelle
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© Théoréme de Lax-Milgram

3. Théoréme de Lax-Milgram

F.E.M.: épisode 5 [15 / 20]

r

Theorem: Lax-Milgram

@ V un espace de Hilbert sur R de norme |.|,, .
@ L une application linéaire et continue de V a valeurs réelles.
© A une application bilinéaire et continue de V' x V a valeurs réelles.
@ A est V-elliptique (coercive sur V' x V), c'est a dire qu'il existe une constante v > 0
telle que
VeV, A(v,v) = vlvly.
Alors, la formulation variationnelle

Trouver ue V tel que
A(u,v) = L(v), Yve V

admet une unique solution.

F.E.M.: épisode 5 [16 / 20] 3. Théoréme de Lax-Milgram



Trouver uve H! ,(Q) tel que
Théoréme de Lax-Milgram: &’ 1 (F.V.)
A(U, V) = £(V): Vv e HO,rD(Q)
Trouver ue V tel que
A(u,v) = L£(v), Vve V e Relévement: P .
gp € H/2(MP) — 3R e HY(Q), t.q. yro(R) = gp.
. . L Il n'y a pas unicité du relévement! Mais on s’en donne un.
La formulation variationnelle associée a (1):
e On pose w = u — R e HY(Q). L'application 7o étant linéaire, on a
Trouver ue H;D.FD(Q) tel que Ev i devend du choix du rele R
Alu,v) = £(v), VVGHéyrD(Q) (F.V) w e Hyrp(Q2), w dépend du choix du relévement
- ) o o e On remplace u par w + R dans (F.V.), le relevement étant donné, et on utilise la
Peut-on utiliser le théoréeme de Lax-Milgram pour obtenir existence et unicité de (F.V.)? bilinéarité de A:
1z Pas directement, il va falloir utiliser un relévement! 1
Trouver w e Hy 5(2) tel que (FVR)
A(w,v) = £(v) — A(R,v), Yve Hé’rD(Q) o
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Soient f € L2(Q), gr € L2(I'R), gp € HY2(TP) et R € HY(Q) un relévement de gp (yro(R) =
gp) donné.

o,ro
A(w,v) = Lr(v) = £(v) = A(R,v), Yv e H} (,(Q)

() tel que
de

{ Trouver w e H:

(FV.R) Si u solution de (F.V.) appartient a H;G ro(Q) N H?(Q) alors u est solution de (1).

avec
A(u, v) défnj u.vdq+J (Vu,Vvydq+ ozf uvdo
Q Q rR
L(v)= | fod d
(v) 5 vdq + ngRv o Exo.

© On suppose 'R = &. Trouver la formulation variationnelle associé a (1), ...

Exo @ On suppose ? = . Trouver la formulation variationnelle associé a (1), ...
@ Sous certaines hypothéses sur 7 et «, et en utilisant le théoréme de Lax-Milgram, = A faire a la maison

montrer que (F.V.R.) admet une unique solution wg.
@ En déduire que u = wg + R est |'unique solution de (F.V.).

1= A faire a la maison
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