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Prérequis

‚ Cours de Mme Halpern,
‚ Les épisodes précédents

Objectif :
‚ Espaces fonctionnels discrets
‚ Passage de la formulation variationnelle à la formulation variationnelle discrète
‚ Passage de la formulation variationnelle discrète à la représentation matricielle
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(1)

$
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ηu ´ ∆u “ f , dans Ω

u “ gD , sur ΓD

Bu
Bn ` αu “ gR , sur ΓR

(1a)

(1b)

(1c)

Ω Ă Rn un domaine borné, connexe de frontière,
BΩ, C1 par morceaux. BΩ “ ΓD Y ΓR , avec

˝
ΓD X

˝
ΓR “ H.

Résumé épisode 5: Soient f P L2pΩq, gR P L2pΓRq, gD P H1{2pΓDq, η ě 0 et α ě 0.
#

Trouver u P H1
gD ,ΓD

pΩq tel que
Apu, vq “ Lpvq, @v P H1

0,ΓD pΩq (F.V.)

avec

Apu, vq def“ η

ż

Ω
u.vdq `

ż

Ω
x∇∇∇ u,∇∇∇ vy dq ` α

ż

ΓR
uvdσ

Lpvq def“
ż

Ω
f .vdq `

ż

ΓR
gRvdσ

‚ Théorème de Lax-Milgram + relèvement ñ (F.V.) admet une unique solution
‚ Si u solution de (F.V.) appartient à H1

gD ,ΓD
pΩq X H2pΩq alors u est solution de (1).

F.E.M.: épisode 6 [4 / 20] B.V.P. : formulation variationnelle discrète 2022/03/31



Plan

1 Espaces fonctionnels discrets

2 Normes discrètes

3 Discrétisation de (F.V.)

4 Ecritures matricielles de (F.V.H)

F.E.M.: épisode 6 [5 / 20] B.V.P. : formulation variationnelle discrète 1. Espaces fonctionnels discrets

épisode 1: rappels

Soit Ωh un maillage de Ω Ă Rn. on note nq “ Ωh.nq, q “ Ωh.q, me “ Ωh.me, . . .

Ωh “
nmeď

k“1

Kk , Kk n-simplexe

‚ V pΩhq, espace des éléments finis P1-Lagrange sur Ωh :

V pΩhq def“ ␣
v P C0pΩh;Rq tq @k P v1, nmew, v|Kk

P R1rX1, . . . ,Xns(

“ Vect
`
φ1, . . . , φnq

˘

Les φi P V pΩhq vérifient φi pqjq “ δi ,j , @pi , jq P v1, nqw2

‚ Opérateur d’interpolation: V pΩq “ H1pΩq
$
’&
’%

πh : H1pΩq ÝÑ V pΩhq
w ÞÝÑ πhpwq “

nqÿ

i“1

wpqi qφi
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‚ Discrétisation de H1pΩq par V pΩhq “ Vect
`tφiunq

i“1u˘

Soit v P H1pΩq, πhpvq “
nqÿ

i“1

vpqi qφi P V pΩhq

‚ Discrétisation de H1
0,ΓD pΩq def“ ␣

v P H1pΩq t.q. γΓD pvq “ 0
(

On note ID Ă v1, nqw l’ensemble des indices des points de ΓDh et Ic
D “ v1, nqwzID

@i P ID , qi P ΓDh et @i P Ic
D , qi R ΓDh .

Soit v P H1
0,ΓD pΩq,

πhpvq “
nqÿ

i“1

vpqi qφi “
ÿ

iPID
vpqi q

“0
φi `

ÿ

iPIc
D

vpqi qφi “
ÿ

iPIc
D

vpqi qφi

H1
0,ΓD pΩq « V0,ΓDh

pΩhq “ Vect
`tφiuiPIc

D

˘
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‚ Discrétisation de H1pΩq par V pΩhq “ Vect
`tφiunq

i“1u˘

Soit v P H1pΩq, πhpvq “
nqÿ

i“1

vpqi qφi P V pΩhq

‚ Discrétisation de H1
gD ,ΓD

pΩq def“ ␣
v P H1pΩq t.q. γΓD pvq “ gD

(

On note ID Ă v1, nqw l’ensemble des indices des points de ΓDh et Ic
D “ v1, nqwzID

@i P ID , qi P ΓDh et @i P Ic
D , qi R ΓDh .

Soit v P H1
gD ,ΓD

pΩq,

πhpvq “
nqÿ

i“1

vpqi qφi “
ÿ

iPID
vpqi qφi `

ÿ

iPIc
D

vpqi qφi “
ÿ

iPID
gDpqi qφi `

ÿ

iPIc
D

vpqi qφi

VgD ,Γ
D
h

pΩhq def“ ␣
v P V pΩhq t.q. v “

ÿ

iPID
gDpqi qφi `

ÿ

iPIc
D

µiφi , @µi P R(

H1
gD ,ΓD

pΩq « VgD ,Γ
D
h

pΩhq pas un espace vectoriel!
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Définition: [QV08], p.90

Une famille de triangulations (maillages) tτhuhą0, de Ω, est dites régulière si

Dσ ě 1 t.q. max
KPτh

hK
ρK

ď σ, @h ą 0. (2)

où hK “ supt}xxx ´ yyy} ; pxxx ,yyyq P K 2u et ρK “ suptdiampBq; B boule incluse dans Ku.
On note h

def“ max
KPτh

hK .
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On note |.|m,Ω la semi-norme sur HmpΩq:

|u|m,Ω “
ˆ ÿ

|α|“m

ż

Ω
|Dαupqq|2dq

˙1{2
(3)

Si Ω est un domaine polygonal alors V pΩhq Ă H1pΩq.
Theorem: [QV08], p.90

Soient tτhuhą0, une famille de triangulations régulières de Ω, un domaine polygonal, et
u P H2pΩq. Il existe C0 ą 0 et C1 ą 0, indépendants de h

def“ maxKPτh hK , tels que

|u ´ πhpuq|0,Ω ď C0h
2 |u|2,Ω

|u ´ πhpuq|1,Ω ď C1h |u|2,Ω

avec πhpuq “
nqÿ

i“1

upqi qφi P V pΩhq
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Soit Eh un maillage élémentaire de type d-simplexes de E Ă Rn ( objet siMeshElt ). On note

}uh}0,Eh
“
ˆż

Eh

|uhpqq|2dq
˙1{2

“ }uh}0,E si Eh “ E polygonal

et si d “ n

}uh}1,Eh
“
ˆ ÿ

|α|ď1

ż

Eh

|Dαuhpqq|2dq
˙1{2

“ }uh}1,E si Eh “ E polygonal

|uh|1,Eh
“
ˆ ÿ

|α|“1

ż

Eh

|Dαuhpqq|2dq
˙1{2

“ |uh|0,E si Eh “ E polygonal

Exo:
1 Ecrire la fonction Matlab/Octave, normH0, permettant de calculer }uh}0,Eh

2 Ecrire la fonction Matlab/Octave, seminormH1, permettant de calculer |uh|1,Eh
.

3 Ecrire la fonction Matlab/Octave, normH1, permettant de calculer }uh}1,Eh
.

Ces fonctions seront écrites dans le répertoire +siMeshElt
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#
Trouver u P H1

gD ,ΓD
pΩq tel que

Apu, vq “ Lpvq, @v P H1
0,ΓD pΩq (F.V.)

avec

Apu, vq def“ η

ż

Ω
u.vdq `

ż

Ω
x∇∇∇ u,∇∇∇ vy dq ` α

ż

ΓR
uvdσ

Lpvq def“
ż

Ω
f .vdq `

ż

ΓR
gRvdσ

On a alors la formulation variationnelle discrète appelée aussi méthode de Galerkin:#
Trouver uh P VgD ,Γ

D
h

pΩhq tel que
Ahpuh, vhq “ Lhpvhq, @vh P V0,ΓDh

pΩhq (F.V.H)

avec

Ahpuh, vhq def“ η

ż

Ωh

uh.vhdq `
ż

Ωh

x∇∇∇ uh,∇∇∇ vhy dq ` α

ż

ΓRh

uhvhdσ

Lhpvhq def“
ż

Ωh

f .vhdq `
ż

ΓRh

gRvhdσ
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On a

Ahpuh, vhq def“ η

ż

Ωh

uh.vhdq `
ż

Ωh

x∇∇∇ uh,∇∇∇ vhy dq ` α

ż

ΓRh

uhvhdσ

Lhpvhq def“
ż

Ωh

f .vhdq `
ż

ΓRh

gRvhdσ

Exo:
1 Montrer que Ah : V pΩhq ˆ V pΩhq ÝÑ R est bilinéaire et que Lh : V pΩhq ÝÑ R est

linéaire.
2 Que peut-on dire si Ω est polygonal?
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Si Ω polygonal, Ωh “ Ω.

Lemme: Lemme de Céa, (voir [QV08] p.174, [Coh] p.11)

Les hypothèses du théorème de Lax-Milgram étant vérifiées, la solution w de pF .V .Rq et la solution wh de
pF .V .R.qh vérifient

}w ´ wh}1,Ω ď M

ν
inf

vhPV0,ΓD pΩq
}w ´ vh}1,Ω .

les constantes M ą 0 et ν ą 0 étant respectivement celles de continuité et coercivité de A .

Theorem: [QV08], p.90

Soient tτhuhą0, une famille de triangulations régulières de Ω, un domaine polygonal, et u P H2pΩq. Il existe
C0 ą 0 et C1 ą 0, indépendants de h

def“ maxKPτh hK , tels que

|u ´ πhpuq|0,Ω ď C0h
2 |u|2,Ω

|u ´ πhpuq|1,Ω ď C1h |u|2,Ω
u P H2pΩq solution de (F.V.) et uh solution de (F.V.H):

☞ }u ´ uh}1,Ω “ Ophq et }u ´ uh}0,Ω “ Oph2q (admis)
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#
Trouver uh P VgD ,Γ

D
h

pΩhq tel que
Ahpuh, vhq “ Lhpvhq, @vh P V0,ΓDh

pΩhq (F.V.H)

‚ Etape 1: Montrons que

Ahpuh, vhq “ Lhpvhq, @vh P V0,ΓDh
pΩhq ô Ahpuh, φi q “ Lhpφi q, @i P Ic

D

ñ trivial car φi P V0,ΓDh
pΩhq,

ð
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(F.V.H) ô
"

Trouver uh P VgD ,Γ
D
h

pΩhq tel que
Ahpuh, φi q “ Lhpφi q, @i P Ic

D

‚ Etape 2: De manière générale (sans prise en compte de la condition de Dirichlet)

uh P V pΩhq ô uh “
nÿ

j“1

ujφj

et, par bilinéarité de Ah, on a

Ahpuh, φi q “ Ah

` nÿ

j“1

ujφj , φi

˘ “
nÿ

j“1
Ahpφj , φi quj

On note Ah P MnqpRq, definie par Ah
i ,j “ Ahpφj , φi q et UUU “ pui qnq

i“1 P Rnq .

Ahpuh, φi q “ Ah
i ,: ˚UUU où Ah

i ,: i-ème ligne de Ah et ˚ produit matriciel
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(F.V.H) ô
"

Trouver uh P VgD ,Γ
D
h

pΩhq tel que
Ahpuh, φi q “ Lhpφi q, @i P Ic

D

uh P VgD ,Γ
D
h

pΩhq ô uh “
ÿ

jPID
gDpqjqφj `

ÿ

jPIc
D

ujφj

Chercher uh revient donc à déterminer les pujqjPIc
D
.

Ahpuh, φi q “
ÿ

jPID
Ahpφj , φi qgDpqjq `

ÿ

jPIc
D

Ahpφj , φi quj

‚ Méthode 1: inconnues en Dirichlet

(F.V.H) ô

$
’’’&
’’’%

Trouver pui qnq
i“1 tel que

nqÿ

j“1
Ahpφj , φi quj “ Lhpφi q, @i P Ic

D

ui “ gDpqi q, @i P ID

ô pSDq
$
&
%

Trouver UUU P Rnq tel que
Ah
i ,: ˚UUU “ Lhpφi q, @i P Ic

D

UUU i “ gDpqi q, @i P ID

pSDq système linéaire de nq équations à nq inconnues. ☞ On perd la symétrie si Ah est symétrique!
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(F.V.H) ô
"

Trouver uh P VgD ,Γ
D
h

pΩhq tel que
Ahpuh, φi q “ Lhpφi q, @i P Ic

D

uh P VgD ,Γ
D
h

pΩhq ô uh “
ÿ

jPID
gDpqjqφj `

ÿ

jPIc
D

ujφj “ Rh ` wh

‚ Méthode 2: relèvement
Rh “ ř

jPID gDpqjqφj , relèvement/prolongement par 0 de gD dans V pΩhq

RRR P Rnq t.q. RRR i “ gDpqi q, @i P ID et RRR i “ 0, @i P Ic
D

On note UUU “ pujqnq
j“1 P Rnq ; UUUID “ RRRID .

Chercher uh : déterminer les N
def“ nq ´ card ID inconnues, pujqjPIc

D
“ UUUIc

D

Ahpuh, φi q “ AhpRh ` wh, φi q “
ÿ

jPID
Ahpφj , φi qgDpqjq `

ÿ

jPIc
D

Ahpφj , φi quj

“ Ah
i ,ID ˚RRRID ` Ah

i ,Ic
D

˚UUUIc
D

(F.V.H) ô pSRq
#

Trouver UUUIc
D
, tel que

Ah
i ,Ic

D
˚UUUIc

D
“ Lhpφi q ´ Ah

i ,ID ˚RRRID , @i P Ic
D

pSRq système linéaire de N équations à N inconnues. ☞ On conserve la symétrie si Ah est symétrique!
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