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‚ Présentation et résultats
‚ Calcul des intégrales : ż b

a
upxqvpxqdx et

ż b

a
u1pxqv 1pxqdx

‚ Résolution d’E.D.P. avec conditions aux limites (B.V.P. Boundary Value Problems)
" ´u2 ` νu “ f dans sa; br

` C.L. Dirichlet, Neumann et/ou Robin
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F.E.M.: épisode 0 [3 / 48] Dimension 1 1. Présentation et résultats

Maillage

x1 “ a ă x2 ă x3 ă . . . ă xnq´1 ă xnq “ b, avec nq “ N

‚ Ik “ rxk ; xk`1s, (mesh element) @k P v1, nmew avec nme
def“ N ´ 1,

‚ hk “ |Ik | “ xk`1 ´ xk longueur de l’intervalle Ik ,

‚ h “ max
kPv1,nmew

hk .

Exo: Ecrire une fonction Matlab/Octave x= mesh1D(a,b,nq, ...) permettant de générer
les points pxi qnq

i“1 non forcément uniformément distribués.

F.E.M.: épisode 0 [4 / 48] 1.1 maillage de ra; bs 1. Présentation et résultats



V h “ ␣
v P C0pra; bs;Rq t.q. @k P v1, nmew, v|Ik P R1rX s(

V h est un espace vectoriel et dimV h “ nq.

Exo: Soit i P v1, nqw. Construire explicitement φi P V h tel que

φi pxjq “ δi ,j , @j P v1, qw.
F.E.M.: épisode 0 [5 / 48] 1.2 Espace E.F. P1-Lagrange 1. Présentation et résultats

Exo: Soit i P v1, nqw. Construire explicitement φi P V h tel que φi pxjq “ δi ,j , @j P v1, qw.

φ1pxq “
" ´ x´x2

h1
x P rx1, x2s

0 x P rx2, xnqs φi pxq “

$
’&
’%

x´xi´1
hi´1

x P rxi´1, xi s
´ x´xi`1

hi`1
x P rxi , xi`1s

0 sinon
φnqpxq “

#
x´xnq´1
hnq´1

x P rxnq´1, xnqs
0 x P rx1, xnq´1s

☞ suppφ1 “ rx1, x2r, suppφi “sxi´1, xi`1r, suppφnq “sxnq´1, xnqs

Lemme:
␣
φi

(nq
i“1 est une base de V h.

☞ A démontrer en autonomie
F.E.M.: épisode 0 [6 / 48] 1.2 Espace E.F. P1-Lagrange 1. Présentation et résultats

H1psa; brq def“ ␣
v P L2psa; brq t.q. v 1 P L2psa; brq(

‚ produit scalaire sur H1psa; brq:

xu, vyH1 “
ż b

a
upxqvpxqdx `

ż b

a
u1pxqv 1pxqdx

‚ norme induite:
}u}H1 “ xu, uy1{2

H1

Proposition: L’espace de Sobolev H1psa; brq muni du produit scalaire x‚, ‚yH1 est un
espace de Hilbert (espace vectoriel normé complet).

H2psa; brq def“ ␣
v P H1psa; brq t.q. v2 P L2psa; brq(

produit scalaire: xu, vyH2 “ xu, vyH1 ` şb
a u

2pxqv2pxqdx , ...
F.E.M.: épisode 0 [7 / 48] 1.3 Espace de Sobolev 1. Présentation et résultats

πh : H1psa; brq ÝÑ V h

u ÞÝÑ πhpuq “ řnq
i“1 upxi qφi

On a donc

πhpuqpxq “
nqÿ

i“1

upxi qφi pxq, @x Psa; br.

Proposition: Si u P H2psa; brq alors

DC ą 0, C KK h, }u ´ πhpuq}L2 ď Ch2 ››u2››
L2 ,

DC ą 0, C KK h,
››u1 ´ πhpuq1››

L2 ď Ch
››u2››

L2 ,

DC ą 0, C KK h, }u ´ πhpuq}H1 ď Ch
››u2››

L2 .

F.E.M.: épisode 0 [8 / 48] 1.4 Opérateur d’interpolation 1. Présentation et résultats



Exo: Soit upxq “ cospxq, a “ 0, b “ 2π et nq “ 7. On note pxi qnq
i“1 un "maillage" de

l’intervale ra, bs obtenu avec la fonction mesh1D. Ecrire un programme permettant de
représenter u et πhpuq (voir figure ci-dessous)

F.E.M.: épisode 0 [9 / 48] 1.4 Opérateur d’interpolation 1. Présentation et résultats
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F.E.M.: épisode 0 [10 / 48] Dimension 1 2. Calcul d’intégrales

Lemme: Soient A : H1psa; brq ˆ H1psa; brq ÝÑ R une application bilinéaire continue et
pu, vq P H1psa; brq ˆ H1psa; brq. On a alors

A
`
πhpuq, πhpvq˘ “ xAUUU,VVV y

où x‚, ‚y note le produit scalaire euclidien dans Rnq , A P MnqpRq, UUU P Rnq et VVV P Rnq

avec Ai ,j “ Apφj , φi q, UUU i “ upxi q et VVV i “ vpxi q.
☞ Preuve: on a

πhpuq def“
nqÿ

i“1

upxi qφi et πhpvq def“
nqÿ

i“1

vpxi qφi

A
`
πhpuq, πhpvq˘ “ A

` nqÿ

j“1

UUU jφj ,

nqÿ

i“1

VVV iφi

˘ “
nqÿ

i“1

` nqÿ

j“1
Apφj , φi qUUU j

˘
VVV i

“
nqÿ

i“1

` nqÿ

j“1

Ai ,jUUU j

˘
VVV i “

nqÿ

i“1

`
AUUU

˘
i
VVV i “ xAUUU,VVV y .

F.E.M.: épisode 0 [11 / 48] 2.1 Exercice 2. Calcul d’intégrales

On souhaite calculer par éléments finis P1-Lagrange

Apu, vq def“
ż b

a
upxqvpxqdx

Proposition: L’application A : H1psa; brq ˆ H1psa; brq ÝÑ R est bilinéaire continue.

☞ A démontrer en autonomie

Proposition: Si pu, vq P H2psa; brq ˆ H2psa; brq et h suffisament petit

DK ą 0, K KK h,
ˇ̌
Apu, vq ´ Apπhpuq, πhpvqqˇ̌ ď Kh2

☞ A démontrer en autonomie

F.E.M.: épisode 0 [12 / 48] 2.2 Intégrale de uv 2. Calcul d’intégrales



Définition: Matrice de masse

Soit M P Rnq la matrice définie par

Mi ,j “
ż b

a
φjpxqφi pxqdx , @pi , jq P v1, nqw2

Elle est appelée Matrice de masse

Apu, vq def“
ż b

a
upxqvpxqdx « Apπhpuq, πhpvqq “ xMUUU,VVV y

F.E.M.: épisode 0 [13 / 48] 2.2 Intégrale de uv 2. Calcul d’intégrales

Définition: Matrice de rigidité

Soit K P Rnq la matrice définie par

Ki ,j “
ż b

a
φ1
jpxqφ1

i pxqdx , @pi , jq P v1, nqw2

Elle est appelée Matrice de rigidité

Apu, vq def“
ż b

a
u1pxqv 1pxqdx « Apπhpuq1, πhpvq1q “ xKUUU,VVV y

F.E.M.: épisode 0 [14 / 48] 2.3 Intégrale de u1v 1 2. Calcul d’intégrales
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F.E.M.: épisode 0 [15 / 48] Dimension 1 3. Algorithmes d’assemblage

Assemblage de M P Rnq , matrice de Masse: @pi , jq P v1, nqw2,

Mi ,j “
ż b

a
φjpxqφi pxqdx “

nmeÿ

k“1

ż xk`1

xk

φjpxqφi pxqdx .

☞ φjφi “ 0 si |i ´ j | ą 1 ñ M tridiagonale! (uniquement en 1D)
☞ sur sxk , xk`1r, φi ‰ 0 ô i P tk , k ` 1u

F.E.M.: épisode 0 [16 / 48] 3.1 Matrice de Masse 3. Algorithmes d’assemblage



Mi ,j “
nmeÿ

k“1

ż xk`1

xk

φjpxqφi pxqdx .

Algorithme Naive finite element assembly algorithm (V1)

1: M Ð 0
2: Pour i Ð 1 to nq faire
3: Pour j Ð 1 to nq faire
4: Pour k Ð 1 to nme faire

5: Mi ,j Ð Mi ,j `
ż xk`1

xk

φjpxqφi pxqdx
6: Fin Pour
7: Fin Pour
8: Fin Pour

Algorithme Naive finite element assembly algorithm (V2)

1: M Ð 0
2: Pour k Ð 1 to nme faire
3: Pour i Ð 1 to nq faire
4: Pour j Ð 1 to nq faire

5: Mi ,j Ð Mi ,j `
ż xk`1

xk

φjpxqφi pxqdx
6: Fin Pour
7: Fin Pour
8: Fin Pour

F.E.M.: épisode 0 [17 / 48] 3.1 Matrice de Masse 3. Algorithmes d’assemblage

Mi ,j “
nmeÿ

k“1

ż xk`1

xk

φjpxqφi pxqdx .

☞ sur sxk , xk`1r, `
φi ‰ 0 ô i P tk , k ` 1u˘ et

`
φj ‰ 0 ô j P tk , k ` 1u˘

Algorithme Naive F.E. assembly algorithm (V2)

1: M Ð 0
2: Pour k Ð 1 to nme faire
3: Pour i Ð 1 to nq faire
4: Pour j Ð 1 to nq faire

5: Mi ,j Ð Mi ,j `
ż xk`1

xk

φjpxqφi pxqdx
6: Fin Pour
7: Fin Pour
8: Fin Pour

Algorithme Classical F.E. assembly algorithm (V1)

1: M Ð 0
2: Pour k Ð 1 to nme faire
3: Pour i Ð k to k ` 1 faire
4: Pour j Ð k to k ` 1 faire

5: Mi ,j Ð Mi ,j `
ż xk`1

xk

φjpxqφi pxqdx
6: Fin Pour
7: Fin Pour
8: Fin Pour

F.E.M.: épisode 0 [18 / 48] 3.1 Matrice de Masse 3. Algorithmes d’assemblage

Me,k def“
˜ şxk`1

xk
φkpxqφkpxqdx şxk`1

xk
φk`1pxqφkpxqdxşxk`1

xk
φkpxqφk`1pxqdx şxk`1

xk
φk`1pxqφk`1pxqdx .

¸
P M2pRq

Algorithme Classical F.E. assembly algorithm (V1)

1: M Ð 0
2: Pour k Ð 1 to nme faire
3: Pour i Ð k to k ` 1 faire
4: Pour j Ð k to k ` 1 faire

5: Mi ,j Ð Mi ,j `
ż xk`1

xk

φjpxqφi pxqdx
6: Fin Pour
7: Fin Pour
8: Fin Pour

Algorithme Classical F.E. assembly algorithm with ele-
mentary matrices (V1)

1: M Ð 0
2: Pour k Ð 1 to nme faire
3: Me,k Ð MasseElemp. . .q
4: I Ð k : k ` 1
5: Pour α Ð 1 to 2 faire
6: Pour β Ð 1 to 2 faire
7: MI pαq,I pβq Ð MI pαq,I pβq ` Me,k

α,β

8: Fin Pour
9: Fin Pour

10: Fin Pour

F.E.M.: épisode 0 [19 / 48] 3.1 Matrice de Masse 3. Algorithmes d’assemblage

k P v1, nmew, Me,k def“
˜ şxk`1

xk
φ2
kpxqdx şxk`1

xk
φk`1pxqφkpxqdxşxk`1

xk
φkpxqφk`1pxqdx şxk`1

xk
φ2
k`1pxqdx .

¸
P M2pRq.

On a @x P rxk ; xk`1s,

φkpxq “ ´x ´ xk`1

hk
et φk`1pxq “ x ´ xk

hk

‚ à la main, on calcule les intégrales ...
‚ Formule de quadrature de Simpson exacte pour les polynômes de R3rX s et

ż b

a
f pxqdx « b ´ a

6
`
f paq ` 4f pa ` b

2
q ` f pbq˘

ñ Me,k “ hk
6

ˆ
2 1
1 2

˙

‚ ou ...
F.E.M.: épisode 0 [20 / 48] 3.1 Matrice de Masse 3. Algorithmes d’assemblage



k P v1, nmew, Me,k def“
˜ şxk`1

xk
φ2
kpxqdx şxk`1

xk
φk`1pxqφkpxqdxşxk`1

xk
φkpxqφk`1pxqdx şxk`1

xk
φ2
k`1pxqdx .

¸
P M2pRq.

Utilisation de la formule magique (existe en dimension supérieure):

Lemme: Soient pα, βq P R2, α ă β, et λ0, λ1 dans R1rX s vérifiant

λ0pαq “ 1, λ0pβq “ 0 et λ1pαq “ 0, λ1pβq “ 1

Alors @pν0, ν1q P N2, on a

ż β

α
λν0

0 pxqλν1
1 pxqdx “ pβ ´ αq ν0!ν1!

p1 ` ν0 ` ν1q! . (1)

Application: pα, βq “ pxk , xk`1q, λ0 “ φk , λ1 “ φk`1

ñ Me,k “ hk
6

ˆ
2 1
1 2

˙

F.E.M.: épisode 0 [21 / 48] 3.1 Matrice de Masse 3. Algorithmes d’assemblage

Exo:
1 Ecrire une fonction Matlab/Octave Masse retournant la matrice de masse pour un

maillage donné pxi qnq
i“0.

2 Ecrire un programme permettant de tester/valider rapidement cette fonction.
3 Ecrire un programme permettant de vérifier que si u et v sont dans H2psa; brq alors

ˇ̌ ż b

a
upxqvpxqdx ´

ż b

a
πhpuqpxqπhpvqpxqdx ˇ̌ “ Oph2q

☞ Voir +ep00/Masse.m, +ep00/testMasse.m, +ep00/ordreMasse.m

F.E.M.: épisode 0 [22 / 48] 3.1 Matrice de Masse 3. Algorithmes d’assemblage

Ki ,j “
nmeÿ

k“1

ż xk`1

xk

φ1
jpxqφ1

i pxqdx .

☞ sur sxk , xk`1r, `
φ1
i ‰ 0 ô i P tk , k ` 1u˘ et

`
φ1
j ‰ 0 ô j P tk , k ` 1u˘

Algorithme Classical F.E. assembly algorithm (V1)

1: K Ð 0
2: Pour k Ð 1 to nme faire
3: Pour i Ð k to k ` 1 faire
4: Pour j Ð k to k ` 1 faire

5: Ki ,j Ð Ki ,j `
ż xk`1

xk

φ1
jpxqφ1

i pxqdx
6: Fin Pour
7: Fin Pour
8: Fin Pour

Ke,k

def“˜ şxk`1
xk

φ1
kφ

1
kdx

şxk`1
xk

φ1
k`1φ

1
kdxşxk`1

xk
φ1
kφ

1
k`1dx

şxk`1
xk

φ1
k`1φ

1
k`1dx .

¸

Sur rxk ; xk`1s, φ1
kpxq “ ´1

hk
et φ1

k`1pxq “ 1
hk

ñ Ke,k “ 1
hk

ˆ
1 ´1

´1 1

˙

F.E.M.: épisode 0 [23 / 48] 3.2 Matrice de Rigidité 3. Algorithmes d’assemblage

Ki ,j “
nmeÿ

k“1

ż xk`1

xk

φ1
jpxqφ1

i pxqdx .

Algorithme Classical F.E. assembly algorithm with ele-
mentary matrices (V1)

1: K Ð 0
2: Pour k Ð 1 to nme faire
3: Ke,k Ð RigiditeElemphkq
4: I Ð k : k ` 1
5: Pour α Ð 1 to 2 faire
6: Pour β Ð 1 to 2 faire
7: KI pαq,I pβq Ð KI pαq,I pβq ` Ke,k

α,β

8: Fin Pour
9: Fin Pour

10: Fin Pour

Ke,k “ 1
hk

ˆ
1 ´1

´1 1

˙

F.E.M.: épisode 0 [24 / 48] 3.2 Matrice de Rigidité 3. Algorithmes d’assemblage



Exo:
1 Ecrire la fonction Matlab/Octave Rigidite retournant la matrice de rigidité pour un

maillage donné pxi qnq
i“0.

2 Ecrire un programme permettant de tester/valider rapidement cette fonction.

☞ Voir +ep00/Rigidite.m, +ep00/testRigidite.m

F.E.M.: épisode 0 [25 / 48] 3.2 Matrice de Rigidité 3. Algorithmes d’assemblage
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5 Résolution B.V.P. : problème modèle (II)F.E.M.: épisode 0 [26 / 48] Dimension 1 4. Résolution B.V.P. (I)

Problème modèle (PM1): Trouver u solution de
$
&
%

´u2 ` νu “ f dans sa, br,
upaq “ ga
upbq “ gb

(PM1)

H1
ga,gb

psa; brq “ ␣
u P H1psa; brq t.q. upaq “ ga et upbq “ gb

(

H1
0psa; brq “ ␣

u P H1psa; brq t.q. upaq “ upbq “ 0
(

Problème variationnelle associé à (PM1): Trouver u P H1
ga,gb

psa; brq tel que

Apu, vq “ Lpvq, @v P H1
0psa; brq (PV1)

avec

Apu, vq “
ż b

a
u1v 1dx ` ν

ż b

a
uvdx et Lpvq “

ż b

a
fvdx

☞ Savoir établir cette formulation variationnelle (voir cours de Mr Vauchelet)
F.E.M.: épisode 0 [27 / 48] 4.1 Formulation variationnelle (I) 4. Résolution B.V.P. (I)

Trouver u P H1
ga,gb

psa; brq t.q. Apu, vq “ Lpvq, @v P H1
0psa; brq (PV1)

Theorem 1: Lax-Milgram

Soient V un espace de Hilbert sur R de norme }.}V , L : V ÝÑ R une application linéaire
continue et A : V ˆ V ÝÑ R une application bilinéaire continue.
Si A est V -elliptique (coercive), i.e. Dβ ą 0 tel que

@v P V , Apv , vq ě β }v}2
V

alors le problème :
trouver u P V : Apu, vq “ Lpvq, @v P V , (2)

admet une unique solution.

☞ Peut-on appliquer le théorème de Lax-Milgram à (PV1)?

F.E.M.: épisode 0 [28 / 48] 4.2 Résultats théoriques 4. Résolution B.V.P. (I)



Trouver u P H1
ga,gb

psa; brq t.q. Apu, vq “ Lpvq, @v P H1
0psa; brq (PV1)

✍ Relèvement: DR P H1psa; brq tel que Rpaq “ ga et Rpbq “ gb, par exemple, la fonction
affine:

Rpxq “ x ´ a

b ´ a
pgb ´ gaq ` ga.

On pose w
def“ u ´ R alors w P H1

0psa; brq et

Apu, vq “ Apw ` R, vq “ Apw , vq ` ApR, vq.

Formulation variationnelle avec relèvement associé à (PM1): Trouver w P H1
0psa; brq

tel que
Apw , vq “ LRpvq, @v P H1

0psa; brq (FVR1)

avec LRpvq “ Lpvq ´ ApR, vq.
☞ Le théorème de Lax-Milgram s’applique (FVR1)!

ùñ D!w P H1
0psa; brq sol. de (FVR1)

F.E.M.: épisode 0 [29 / 48] 4.2 Résultats théoriques 4. Résolution B.V.P. (I)

Soit R P H1psa; brq un relèvement tel que Rpaq “ ga et Rpbq “ gb.
w est alors l’unique solution (dépendent de R) de

Trouver w P H1
0psa; brq tel que

Apu, vq “ Lpvq ´ ApR, vq, @v P H1
0psa; brq (FVR1)

En posant u “ w ` R, on a u P H1
ga,gb

psa; brq et u est solution de

Trouver u P H1
ga,gb

psa; brq tel que

Apu, vq “ Lpvq, @v P H1
0psa; brq (PV1)

☞ On a donc existence d’une solution de (PV1)

Exo. Démontrer que (PV1) admet une unique solution.

F.E.M.: épisode 0 [30 / 48] 4.2 Résultats théoriques 4. Résolution B.V.P. (I)

Formulation variationnelle associé à (PM1): Trouver u P H1
ga,gb

psa; brq tel que

Apu, vq “ Lpvq, @v P H1
0psa; brq (PV1)

avec

Apu, vq “
ż b

a
u1v 1dx ` ν

ż b

a
uvdx et Lpvq “

ż b

a
fvdx

‚ pxi qnq
i“1 discrétisation de ra; bs : x1 “ a ă x2 ă x3 ă . . . ă xnq´1 ă xnq “ b

‚ V h, espace vectoriel des éléments finis P1-Lagrange:

V h “ Vect
`
φ0, . . . , φnq

˘ Ă H1psa; brq

Formulation variationnelle discrète: Trouver uh P Vh
ga,gb

def“ H1
ga,gb

psa; brq X Vh tel que

Apuh, vhq “ Lpvhq, @vh P Vh
0

def“ H1
0psa; brq X Vh. (FVD1)

F.E.M.: épisode 0 [31 / 48] 4.3 Formulation variationnelle discrète 4. Résolution B.V.P. (I)

‚ pxi qnq
i“1 discrétisation de ra; bs : x1 “ a ă x2 ă x3 ă . . . ă xnq´1 ă xnq “ b

‚ V h “ Vect
`
φ0, . . . , φnq

˘ Ă H1psa; brq

Formulation variationnelle discrète: Trouver uh P Vh
ga,gb

def“ H1
ga,gb

psa; brq X Vh tel que

Apuh, vhq “ Lpvhq, @vh P Vh
0

def“ H1
0psa; brq X Vh. (FVD1)

uh P V h
ga,gb

ô @x P ra; bs, uhpxq “ gaφ1pxq `
nq´1ÿ

i“2

inconnues

Uiφi pxq ` gbφnqpxq,

vh P V h
0 ô @x P ra; bs, vhpxq “

nq´1ÿ

i“2

Viφi pxq, Vi “ vhpxi q.

Proposition: V h et V h
0 muni du produit scalaire de H1psa; brq sont des espace de Hilbert

" V h
ga,gb

n’est pas un expace vectoriel
F.E.M.: épisode 0 [32 / 48] 4.3 Formulation variationnelle discrète 4. Résolution B.V.P. (I)



‚ pxi qnq
i“1 discrétisation de ra; bs : x1 “ a ă x2 ă x3 ă . . . ă xnq´1 ă xnq “ b

‚ V h “ Vect
`
φ0, . . . , φnq

˘ Ă H1psa; brq

Trouver uh P V h
ga,gb

t.q. Apuh, vhq “ Lpvhq, @vh P V h
0 . (FVD1)

Proposition: Le problème variationnel discret (FVD1) admet une unique solution.

✍ Preuve: similaire à celle du problème variationnel (PV1).
‚ V h

ga,gb
n’est pas un espace vectoriel : théo. de Lax-Milgram non applicable directement.

‚ Relèvement: DRh P V h tel que Rhpaq “ ga et Rhpbq “ gb, par ex.

Rhpxq “ gaφ1pxq ` gbφnqpxq.
‚ si uh P V h

ga,gb
alors wh

def“ uh ´ Rh P V h
0 .
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‚ pxi qnq
i“1 discrétisation de ra; bs : x1 “ a ă x2 ă x3 ă . . . ă xnq´1 ă xnq “ b

‚ V h “ Vect
`
φ0, . . . , φnq

˘ Ă H1psa; brq

Trouver uh P V h
ga,gb

t.q. Apuh, vhq “ Lpvhq, @vh P V h
0 . (FVD1)

Proposition: Le problème variationnel discret (FVD1) admet une unique solution.

✍ Preuve (suite):

F. V. discrète avec relèvement associé à (PM1): Trouver wh P V h
0 tel que

Apwh, vhq “ L̃pvhq def“ Lpvhq ´ ApRh, vhq, @vh P V h
0 . (FVRD1)

‚ Le théo. de Lax-Milgram s’applique:
ñ D!wh P V h

0 sol. de (FVRD1).
‚ uh “ wh ` Rh est une sol. de (FVD1). "rélèvement pas unique!
‚ L’unicité de uh se démontre comme pour (PV1).
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‚ pxi qnq
i“1 discrétisation de ra; bs : x1 “ a ă x2 ă x3 ă . . . ă xnq´1 ă xnq “ b

‚ V h “ Vect
`
φ1, . . . , φnq

˘
, V h

0 “ Vect
`
φ2, . . . , φnq´1

˘

vh P V h
0 ô @x P ra; bs, vhpxq “

nq´1ÿ

i“2

Viφi pxq, Vi “ vhpxi q.

Trouver uh P V h
ga,gb

t.q. Apuh, vhq “ Lpvhq, @vh P V h
0 . (FVD1)

Exo: Démontrer que (FVD1) est équivalent à

Trouver uh P V h
ga,gb

t.q. Apuh, φi q “ Lpφi q, @i P v2, nq ´ 1w. (3)

☞ A faire en autonomie
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Trouver uh P V h
ga,gb

t.q. Apuh, vhq “ Lpvhq, @vh P V h
0 . (FVD1)

uh P V h
ga,gb

ô @x P ra; bs, uhpxq “ gaφ1pxq `
nq´1ÿ

i“2

Uiφi pxq ` gbφnqpxq.

(FVD1) ô
"

Trouver uh P V h
ga,gb

t.q.
Apuh, φi q “ Lpφi q, @i P v2, nq ´ 1w. (3)

ô

$
’’&
’’%

Trouver uh P V h t.q.
uhpaq “ ga
Apuh, φi q “ Lpφi q, @i P v2, nq ´ 1w
uhpbq “ gb

ô

$
’’&
’’%

Trouver UUU P Rnq puh “ řnq
j“1 Ujφjqt.q.

U1 “ gařnq
j“1 Apφj , φi qUj “ Lpφi q, @i P v2, nq ´ 1w

U2 “ gb

(4)

☞ (4): nq inconnues, nq équations linéaires ô système linéaire.
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$
’’&
’’%

Trouver UUU P Rnq puh “ řnq
j“1 Ujφjqt.q.

U1 “ gařnq
j“1 Apφj , φi qUj “ Lpφi q, @i P v2, nq ´ 1w

U2 “ gb

(4)

‚ Calcul de Apφj , φi q : on note A P MnqpRq, A def“ K ` νM (K matrice de rigidité,M
matrice de masse)

Apφj , φi q “
ż b

a
φ1
jφ

1
idx ` ν

ż b

a
φjφidx “ Ai ,j (5)

‚ Calcul de Lpφi q “ şb
a f pxqφi pxqdx par formules de quadrature ou

Lpφi q « ccc i
def“

ż b

a
πhpf qpxqφi pxqdx “ xMFFF ,eee iy avec FFF “ pf px1q, . . . , f pxnqqqt

On note ccc “ MFFF .
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$
’’&
’’%

Trouver UUU P Rnq puh “ řnq
j“1 Ujφjqt.q.

U1 “ gařnq
j“1 Ai ,jUj “ ccc i , @i P v2, nq ´ 1w

U2 “ gb

(6)

est équivalent à

ÃUUU “ BBB ô

¨
˚̊
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
A2,1 . . . . . . A2,nq

...
...

Anq´1,1 . . . . . . Anq´1,nq

0 . . . 0 1

˛
‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̋

U1
U2
...

Unq´1
Unq

˛
‹‹‹‹‹‚

“

¨
˚̊
˚̊
˚̋

ga
c2
...

cnq´1
gb

˛
‹‹‹‹‹‚

(SL1)

Proposition Soient uh “ řnq
i“1 Uiφi P V h, UUU “ pUi qnq

i“1 sol. de (SL1) et u P H1psa; brq sol.
de (PV1). Si u P H2psa; brq alors

}u ´ uh}L2 “ Oph2q et }u ´ uh}H1 “ Ophq.
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ÃUUU “ BBB ô

¨
˚̊
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
A2,1 . . . . . . A2,nq

...
...

Anq´1,1 . . . . . . Anq´1,nq

0 . . . 0 1

˛
‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̋

U1
U2
...

Unq´1
Unq

˛
‹‹‹‹‹‚

“

¨
˚̊
˚̊
˚̋

ga
c2
...

cnq´1
gb

˛
‹‹‹‹‹‚

(SL1)

‚ A def“ K ` νM (K matrice de rigidité,M matrice de masse)
‚ ccc “ MFFF avec FFF “ pf px1q, . . . , f pxnqqqt

Exo. Ecrire une fonction solveBVP01 retournant le maillage et la solution du système
linéaire (SL1).
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Problème modèle (PM1): Trouver u solution de
$
&
%

´u2 ` νu “ f dans sa, br,
upaq “ ga
upbq “ gb

(PM1)

Test/Validation: on construit un problème avec une solution exacte suffisament régulière, par
ex. upxq “ cospxq.
On l’injecte ensuite dans (PM1) pour obtenir les données.
Avec a “ ´π{3, b “ π{4 et ν “ 1, on obtient

f pxq “ 2 cospxq, ga “ cosp´pi{3q, gb “ cospπ{4q.

Exo. Ecrire un programme BVP01 permettant de résoudre (PM1) par éléments finis P1-
Lagrange en utilisant le jeu de données précédent. On représentera la solution exacte et la
solution numérique.
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Problème modèle (PM1): Trouver u solution de
$
&
%

´u2 ` νu “ f dans sa, br,
upaq “ ga
upbq “ gb

(PM1)

Test/Validation: solution exacte upxq “ cospxq. Avec a “ ´π{3, b “ π{4 et ν “ 1,

f pxq “ 2 cospxq, ga “ cosp´pi{3q, gb “ cospπ{4q.

Rappel: Soient uh “ řnq
i“1 Uiφi P V h, UUU “ pUi qnq

i“1 sol. de (SL1) et u P H1psa; brq sol. de
(PV1). Si u P H2psa; brq alors

}u ´ uh}L2 “ Oph2q et }u ´ uh}H1 “ Ophq.

Exo. Ecrire un programme ordreBVP01 permettant de vérifier l’ordre de la méthode
numérique.
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A P MnqpRq, A def“ K ` νM (K matrice de rigidité,M matrice de masse)

Apφj , φi q “
ż b

a
φ1
jφ

1
idx ` ν

ż b

a
φjφidx “ Ai ,j (7)

A : H1psa; brq ˆ H1psa; brq ÝÑ R

pu, vq ÞÝÑ şb
a u

1pxqv 1pxqdx ` ν
şb
a upxqvpxqdx

A est une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive (si ν ą 0 par ex.).

coercive : DC ą 0 t.q. @v P H1psa; brq, Apv , vq ě C }v}2
H1

Exo. Démontrer que A est symétrique définie positive (S.D.P.).

☞ A faire en autonomie. Indication: étudier A : V h ˆ V h ÝÑ R ...
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A P MnqpRq, A def“ K ` νM (K matrice de rigidité,M matrice de masse)

ÃUUU “ BBB ô

¨
˚̊
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
A2,1 . . . . . . A2,nq

...
...

Anq´1,1 . . . . . . Anq´1,nq

0 . . . 0 1

˛
‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̋

U1
U2
...

Unq´1
Unq

˛
‹‹‹‹‹‚

“

¨
˚̊
˚̊
˚̋

ga
c2
...

cnq´1
gb

˛
‹‹‹‹‹‚

(SL1)

Remarque: La matrice Ã n’est pas symétrique! On a "perdu" le caractère symétrique
définie positive de la matrice A ce qui nous interdit alors l’usage de nombreuses méthodes
de résolution de systèmes linéaires ( Cholesky, gradient conjugué, ...)

☞ Mais on peut s’en relever et aboutir à un système linéaire équivalent dont la matrice est
S.D.P.
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Relèvement: Soit Rh P V h tel que Rhpaq “ ga et Rhpbq “ gb, par ex.

Rhpxq “ gaφ1pxq ` gbφnqpxq.

F. V. discrète avec relèvement associé à (PM1): Trouver wh P V h
0 tel que

Apwh, vhq “ L̃pvhq def“ Lpvhq ´ ApRh, vhq, @vh P V h
0 . (FVRD1)

(FVD1) ô
"

Trouver wh P V h
0 t.q.

Apwh, φi q “ L̃pφi q, @i P v2, nq ´ 1w.

ô

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

Trouver pWjqnq´1
j“2 pwh “

nq´1ÿ

j“2

Wjφjq t.q.

nq´1ÿ

j“2

Apφj , φi qWj “ Lpφi q ´ ApRh, φi q, @i P v2, nq ´ 1w
(8)

☞ (8): pnq ´ 2q inconnues, pnq ´ 2q équations linéaires ô système linéaire.
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Relèvement: Soit Rh P V h tel que Rhpaq “ ga et Rhpbq “ gb, par ex.

Rhpxq “ gaφ1pxq ` gbφnqpxq.

(FVD1) ô

$
’’’’’&
’’’’’%

Trouver pWjqnq´1
j“2 pwh “

nq´1ÿ

j“2

Wjφjq t.q.

nq´1ÿ

j“2

Apφj , φi qWj “ Lpφi q ´ ApRh, φi q, @i P v2, nq ´ 1w
(8)

Apφj , φi q “ Ai ,j , Lpφi q « pMFFF qi “ Mi ,:FFF et

ApRh, φi q “ xARRR,eee iy “ pARRRqi “ Ai ,:RRR avec RRR “ `
Rhpx1q, . . . ,Rhpxnqq˘t .

Soit I “ v2, nq ´ 1w, $
&
%

Trouver pWjqjPI t.q.ÿ

jPI
Ai ,jWj “ Mi ,:FFF ´ Ai ,:RRR, @i P I (9)
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I “ v2, nq ´ 1w.
$
&
%

Trouver pWjqjPI t.q.ÿ

jPI
Ai ,jWj “ Mi ,:FFF ´ Ai ,:RRR, @i P I (9)

En notant AI ,I P Mnq´2pRq la sous-matrice de A obtenue en ne gardant que les lignes et
colonnes dans I

"
Trouver WWW I P Rnq´2 t.q.

AI ,IWWW I “ MI ,:FFF ´ AI ,:RRR
(10)

Exo. Soit A P MnpRq symétrique définie positive et I Ă v1, nw un ensemble d’entiers
distincts 2 à 2. On note m “ cardpI q et B P MmpRq la sous-matrice de A définie par

@pi , jq P v1,mw2, Bi ,j “ AI piq,I pjq.

Démontrer que B est symétrique définie positive.

☞ A faire en autonomie
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Plan

1 Présentation et résultats

2 Calcul d’intégrales

3 Algorithmes d’assemblage

4 Résolution B.V.P. : problème modèle (I)

5 Résolution B.V.P. : problème modèle (II)
Formulation variationnelle (II)
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Problème modèle (PM2): Trouver u solution de
$
&
%

´u2 ` νu “ f dans sa, br,
upaq “ ga
u1pbq ` αupbq “ gb

(PM2)

Vga “ ␣
u P H1psa; brq t.q. upaq “ ga

(

V0 “ ␣
u P H1psa; brq t.q. upaq “ 0

(

Problème variationnelle associé à (PM2): Trouver u P Vga tel que

Apu, vq “ Lpvq, @v P V0 (PV1)

avec

Apu, vq “
ż b

a
u1v 1dx ` ν

ż b

a
uvdx ` αupbqvpbq et Lpvq “

ż b

a
fvdx ` gbvpbq

☞ Savoir établir cette formulation variationnelle (voir cours de Mr Vauchelet)
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