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Plan Maillage

@ Présentation et résultats

o z»‘

”'~a fﬂ—!

xx=a<xx<x3<...<Xp,1<Xy =b, avecng=N

o I = [xi; xk41], (mesh element) Vk € [1, nme] avec npe = N — 1,
o hyx = |lk| = xk+1 — xk longueur de 'intervalle I,

e h= max hg.
ke[[L“mcﬂ

Exo: Ecrire une fonction Matlab/Octave x= mesh1D(a,b,nq, ...) permettant de générer
les points (x;);%, non forcément uniformément distribués.

1. Présentation et résultats

F.E.M.: épisode 0 [3 /48] 1. Présentation et résultats F.E.M.: épisode 0 [4 / 48]




VI ={vec®([a bl R) t.q. Vk € [1,nme], vy, € Ri[X]}

h
eV

2y %, Xy 2,

Vh est un espace vectoriel et dim V" = n,.

Exo: Soit i € [1, ny]. Construire explicitement ¢; € V' tel que

pi(x;) = dij, Vje[l,q].

F.E.M.: épisode O

[5 / 48]

1. Présentation et résultats

H'(]a; b]) & {veLl?(ab[) tq. v/ e L?(Ja;b])}

e produit scalaire sur H!(]a; b[):

b b

{u, v = f v (x)v/(x)dx

a

u(x)v(x)dx + f

a

e norme induite:
1/2
Juli = <o, uyys

Proposition: L'espace de Sobolev H!(]a; b[) muni du produit scalaire (e, e);: est un
espace de Hilbert (espace vectoriel normé complet).

|

H?(Ja; b) = {v e H*(Ja; b[) t.q. v" € L?(]a; b[) }

produit scalaire: (u, v)p2 = (u, v + Sf u"(x)v"(x)dx, ...

F.E.M.: épisode O

[7 / 48]

1. Présentation et résultats

Exo: Soit i € [1, nq]. Construire explicitement ¢; € V" tel que ¢;(x;) = &, Vj € [1,q].

<. <€ Jt, 0,0 ¢
"
< 4
1 e - X d
N /A /
\ r o\ /
N /N /
\ / \\ /
N
/ \ /
O - - —:- s 4 s - ¢ ,
E'd
2 x 7€ A x x, X x, *,,
Iy 3 3 4 o T, R Loy . ’(n,-a et s ;1

X € [x1, %] x € bxim1,xi]
v . x € [xi; Xi41]
X € [x2, Xn, ] i+1

X;,tl X~ Xng—1
pilx) =4 T Py (x) = Oh"q* N
0

sinon

W supp 1 = [x1, %[, supp@; =]xi—1,Xi11[,  SUPP Pn, =]Xng—1, Xn, |

[ Lemme:{y;} ", est une base de V.

1 A démontrer en autonomie
F.E.M.: épisode 0 [6 / 48]

1. Présentation et résultats

mn : HY(Ja;b]) — VI )
u [ Wh(u)zz,’ilu(xi)‘ﬂi

On a donc

mh(u)(x) = Z u(x;)pi(x), Vx €la; bl.
i=1

Proposition: Si u e H?(]a; b|) alors

3C>0, C I h lu—mh(u)]z < CH "],
C>0, C I h, | = mn(u)] 2 < Ch|u"| 2,
3C>0, C I h, Ju = mn() g < Ch|u"] 2

F.E.M.: épisode 0 [8 / 48] 1. Présentation et résultats



Exo: Soit u(x) = cos(x), a = 0, b = 27 et ny = 7. On note (x;)}; un "maillage" de
I'intervale [a, b] obtenu avec la fonction meshlD. Ecrire un programme permettant de
représenter u et m,(u) (voir figure ci-dessous)

1
——mesh
—ux)
—— Tn(u)(x)

05

05

1. Présentation et résultats

-

(.

F.E.M.: épisode 0 [o / 48]
-
Lemme: Soient A : H'(]a; b[) x H'(]a; b[) — R une application bilinéaire continue et
(u,v) € H(Ja; b[) x H(]a; b[). On a alors
A (mh(u), mh(v)) = (AU, V)

ot (e, ) note le produit scalaire euclidien dans R", A e M, (R), U e R"™ et V € R™
avec Ajj = A(gj, i), Ui = u(xi) et V; = v(x;).

/

= Preuve: on a

n Nnq

Q

ma(u) =Y u(xi)pi et mh(v) =Y vxi)er
i=1 i=1
Almn(u),mn(v)) = A(D Ui, Y, Vigi) = > (D] Algj, 0i)Uj) Vi
=1 -1 -1 =1
AV, - X A0V - AUV,
-1 =1 -1

F.E.M.: épisode 0 2. Calcul d'intégrales

[11 / 48]

Plan

© Calcul d'intégrales

F.E.M.: épisode 0 2. Calcul d'intégrales

[10 / 48]

On souhaite calculer par éléments finis P;-Lagrange

b
Alu,v) d:EFJ u(x)v(x)dx

a

[ Proposition: L'application A : H(]a; b[) x H(]a; b[) —> R est bilinéaire continue.

15 A démontrer en autonomie

Proposition: Si (u,v) € H2(]a; b[) x H?(]a; b[) et h suffisament petit

IK >0, K AL h, | A(u,v) = A(mh(u), m(v))| < Kh®

1z A démontrer en autonomie

2. Calcul d'intégrales

F.E.M.: épisode 0O [12 / 48]




p
Définition: Matrice de masse

Vs

Définition: Matrice de rigidité

Soit M € R™ |a matrice définie par

b
Wiy = [ bgitde, w0 e a2

a

Elle est appelée Matrice de masse
_

Soit K € R™ la matrice définie par

b
Kij = | 0pi0de, (i) € [Lngl?

a

Elle est appelée Matrice de rigidité
(.

b
Alu,v) d=efJ u(x)v(x)dx ~ A(mp(u), mp(v)) = (MU, V)

a

F.E.M.: épisode 0 [13 / 48]

2. Calcul d'intégrales

Plan

© Algorithmes d'assemblage

F.E.M.: épisode O [15 / 48]

3. Algorithmes d'assemblage

def b
A(u,v) = J v () (x)dx ~ A(mp(u), mh(v)) = (KU, V)

F.E.M.: épisode 0 [14 / 48] 2. Calcul d'intégrales

Assemblage de M € R™, matrice de Masse: V(i) € [1, nq]?,

b Dme (Xpi1
Mi :f i (x)pi(x)dx = ZJ 0 (X)pi(x)dx.

a k=1"Y*k

1 X i+t

w i =0si|i—j|>1 = M tridiagonale! (uniquement en 1D)
W osur xe, xer1l, @i #0<ie{k k+1}

F.E.M.: épisode 0 [16 / 48] 3. Algorithmes d'assemblage



Ume Jxk+1

x)pi(x)dx.

Algorithme Naive finite element assembly algorithm (V1) Algorithme Naive finite element assembly algorithm (V2)

1: M<20 1:
2: Pour j < 1 to nq faire 2:
3:  Pour j < 1 to n, faire 3:
. 4:
5:

6:

7. Fin Pour 7:

8: Fin Pour 8

F.E.M.: épisode 0 [17 / 48]

o K def SXk+1
MeE = SXk+1

Ok (X)Prg1(x)dx

Pupde T

k+1

Xk+1

M0

Pour i < 1 to nq faire

Pour j — 1 to nq faire
Xk4+1
M;j < Mij + f j(x)pi(x)dx
Xk

Fin Pour
Fin Pour

3. Algorithmes d'assemblage

wr+1(xX)pK(x)dx
Cr1(X)@r+1(x)dx.

> € MQ(]R)

Algorithme Classical F.E. assembly algorithm with ele-

Algorithme Classical F.E. assembly algorithm (V1)

mentary matrices (V1)

M« 0
Pour k < 1 to ny, faire
Pour / < k to k + 1 faire
Pour j < k to k + 1 faire
MiJ(_MiJ+f

Xk

L A e

@

pj(X)pi(x)dx

Fin Pour
Fin Pour
8: Fin Pour

N

10:

1
2
3
4
Xk+1 5:
6
7
8
9

:M<0
: Pour k < 1 to ny, faire

Mk — MasseElem(. . .)

| —k:k+1

Pour o < 1 to 2 faire
Pour 3 « 1 to 2 faire

Mica.1(8) — Miay.1ca) + M

Fin Pour

Fin Pour

Fin Pour

F.E.M.: épisode 0 [19 / 48]

3. Algorithmes d'assemblage

B sur [xg, Xep[,

n Xk+1
Mij = >, J ©j(x)pi(x)dx.
k=1

(pi# 0= ic{k k+1}) et (p#0<je{kk+1})

Algorithme Naive F.E. assembly algorithm (V2)

Algorithme Classical F.E. assembly algorithm (V1)

1: M<0 ) 1: M<0
2: Pour k < 1 to ny, faire 2: Pour k «— 1 to np, faire
3:
4:
Xk+1
5: Mij < M;; +L o (x)pi(x)dx 5: M;j < M;j + 0; (X)pi(x)d
k
6: Fin Pour 6: Fin Pour Xk
7. Fin Pour 7. Fin Pour
8: Fin Pour 8: Fin Pour
F.E.M.: épisode 0 [18 / 48] 3. Algorithmes d’assemblage
o g (x)dx S ka1 (x) i (x)dx
kel g, MOk $o" ok * e Ms(R).
[[ meﬂ Sxk+1 SOk( )@k+1( )dX SX/«+1 90k+1(X)dX 2( )
On a ¥x € [xk; Xk+1],
X — X X — X
Pr(x) = = et pp(x) = T
hk hk

e a la main, on calcule les intégrales ...

e Formule de quadrature de Simpson exacte pour les polyndmes de R3[X] et

a+b

b —
J Flx)dx ~ 2 2 (F(a) + 4r(P 20y 1 7(0)

he (21
6 \1 2

= Mk =

e OUu ...

F.E.M.: épisode O 3. Algorithmes d'assemblage

[20 / 48]



SXk+1

ke II]'a nmeﬂv Me7k d:ef (Sxk-H

SXk+1

<pk(x)dx
r(x)prr1(x)dx

SXk+1

Utilisation de la formule magique (existe en dimension supérieure):

) s

e N
Lemme: Soient (o, 8) € R?, a < f3, et Ag, A1 dans Ry[X] vérifiant
Ao(a) =1,20(8) =0 et Ai(a) =0,M(B) =
Alors V(vg,v1) € IN?, on a
f AP ()N (x)dx = (8 — a) — 22 (1)
o 0 B (1+vp+u)!
N\ /
Application:  (a, B) = (Xk, Xk+1), Ao = Pk> A1 = Phr1

he (21
e,k:i
=M 6(1 2>

F.E.M.: épisode 0

[21 / 48]

fune  ~Xjq1
K= 2 | e
k=1+%

w5 sur |xi, xipal, (0 # 0= i€ {kk+1}) et (¢ #0<je {kk

Algorithme Classical F.E. assembly algorithm (V1)

1: K<0
2: Pour k < 1 to ny, faire SXHI Phpidx
3. Pour i “ ktok+1 faire_ SXHI PhPrr1dx
4 POUI’_] — k to k + 1 faire
Xk+1
5: Kij <« Kij +J W}(X)LP?(X)dX Sur [xk; Xk, @i (x)
Xk
6: Fin Pour
7. Fin Pour = Kk =
8: Fin Pour

F.E.M.: épisode 0

[23 / 48]

3. Algorithmes d’assemblage

+1})

Ke,k

def

SX*“ Fher 170
S dx.
Xk Phr1Phr19x

-1 1
= Tk et QOII<+1(X) = Fk

1/(1 -1
o \—1 1

3. Algorithmes d'assemblage

Exo:
@ Ecrire une fonction Matlab/Octave Masse retournant la matrice de masse pour un
maillage donné (x,-)?io.
@ Ecrire un programme permettant de tester/valider rapidement cette fonction.
© Ecrire un programme permettant de vérifier que si u et v sont dans H?(]a; b[) alors

[

)dx| = O(h?)

b
x)v(x)dx — J mp(u) (X)mh(v)(x

a

1= Voir +ep00,/Masse.m, +ep00/testMasse.m, +ep00/ordreMasse.m

F.E.M.: épisode 0 [22 / 48] 3. Algorithmes d’assemblage

Mme  ~Xpp1 , ,
Kij= Y f () (x)dx.
k=1YX

Algorithme Classical F.E. assembly algorithm with ele-
mentary matrices (V1)

K<20
Pour k < 1 to np, faire
K&k «— RigiditeElem (hy) 1 /1 -1
| — k:k+1 (—1 1 )
Pour o < 1 to 2 faire
Pour 3 « 1 to 2 faire
Kii5) < Kia,i9) + K&
Fin Pour
Fin Pour
Fin Pour

© o N RN

—
e

F.E.M.: épisode 0 [24 / 48] 3. Algorithmes d'assemblage



Exo:
@ Ecrire la fonction Matlab/Octave Rigidite retournant la matrice de rigidité pour un
maillage donné (x;)7%,.

@ Ecrire un programme permettant de tester/valider rapidement cette fonction.

w= Voir +ep00/Rigidite.m, +ep00/testRigidite.m

F.E.M.: épisode 0 [25 / 48]

3. Algorithmes d’assemblage

Probléme modéle (PM1): Trouver u solution de

—u"+vu =f dans]a, b,
u(a) = 8a (PM1)

Hg,g(aib) = {ueH(Jab]) ta. u(a) = ga et u(b) = g}
Hi(la;b[) = {ueH(a;b[) t.q. u(a) = u(b) = 0}

-

Probléme variationnelle associé a (PM1): Trouver u € H} _ (]a; b]) tel que

A(u,v) = L(v), Yv e H}(]a; b]) (PV1)

avec

b b b
A(u,v) = J u'vdx + I/J uvdx et L(v) = f fvdx
N a a R

wr Savoir établir cette formulation variationnelle (voir cours de Mr Vauchelet)

F.E.M.: épisode O [27 / 48]

4. Résolution B.V.P. (I)

Plan

@ Résolution B.V.P. : probléme modéle (1)

F.E.M.: épisode O [26 / 48] 4. Résolution B.V.P. (I)

Trouver u € Héa,gb(]a; b)) t.q. A(u,v) = L(v), Vv e H§(]a; b[) (PV1)

Theorem 1: Lax-Milgram

Soient V' un espace de Hilbert sur R de norme |.||,,, £: V — R une application linéaire
continue et A: V x V — R une application bilinéaire continue.
Si A est V-elliptique (coercive), i.e. 38 > 0 tel que

YveV, Alv,v)=gB|v[}

alors le probléme :
trouver ue V 1 A(u,v) = L(v), Vve V, (2)

admet une unique solution.

wr Peut-on appliquer le théoréme de Lax-Milgram a (PV1)?

F.E.M.: épisode 0 [28 / 48] 4. Résolution B.V.P. ()



Trouver u € Hémgb(]a; b)) t.q. A(u,v) = L(v), Yv e H§(]a; b[) (PV1)

#1 Relévement: IR € HY(]a; b[) tel que R(a) = g, et R(b) = g, par exemple, la fonction

affine:
X—a

b, (8~ &) + &

On pose w = u — R alors w € H}(]a; b[) et

A(u,v) = A(w + R,v) = A(w,v) + A(R, v).

R(x) =

Formulation variationnelle avec relévement associé a (PM1): Trouver w € H}(]a; b[)
tel que
A(w,v) = Lg(v), Vv e Hy(]a; b)

avec Lgr(v) = L(v) — A(R, v).

(FVR1)

1= | e théoreme de Lax-Milgram s'applique (FVR1)!
— Jlw e Hi(Ja; b[) sol. de (FVRI1)

F.E.M.: épisode 0 [29 / 48] 4. Résolution B.V.P. ()

e N

Formulation variationnelle associé a (PM1): Trouver u € Héa7gb(]a; b[) tel que

A(u,v) = L(v), Yv e H}(]a; b]) (PV1)
avec
b b b
A(u,v) = J u'v'dx + I/J uvdx et L(v) = f fudx

L a a a )

o (x;)i, discrétisation de [a;b] : xg =a < x2 <X3 < ... < Xp,—1 < Xn, = b

e V" espace vectoriel des éléments finis P1-Lagrange:

vh = Vect (0, ¢n,) © H'(]a; b[)
Formulation variationnelle discréte: Trouver uj, € Vhaﬁgb &« Héa,gb (Ja;b[) N V" tel que

A(up, vi) = L(vh), Yvp e V§ = Hi(Ja;b[) n V"

[31 / 48]

(FVD1)

F.E.M.: épisode 0 4. Résolution B.V.P. (I)

Soit R € H!(]a; b[) un relévement tel que R(a) = g, et R(b) = gp.
w est alors I'unique solution (dépendent de R) de

Trouver w € H}(]a; b[) tel que

A(u,v) = L(v) — A(R,v), Vv e H}(]a; b[) (FVR1)
En posant u = w + R, on a u € Hy, ,, (]a; b[) et u est solution de
" Trowver ue HY  (Ja; b) tel que )
A(u,v) = L(v), Yv e Hy(]a; b)) (PV1)

. v
w= On a donc existence d'une solution de (PV1)

Exo. Démontrer que (PV1) admet une unique solution.

F.E.M.: épisode 0 [30 / 48]

4. Résolution B.V.P. (1)

o (x;)i, discrétisation de [a;b] : xg = a < xp < X3 <...< Xp,—1 < Xn, = b
o VI = Vect (npo, . ,gpnq) c Hl(]a; b[)

. . . . N def
Formulation variationnelle discréte: Trouver u, e VP < H!

oo ga,gb(]a; b[) n VP tel que

A(up, vi) = L(vp), Vv e V5 E H(Ja;b[) A V. (FVD1)

ng—1 i ! l

up € VZ,gb < Vxelab], un(x) = gap1(x)+ Z Uipi(x) + gben, (X),
ne—1 i=2

veVe e Vxelabl, vi(x) = ) Vigi(x), Vi=va(x)
i—2

[ Proposition: V" et V{" muni du produit scalaire de H!(]a; b[) sont des espace de Hilbert ]

h ' :
A Vga.gb n'est pas un expace vectoriel

F.E.M.: épisode 0 [32 / 48]

4. Résolution B.V.P. ()



° (x,-)?il discrétisation de [a;b] 1 x1 =a <X < X3 < ... < Xp—1 < Xp, = b
o V= Vect (o, ..., ¢n) = H(]a; b])

E Trouver up € Vi,gb t.q. A(up, vi) = L(vp), Yvye V. (FVD1) ]
[ Proposition: Le probléme variationnel discret (FVD1) admet une unique solution. j

# Preuve: similaire a celle du probléme variationnel (PV1).
° Vgi;,gb n'est pas un espace vectoriel : théo. de Lax-Milgram non applicable directement.
e Relévement: 3Ry, € V" tel que Ry(a) = g, et Ry(b) = g, par ex.

Rh(x) = gap1(x) + 8bnq (X)-

. def
o siupe VI alors wy, = up — Ry e VY.

8a:8b

F.E.M.: épisode 0

[33 / 48]

4. Résolution B.V.P. (1)

o (x;)i2, discrétisation de [a;b] : x1 = a <X < X3 <...< Xpy—1 < Xp, = b

o Vh = Vect (cpl, ... 7@,,(1) , Voh = Vect (@27 ey go,,q_l)
ng—1
vy € Voh < Vxelab], vn(x) = Z Vipi(x), V;=vp(x;)
=2
e N
§ Trouver up € Vgi;,gb t.q.  A(up,vh) = L(vn), Yvp € VOh. (FVD1) )
Exo: Démontrer que (FVD1) est équivalent a
Trouver uj € Vz)gb t.q.  A(un, i) = L(¢i), Vie[2,nqg—1]. (3)

= A faire en autonomie

F.E.M.: épisode 0 [35 / 48] 4. Résolution B.V.P. ()

° (x,-)lr.’i1 discrétisation de [a;b] : x1 =a<x2 < X3 < ... < X1 < Xp, = b
o V= Vect (o, ..., ¢n,) = H(Ja; b])

E Trouver up, € Vi,gb t.q. A(up, vi) = L(vp), Yvye V. (FVD1) j
[ Proposition: Le probléme variationnel discret (FVD1) admet une unique solution. j
# Preuve (suite):
F. V. discréte avec relévement associé a (PM1): Trouver wj, € V{ tel que
A(wh, vi) = L(vi) E L(vh) — A(Rn, vi), Yvp € V. (FVRD1)

e Le théo. de Lax-Milgram s'applique:

= 3w, € V{ sol. de (FVRDL).
e up = wy + Ry est une sol. de (FVD1). Arélévement pas unique!
e L'unicité de up se démontre comme pour (PV1).

F.E.M.: épisode O [34 / 48] 4. Résolution B.V.P. (I)

(FVD1) }

E Trouver up € V! t.q.

g2.8b .A(Uh, Vh) = E(Vh), VVh € Voh.

ng—1

upe VP . < Vxelab], up(x) = gapi(x)+ Z Uigi(x) + 8b%nq ().
i=2

Trouver up € Vha, t.q.
(FVDl) = { A(Uh,go,')g =gb£(g0,'), Vie [[2, ng — 1]]. (3)
Trouver u, € Vh t.q.
- up(a) = &a
A(up, i) = L(¢i), Vie[2,nqg —1]
\ un(b) = gb
Trouver U € R™ (up, = X}/, Ujp))t.q.
U =g,
< S Aler )V = £(p1), Vi€ [2,ng — 1] )
U2 =g

w (4): ng inconnues, ny équations linéaires < systéme linéaire.
F.E.M.: épisode 0 [36 / 48]

4. Résolution B.V.P. ()



Trouver U e R™ (up, = Z;il Ujpjt.a.

Uln: 8a (4)
221 Alwj, pi)Up = L(gj), Vie[2,nq—1]
U= gp

o Calcul de A(yp;, ¢i) :

matrice de masse)

on note Ae M, (R), A LK+ oM (K matrice de rigidité,M

b b

pipidx + Vf pjpidx = Ajj (5)

a

Aty = |

a

e Calcul de L(p;) = Sf f(x)@i(x)dx par formules de quadrature ou

def

b
Llo) ~ ¢ ¥ j T(F)()@i(x)dx = (MF, e avec F = (F(x1), ... F(xn,)"

On note ¢ = MF.

F.E.M.: épisode 0

[37 / 48]

4. Résolution B.V.P. (1)

1 0o ... 0 Uy 8a
A271 e e Ag,nq U2 Co
AU=B < : . - (SL1)
Anq—l,l .. Anq—l,nq Unq—l Cnq—1
0 ... 0 1 Un, gb
e A¥K+uM (K matrice de rigidité,M matrice de masse)

e ¢ =MF avec F = (f(x1),...,f(xn,))"

Exo. Ecrire une fonction solveBVPO1 retournant le maillage et la solution du systéme
linéaire (SL1).

F.E.M.: épisode 0 [39 / 48] 4. Résolution B.V.P. ()

Trouver U e R™ (u, = 2}721 Ujpj)ta.

Ul = 8a (6)
Y AU =ci, Vie[2,ng — 1]
U = g
est équivalent a
1 0 RN 0 U1 8a
A2)1 e e Ag)nq U2 Co
AU=B < : C = (SL1)
Anq—l,l Anq—l,nq Unq—l Cnq—1
0 ... 0 1 Un, b
IS N

Proposition Soient u, = 310, Ujp; € VI, U = (U;)7; sol. de (SL1) et u e H(]a; b[) sol.
de (PV1). Si ue H?(]a; b[) alors

u— unll2 = O(F) et u— upllyn = O(h).

F.E.M.: épisode O [38 / 48] 4. Résolution B.V.P. (I)
N
Probléme modéle (PM1): Trouver u solution de
—u"+vu =f dans]a,b|,
u(a) =& (PM1)
u(b) =8
. v

Test/Validation: on construit un probléme avec une solution exacte suffisament réguliére, par
ex. u(x) = cos(x).

On l'injecte ensuite dans (PM1) pour obtenir les données.

Avec a = —7/3, b= 7/4 et v = 1, on obtient

f(x) = 2cos(x), g, = cos(—pi/3), gp = cos(n/4).

Exo. Ecrire un programme BVPO1 permettant de résoudre (PM1) par éléments finis P;-
Lagrange en utilisant le jeu de données précédent. On représentera la solution exacte et la
solution numeérique.

F.E.M.: épisode 0

[40 / 48]

4. Résolution B.V.P. ()



Probléme modéle (PM1): Trouver u solution de et

Ae My, (R), A=K+uvM (K matrice de rigidité,M matrice de masse)
—u"4+vu =f dans]a,bl, . .
u(a) = 8a (PM1) Ao ¢ ,J 1o dx J _
iPi) = ipiax +v woidx = Aj; 7
u(b) o (e 00) = | e | P J (7)
Test/Validation: solution exacte u(x) = cos(x). Avec a= —7/3, b=n/det v = 1, A HY(]ab[) x HY(Ja; b)) — R
(u,v) — Sg U (x)V'(x)dx + v Sg u(x)v(x)dx

f(x) = 2cos(x), g, = cos(—pi/3), gp = cos(n/4).
A est une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive (si v > 0 par ex.).

e N
Rappel: Soient uj, = Y./, Ujpi € V7, U = (U))]; sol. de (SL1) et u e H'(Ja; b]) sol. de coercive : 3C > 0t.q. Yve HY(Ja; ), A(v,v) = C|v|3s
(PV1). Si ue H2(]a; b[) alors
u—upl,2 = O(h?) et fu— upllgn = O(h). Exo. Démontrer que A est symétrique définie positive (S.D.P.).
N\ /

- = - . - - o = . h h .
Exo. Ecrire un programme ordreBVP0O1 permettant de vérifier I'ordre de la méthode A faire en autonomie. Indication: étudier A : V% x V R

numeérique.

F.E.M.: épisode O [41 / 48] 4. Résolution B.V.P. (1) F.E.M.: épisode O [42 / 48] 4. Résolution B.V.P. (I)

Relévement: Soit Ry € V" tel que Ry(a) = ga et Ry(b) = gp, par ex.

Ae Mp,(R), ALK+ M (K matrice de rigidité,M matrice de masse) Rn(x) = gap1(x) + &b, (X)-
1 0 oo 0 U]_ ga
Az A2 ng U o) F. V. discréte avec relévement associé a (PM1): Trouver w, € V' tel que
AU=B = = (SLl) < def h
Aanl,l Aanl,nq Uanl Crg—1 A(Wh, Vh) = E(vh) = [:(Vh) - A(Rh, Vh), Vvh € VO . (FVRD].)
0 0 1 Un, 8b (FVD1) < { Trouver wy € V{ t.q.
A(wh, i) = L(pi), Vi€ [2,nqg —1].
Remarque: La matrice A n'est pas symétriquel On a "perdu" le caractére symétrique T W1l B mat Weoo:
définie positive de la matrice A ce qui nous interdit alors I'usage de nombreuses méthodes rouver ( J)J'=2 (wy = Zz (i) ta.
de résolution de systémes linéaires ( Cholesky, gradient conjugué, ...) - ng—1 = 8)
1= Mais on peut s'en relever et aboutir a un systéeme linéaire équivalent dont la matrice est Z Alpj o)W = L(pi) = A(Rh. pi), Vi€ [2,nq —1]

S.D.P. i=2

1= (8): (nq — 2) inconnues, (ny — 2) équations linéaires < systéme linéaire.
F.E.M.: épisode 0 [43 / 48] 4. Résolution B.V.P. () F.E.M.: épisode 0 [44 / 48] 4. Résolution B.V.P. ()




Relévement: Soit R, € V" tel que Ry(a) = ga et Ry(b) = gb, par ex.

Ri(x) = gap1(X) + 8b¥ny ()

ng—1
Trouver (V\/J)Jni;l (wp = Z Wigj) ta.
(FVD1) = ng—1 i ®
Z A((,Oj;@&,‘)VVJ‘ = ﬁ(Wi) - A(RIN 99/')7 Vie [27 nq — 1]
j=

Algj, i) = Aij, L(pi) ~ (MF); = M; .F et
A(Rp, i) = (AR, &)y = (AR); = A; R avec R = (Ry(x1), ..., Ra(xn,))".

Soit [ =2, nq — 1],
Trouver (W))je; t.q.
D AW =M F—A R, Viel (9)

Jjel

F.E.M.: épisode 0

[45 / 48]

4. Résolution B.V.P. (1)

I =1[2,nq—1].
Trouver (W))je; t.q.
DA W =M .F —Ai.R, Vi€l (9)
jel

En notant A;; € Mp,_2(IR) la sous-matrice de A obtenue en ne gardant que les lignes et
colonnes dans /

{ Trouver W, e R"a2 t.q. (10)

AW, =M .F-A.R

Exo. Soit A € M,(R) symétrique définie positive et /| < [1,n] un ensemble d'entiers
distincts 2 @ 2. On note m = card(/) et B e Mp,(R) la sous-matrice de A définie par

V(i,j) e [1,m]?, Bij=Aii.i()-

Démontrer que B est symétrique définie positive.

= A faire en autonomie

F.E.M.: épisode O [46 / 48] 4. Résolution B.V.P. (I)

Plan

© Résolution B.V.P. : probléme modéle (I1)

F.E.M.: épisode 0

[47 / 48]

5. Résolution B.V.P. (II)

Probléme modéle (PM2): Trouver u solution de

—u" +vu =f dans |a, b,
u(a) = &a (PM2)
u(b) + au(b) =g
Ve, = {ue H(]a; b[) t.q. u(a) = 8}
Vo = {ueH'(]ab[) t.q. u(a) =0}
[ Probléme variationnelle associé a (PM2): Trouver u € Vg, tel que )
A(u,v) = L(v), Vve Wy (PV1)
avec
b b b
A(u,v) = f u'vdx + VJ uvdx + au(b)v(b) et L(v) = f fudx + gpv(b)
a a a )

1= Savoir établir cette formulation variationnelle (voir cours de Mr Vauchelet
F.E.M.: épisode 0 [48 / 48] 5. Résolution B.V.P. (II)




