Chapitre lll

Equations Diff erentiellesOrdinair es

Ce chapitreestconsace a la résolutionnumériqgued’'un sysemed’équationdifféerentiellesordi-

naires
vy =filt, iy, y1(to) = Yo,

: (0.2)
y;L :fn(t* Y1ye-- :yn)a yn(t0> = Yno-
En notationvectorielle,ce sysemes’écrit

v = flt,y),  ylto) = wo (0.2)
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1.1 Quelguesexemplestypiques

Pourdeséquationglifférentiellesd’'un intérétpratiqueontrouverarementa solutiony (t) exprimée
avecuneformule exacte.On estalorsobligé d'utiliser desméthodeswumériques.

Exemple 1.1 (modelede Lorenz) Uneéquationtréscelebreestcellede Lorenz(1979)

Y1 = —0y + oy y1(0) = —8
Yo = —yiys+ryn—v2  42(0) =8 (1.1)
Ys = Y192 — bys y3(0) =r—1

avec o = 10, r = 28 etb = 8/3. La solutionestchaotiquest ne devient jamaispériodique.Voici
la composante; (t) commefonctiondet surl’intervalle [0, 100].
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Les méthodesclassiquecommeles méthodesde Runge—Kutta (voir le paragraphéll.2) ou
les méthodesmultipas(paragraphell.5) nouspermettende trouver sansdifficultésdesbonnes
approximations.

La solution y(t) = (y1(t),y2(t). y5(t))" peutaussiétreinterpiette commeunecourbepara-
métrique dansl’espacelR® (avec parangtret). Leurs projectionssur le plan descomposantes
(y1,92) et (y1,y3) sontdessiesdansla figure lll.1. L'intervalle d’intégrationest [0, 25]. La
valeurinitiale estmarqleeparun point noir épais.

Ys

20

valeurinitiale 10

| |
-20 -10 0 10 20

FiG. Ill.1: Deuxvuesdela solution y(t) = (y1(t), y2(t),y3(t))" duprobemedeLorenz(1.1)
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Whenthe equationgepresenthe behaiour of a systemcontaininga numberof fastandslon
reactionsaforwardintegrationof theseequationdecomedlifficult. (H.H. Robertsorl966)

Exemple 1.2 (réactionschimiques) L'exemplesuivant de Robertson(1966) estdevenu célebre
commeéquationtestpourdesétudesnumériquegWilloughby 1974):1a réactionchimique

A 2% B (lente)
7
B+ B % C+B (tresrapide)
10

B+C — A+C (rapide)
conduitausysemed’équationdifférentiellesraides

A: yi = —0.04y; + 10*y2y3 y1(0) =1
B : vy = 0.04y; — 10%yys — 3 - 107y§ y2(0) =0 (1.2)
C: Yy = 3-107y3 y3(0) =

Si on utilise une méthodeclassiqugpar exemple,la méthodede Runge—Kitta DOPRI5) on est
obligé de prendredespasd’intégrationtres petits pour obtenirune approximationcorrecte(voir
la figurelll.2). Dansle paragraphll.9 nousétudieronglesméthodeswumériquesadapéesa ce
type de problemes(dontun repesentanestRADAUS). Ellesdonnentunegrandeprécisionavec
desgrandspasd’intégration.

v2 solutionRADAUS: 14 steps Tol= 10>

000036f " \

.000034 i
solutionDOPRI5:345steps;Tol= 102

- I B _3
000032 | transient 337steps;Tol= 10

\ \ \ \
.0 i 2 3 4 5

FiIG. 111.2: Solutionnumériguepour(1.2) obtenugparuneméthodeclassiquéDOPRIS5)etparune
méthodepourdeséquationgifférentiellegaides(RADAUS)

Exemple 1.3 (intégration a long terme du sysemeplanétaire) Commedernierexemple consi-
déronsle problemea N corpsqui estimportantaussibien dansl’astronomie(mouwementdes
plaretes)quedansla biologie moléculaire(mouvementdesatomes) Les équationssont

y =G Y m (1.3)
i v — il

ol y; € IR® estla position du i€¢me corps, m; samasse,et G la constantegravitationnelle.
En introduisantla vitessev; = y! commenou\elle variable,on obtientun sysemed’équations
differentiellespourlesy; etv; dedimension NV ou N estle nombredescorpsconsiceres.

Commeexempleconcret,consiceronsle mouvementde cing plaretesextérieuresautourdu
soleil (N = 6 corps)! La figurelll.3 montrela différenceentreuneméthodeclassiquegméthode
d’Euler explicite) etuneméthodeadapéea ce probleme;voir le paragraphdéll.10 pouruneexpli-
cation.

1La constante?, les massesn; estles valeursinitiales pour les positionset vitessessontdonréesdansle para-
graphel.2.3dulivre GeometridNumericallntegration de Hairer, Lubich & Wanner(2002).
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explicit Euler, A = 10 symplecticEuler, h = 100

FiG. 111.3: Solutionnumériquepour (1.3) obtenuepar une méthodeclassiqugméthoded’Euler
explicite) et paruneméthodeétudieeau paragraphdll.10

Avantdediscuterarésolutionmnumériquedesequationglifférentiellesnousrappelonsinthéo-
remesurl’existenceet!'unicit € dela solution(pourunedémonstrationyoir le coursd’Analysell).

Théoremel.4 Soit f(¢,y) unefonctioncontinimentdifférentiabledansun voisinage de (¢, vo)-
Alors, il existea > 0 tel quele problemey’ = f(t,v), y(ty) = yo posedeexactementinesolution
surlintervalle (ty — o, ty + «). O

1.2 Meéthodesde Runge-Kutta

Pourcalculeruneapproximatiordela solutionde

v = f(ty), y(to) = Yo (2.1)

surlintervallet,, T'|, on procddecommesuit: onsubdvise|t,, 7’| ensous-interallesd’extrémités
ty <t <...<ty=T,ondénoteh, = t,,; — t, etoncalculel'approximationy, =~ y(t,) par
uneformuledetype

Yn+1 = Yn + hnc:[)(tn: Yn,s hn) (22)

Unetelleformules’appelle‘'méthodeaun pas”,carle calculdey,, . ; utilise uniguementesvaleurs
hna tna Yn etnon hn—h tn—la Yn—15-- -+

M éthoded’Euler (1768).La méthodeda plussimpleest

y1 = yo + hf(to, yo)

(pour simplifier la notationnousconsiceronsuniquement
le premierpas(n = 0 dans(2.2)) et nousnotonsh, =
h). Elle estobtenueenrempla@ntla solutiony(t) parsa
tangenteau point (¢, yo). Le dessina droite montrela
solutionnumeériquepourle probleme

v =t*+y? y(—15)=—-14

etpourh = 1/4, h = 1/8, etc. On peutobsenrerla con-
vergenceversune fonction qui, commeon verradansle
paragraphdl.3, estla solutiondu probleme.
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Pourla dérivationd’autresméthodeswumeriquesjntégrons(2.1)det, aty + h

to+h
vt + ) =0t [ J(ry(m)dr. (2.3)

Sil'on remplacd’int égralede (2.3) parh f(to, 30), On obtientla méthoded’Euler. L'id éeévidente
estd’approchercetteintégraleparuneformule de quadratureyantun ordreplus élevé.

M éthode de Runge (1895). On prendla formule du point
milieu

yr

It It
y(to+h) = yo + hf(to + évy(t() + é))

etonremplacda valeurinconnuey(t, + h/2) parla méthode
d’Euler. Cecinousdonne

Iz h
Y1 =1yo+ hf(to + é,yo + §f(to,yo))-

AR
M éthodede Heun (1900). On prenduneformule de quadraturel’ordre 3
h 2h 2h
y(to+h) = yo+ Z(f(t07 Yo) +3f(to + ?7y(t0 + §)>) (2.4)

etonremplacda valeurinconnuey(t, + 2h/3) parl’approximationdela méthodede Runge.Ceci
nousdonne

Y1 ="Yo + Z(f(tmyo) + 3f(750 + %71/0 + 2—3hf(t0 + %; Yo + gf(tO: yo))))- (2.5)

En géréralisantcetteidéea uneformule de quadratureplus géréraleet enintroduisantia no-
tationk; = f(...) pourlesexpressionsle f(¢,y) qui apparaissenpn estconduita la définition
suivante(Kutta1901).

Définition 2.1 Uneméthodede Runge-Kutta a s étagesestdonréepar
ki = f(to, vo)
ko = f(to + c2h,yo + hax k)
ks = f(to + csh,yo + h(asik1 + asks))

(2.6)
ks - f(tO + Cshv Yo + h(aslkl + ...+ as,s—lks—l))
Y1 = Yo + h(biks + ... + bsks)
Ci | Q4
ol ¢;, a;;, b; sontdescoeficients.Onla representex I'aide du sthéma bJ
Exemples.Lesméthodedd’Euler, de Rungeetde Heunsontdonréespar lestableauxsuivants:
0
0 1/311/3
0 1/2]1/2 2/3|1 0 2/3
1 ‘ 0 1 ‘ 1/4 0 3/4
Par la suitenoussupposerontujoursquelesc; satisfont
i—1
61:0, Ci:Zaija i:2,...,8. (27)
j=1

Cecisignifiequek; = f(to + ¢;h, y(to + ¢;h)) + O(h?). Nousétendonsnaintenanta notionde
I'ordre (voir la Définition 1.1.2 pourlesformulesde quadratureaux méthodesie Runge-Kutta.
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Définition 2.2 On dit quela méthode(2.6) a I'ordre p si, pour chaqueproblemey’ = f(t,vy),
y(to) = yo (avecf(t,y) sufisammentifféerentiable),’err eur aprésun passatisfait

y1 —y(to + h) = OB pour h — 0. (2.8)
La difference(2.8) s’appelleerreurlocaledela méthode
La méthoded’Euler estuneméthoded’ordrep = 1, car
y(to+ h) = yo + hy'(to) + O(h*) = yo + hf(to. yo) + O(h*) = y1 + O(h?).

La méthodede Rungeestbasesurla formule du point milieu qui estuneformule de quadrature
d’ordre2:
h h 3
y(to+h) =yo + hf(to +5yto + 5)) +0(h%).

Enrempla@nty(t, + h/2) parlavaleury, + (h/2) f (to, yo) dela méthoded’Euler, on ajouteun
termed’erreurqui estde O(h3) graceaufacteurh devant f. Ainsi, cetteméthodeal'ordre p = 2.
Dela mémemankereon voit quela méthodedeHeunal’ordre p = 3.

Pourconstruiredesméthodesi’ordreplusélevé, il fautdéveloppena solutionexactey(t, + h)
et la solutionnumériquey, = y;(h) ensérie de Taylor autourde h = (0. Une comparaisordes
coeficientsde 2’ pouri = 1,...,p donnedesconditionspour les parangtresa;; etb;. Lidée
estsimple, maisl'exécutionde ce plan estloin d’étretriviale (8 conditionspour 'ordre p = 4,
200 pourp = 8 et 1205 pourp = 10). Mais c’estde cettemanirequeKutta(1901)atrouve des
méthodes’ordre4. Lespluscélebressontdonréesdande tableaull.1. Celledegauchesstbase
surla formule de Simpson/'autre surla formule de quadraturele Newton.

TAB. Ill.1: MéthodesleKutta(1901)

0 0
1/2 | 1/2 /31 1/3
/2| 0 1/2 2/3 | -1/3 1
1 0 0 1 1 1 -1 1
1/6 2/6 2/6 1/6 1/8 3/8 3/8 1/8
“La” méthodede Runge-Kutta regle3/8

Les méthodesle Runge-Kutta, qui sontactuellementes plus utilisées,ont éte construitesau-
tour de 1980parDormandet Prince(Angleterre).Pourdesméthodesi’ordrep = 5 avecs = 6 et
d’ordrep = 8 avecs = 12, desprogrammesnformatiquesDOPRI5et DOP853sontdisponibles
surla pageinternet<http://www.unige.chi-hairer-.

Expériencenumérique. Consiceronsles cing méthodes/uesjusqu'a maintenan{Euler, Runge,
Heunet les deux méthodesdu tableaulll.1 de Kutta) et comparondeurs performancegpour le
probleme(équationvanderPol)

Y1 =y y1(0) = 2.00861986087484313650940188
yo=0—yy—y  y(0)=0.
La valeurinitiale estchoisiepourquela solutionsoit périodiquede période
T = 6.6632868593231301896996820305.

Nous subdvisonsl’intervalle [0, 7] enn partieséquidistante®t appliquonsn fois la méthode.
L'erreuralafin del'intervalle estalorsdessieenfonctiondu travail (hnombretotal d’évaluations
de f) danslafigurelll.4.

(2.9)
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———————————— RK classiqudtableaulll.1, agauche)
regle3/8 deKutta(tableaulll.1, adroite)

FIG. lll.4: Erreurglobaleenfonctiondutravail numérique

Commedansla fig. .4 (intégrationnumérique),on peutconstatequelog,,(err) dépendiné-
airementelog,,(fe) etquecettedroite estde pente—p, ol p estl’'ordre dela méthode Il estdonc
importantd’utiliser desméthodegl’ordre élevé.

1.3 Convergencedesméthodesde Runge-Kutta

Dansla figure Ill.4, on a constaé que pour un calcul avec despasconstants/erreur globale
secomportecommelog,,(err) ~ Cy — p - log,,(fe), ce qui estéquivalentaerr ~ C;(fe)™? ~
Cyh?. Cecimontrequela solutionnumeériquecorverge versla solutionexactesi h — (0. Dansce
paragraphenjousallonsdémontrercerésultat.

Nousappliquonsuneméthodea un pas

Yn+1 = Yn + hnq)<tn~ Yns hn) (31)

auneéquationdifféerentielley’ = f(t,y), y(to) = yo, €tNOuscherchons estimen’ erreur globale
y(tn) — Yn-

Théoreme3.1 Soity(¢) la solutionde y' = f(t,y), y(to) = yo SUr [to, T']. Supposongue

a) I'erreurlocale satisfass@ourt € [ty, T] eth < hpax

ly(t+h) —y(t) — h®(t,y(t), )| < C - AP (3.2)

b) la fonction®(¢, y, h) satisfasseineconditionde Lipschitz
[D(t, y. h) = (¢, 2, h)[| < A-ly — z]] (3.3)
pourh < hyax €t (t,y), (¢, z) dansunvoisingge dela solution.
Alors, I'erreur globaleadmetpour ¢, < 7' I'estimation
¢ A(tn—t
ly(ta) = yull < B7 - (A7) — 1) (3.4)

ou h = max; h;, sousla conditionqueh soitsufisammenpetit.
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y(tn)
solutionexacte E,=e,

Yo En—l

méthodede Runge-Kutta

to t1 to i3 ty =T
FIG. I1.5: Estimationdel'erreur globale

Démonstation. L'id ée estd’étudierlinfluence de I'erreur locale, commiseau i€M€ pas, sur
I'approximationy,,. Ensuite,onvaadditionnelleserreursaccumuées.

Propagationdel'erreur. Soient{y, } et{z,} deuxsolutionsnumériquesobtenuegar(3.1) avec
pour valeursinitiales y, et z,, respecttement. En utilisant la conditionde Lipschitz (3.3), leur
différencepeutétreestimeecomme

lyn+1 = 2asall < N = 2all + RaAllyn = zull = (U4 Rl lyn = 2all < €™y — 2all- (3.5)

Récursvement,on obtientalors

lyn = zall < elmothoelmmsh ey, — 2| = AT ly; — ).
etl'erreur propage E; (voir la figurelll.5) satisit
1B < eMm=les|| < CREX M), (3.6)

Accumulatiordeserreurs propagées.L’in égali€ du triangleetI'estimation(3.6) nousdonnent

ly(tn) — ynll < Z | £l < C'Z hf+lleA tn—ti) eAtn—1)

< C’hp<h Min=t) by et p )

tn

fo to by to ... tp-1 L,

<Cw / M=) — Cpp—_eAtn=)
to A

_ CTh(eA(tn—to) _ 1)‘

Cetteestimationmontreque,pour h sufisammenipetit, la solutionnumériquene sortpasdu
voisinageou ¢ satishit a uneconditionde Lipschitz. Cecijustifie lesestimationglans(3.5). O

Supposonsnaintenantjue (3.1) repesenteune méthodede Runge-Kutta et vérifionsles hy-
pothesesdu theoemeprécedent.La condition(3.2) estsatishite pouruneméthoded’ordre p (par
définitiondel'ordre). Il restea vérifier la conditionde Lipschitz(3.3) pourla fonction

O(t,y, h Zb ki(y (3.7)

ol ki(y) = f(t+ cih,y +h 3 aiki(y)) -
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Lemme 3.2 Si f(t,y) satisfaituneconditionde Lipschitz || f(t,y) — f(t,2)|| < L|ly — z|| dans
unvoisingge dela solutionde y' = f(¢,y), 'expression®(t, y, h) de(3.7) vérifie (3.3) avec

A= L(Z 03] + (rma L) - [biaij| + (anax L)* D [bictigael + - ). (3.8)
1 1,]

4,5,k
Démonstation. La conditiondeLipschitzpour f(¢,y) appliqueea k;(y) — k;(z) nousdonne

1B1(y) = k()| = IF () = f(t 2) || < Ly — =]
1k2(y) = k2 (2)[| < Llly — 2 + han (ki(y) — k1(2)) || < L1+ hmax Llaz|) ||y — 2|

etc. Cesestimationsnsereesdans

[B(t, y, h) = (2, 2, h)|| < Z [0i] - W[Fi(y) — k(2]

i=1

impliquent(3.3)avec A donre par(3.8). O

1.4 Un programmea pasvariables

Pourrésoudreun problemeréaliste,un calcula pasconstant®stengéréralinefficace.Mais com-
mentchoisirla division? L'id eeestde choisirles pasafin quel'erreur locale soit partouterviron
egalea Tol (fourni parl'utilisateur). A cettefin, il fautconnatre uneestimationdel’erreurlocale.
Inspiré par le programmeTEGRAL pour I'int égrationnumérique (voir le paragraphd.6), nous
construisonsinedeuxememéthodede Runge-Kittaavecy; commeapproximatiomumeérique et
nousutilisonsla différencey; — y; commeestimationdel’erreur localedu moinsbonrésultat.

Méthode embdtée. Soit donree une méthoded’ordre p a s étagegcoeficientsc;, a;;, b;). On
chercheuneapproximatiory; d’ordrep < p qui utilise lesmémesévaluationgde f, c.-a-d.,

U1 = yo + h(biky + ... + byky)

ou lesk; sontdonresparla méthode(2.6). Pouravoir plusdeliberte, on ajoutesouventun terme
avec f(z1, 1), qu'il fautentouscascalculerpourle passuivant,eton cherchey; delaforme

Ui :yo+h(51k?1+---+Bsk’s+gs+1f(xlayl)>- (4.1)

Exemple. Pourla méthodede Runge,base surla regle du point milieu, on peutprendrela
méthoded’Euler commeméthodeembatée. L'expressiorerr = h(ky — k1) estdoncuneapproxi-
mationdel'erreurlocale(pourla méthoded’Euler).

Pouruneméthodegérérale,il fautdévelopperesk; et f(z1, y1) ensériede Tayloretcomparer
avecla solutionexacte. Commelesc; etlesa,; sontdéja connus,on obtientun sysemelinéaire
pourle b;.

En faisantce calcul pourla méthode‘regle3/8” (ordrep = 4, tableaulll.1), les coeficients
d’'uneméthodeembdtéeavecp = 3 sont

Elzbl_i 52:62+g 53:193—% 54:64—§ 55157 (4.2)

etavecc = 1 onobtientdonc
err = % (—k’l + 3ky — 3]{?3 — 3ky + 4f(l‘1, y1)> (43)

commeestimationdel’erreur locale.
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Calcul du h “optimal”.  Sil'on appliquela méthodeavecunecertainevaleurh, I'estimationde
I'erreur satishit (p < p)

Y1 — @1 = (yl — y(to + h)) + (y(to + h) — g1> = O(hp+1) + O(h§+1) = C . hI/;Jrl. (44)
Le h “optimal”, noté parhopt, estceluiou cetteestimationestprochede Tol:
Tol ~ C - hight. (4.5)

EnéliminantC de(4.4)etde(4.5),onobtient

p+1 Tol
hopt=0.9-h- | ———. (4.6)
lyr — 71|

Le facteur(0.9 estajout pourrendrele programmeplus siir. En géréral on suposeen plus une
restrictiondutype0.2h < hopt < 5h poureéviterdesgrandes/ariationsdansh.
Pourla normedans(4.6) on utilise engéréral

| Dy — Ui 2 N .
lyr — 0l = J - ;<T> ou  sG =1+ max(|yiol,|yil) (4.7)

(vi0, vi1, Un estla i®M€ composantale v, y1, 71, respectiement). Ceci repesenteun mélange
entreerreurrelative et erreurabsolue.

N

acceptedtepsizes

. initial i

o

i
~—— exactlocal error

FIG. ll.6: Selectiondu pas,Tol = 10~4, 96 pasaccepés+ 32 pasrejees
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Algorithme pour la sélection automatique du pas. Au dékut, l'utilisateur fournit un sous-
programmequi calculela valeurde f (¢, y), lesvaleursinitialest, y, etun premierchoix de h.
A) Avech, calculeryy, err = |jy; — 71| ethoptde(4.6).
B) If err<Tol (lepasestaccepg) then
to:=to+h, yo:=wy, h:=min(hopt,tend— to)
else (le pasestrejei)
h:= hopt
endif
C) Sity = tengOnaterming, sinononrecommencen (A) eton calculele passuivant.

Exemplenumérique. Cetalgorithmeaété programné (enutilisantla“regle3/8” etl'estimation
del’erreur (4.3)) etil aéte appligLé auprobleme(uneréactionchimique,le “Brusselator”)

vi=1+yiy—4y yi(0) =15
Yo = 301 — Y1 ¥ y2(0) = 3
surl'intervalle [0, 20]. LesrésultatsobtenusavecTol = 10~ sontprésenésdansla figurelll.6 :

i) enhaut,lesdeuxcomposantedela solutionavectousles pasaccepés;

i) aumilieu lespas;lespasaccepésétantreliés,lespasrejeesétantindiquéspar x;

iii) lesdessindu basmontrel’estimationde I'erreur localeerr, ainsiqueles valeursexactesde
I'erreurlocaleetdel’erreur globale.

(4.8)

1.5 Meéthodesmultipas (multistep methods)

Déja longtempsavantla parutiondespremeresméthodesde Runge-Kitta, J.C. Adamsa résolu
numeriquementeséquationglifférentielleq 1855, publié dansun livre de Bashforth1883). Son
idéeétaitd’utiliser I'information de plusieurspasprecedentgen particuliery,,, v, 1, - -, Yn_x+1)
pour obtenir une approximationprécisede y(¢,,.1). C’estla raisonpour laguellecesméthodes
s’appellentaujourd’huiméthodesnultipas(contrairemenaux méthodesa un pas).

Méthodesd’Adams explicites.  Soit donreeunedivisionty, < ... < t, < t,41 < ... de
I'intervalle sur lequelon cherchea résoudrd’ équationdifférentielley’ = f(¢,y) et supposons
gu’on connaissalesapproximationsy,,, ¥,_1, - - ., ¥n_r+1 dela solution pour k& pasconscutifs
(y; = y(t;)). Commepour la dérivation desméthodesde Runge-Kitta, on integrel’ @quation
différentiellepourobtenir

tnt1

y(tnﬂ) = y(tn) + ’ f(Tv y(T)) dr. (5.1)

n

Mais, aulieu d’appliqgueruneformule de quadraturestandardh I'int égralede (5.1), on remplace
f(t,y(t)) parle polyndmep(t) dedegré k — 1 qui satiskit (on utilise I'abréviation f; = f(¢;,y;))

p(t;) = [

pour

L'approximationdey(t,) estalorsdéfiniepar

t71—k+1 s tn—l tn tn+1

tn+l

Yntl = Yn + p(T) dr. (5.2)

in
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Sil'on repésentde polyndmep(t) parla formulede Newton (voir le paragraphdl.1)

k=1 j-—1

p() =3 (TIt=ta i) -0 fltnstn 1, o] (5.3)
§j=0 =0
la méthode(5.2) devient
k-1 tn+1 J=1 .
st =gt S ([ TL = tami) dE) 07ttt (5.4)
j=0 Yt =0

Caseéquidistant. Dansla situationt; = t, + jh lesdifféerencesliviséespeuventétreécritessous
laforme ,
V7 [
jthi
ouV'f, = s Vin=fo— fo1, Vfu =V (Vf) = fo—2fn_1 + fau_a, ... SoOntlesdifferences
finiesrégressivega distinguerdesdifférencediniesprogressiesA f,, = f.4+1 — f.). Laformule
(5.4)devientalors(posert = t,, + sh)

& fltnstn1, - s tny] = (5.5)

k—1
Yn+1 = Yn +h Z ’Yjvjfn (56)
j=0
ou .
Q=g Lis+j—1
= + d=/ . ) ds. 5.7
=g [ o= [1(7777as )

Lespremierscoeficientsy; sontdonrésdansle tableaulll.2.

TAB. lIl.2: Coeficientspourlesméthodes’Adamsexplicites

ilo 1 2 3 4 5 6 7 8
11 l 3 § E ﬁ 19087 5257 1070017
Vi 2 12 8 720 288 60480 17280 3628800

Descasparticulierssont:
k=1: Yni1l = Yn + hfn (méthoded’Euler)
3 1
k=2: yn+1*yn+h(§fn_§fnfl)
23 16 5
k=31 Yori =y +h(She— fot + 13fa2)
55 59 37 9
4: Yn+1 = Yn + h(ﬂfn - ﬂfnfl + ﬁfan - ﬁfn73>-
Si I'on veut appliquercetteméthode(par exempleavec k = 3) ala résolutiondey’ = f(t,y),
y(to) = vo, il fautconnatre trois approximationsnitialesy,, y; ety,. Ensuite,on peututiliser la
formulerécursvementpour calculerys, 34, etc. Adamsa calcuk la série de Taylor de la solution

exacte (autourde la valeurinitiale) pour déterminerles approximationsnitiales qui manquent.
Evidemmentpn peutaussilesobtenirparuneméthodea un pas.

k

Remagque Danslaconstructiordela méthodg(5.4),onautiliséle polynomed’interpolationp(t)
en-dehorglelintervalle [¢,_x11, t,]. Onsaitbien(voir le chapitrell) quececipeutprovoquerde
grandesrreurs.La modificationsuivanteestaussiduea J.C.Adams(1855).
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Méthodesd’Adams implicites.  L'id ée estde consicererle polyndbme p*(t) de degré k qui
satishsse

p(t;) = f; pour j=n+1lnn—-1,....n—k+1 (5.8)
(attention:f,,+1 = f(t.+1, yns1) €Stencorenconnu)et de définir Fapproximationnumériquepar
tn+1

tn
Commeprecedemmentla formulede Newtondonne
k Jj—1

p (1) = 3 (T10 ~ tacisr)) - 8 fltwsr, b, ta i (5.10)
7=0 =0
etla méthodedevient
k tni1 1 .
Yn+1 = Yn + Z(Z H(t - tn—i—H) dt) - 5]f[tn+1a tn: o 7tn—j+1]- (511)
j=0 “In =0
Pourle caséquidistantpna
k
Ynt1 = Yn + 1YYV fri (5.12)
j=0
ou lescoeficientsy; sontdonréspar(voir tableaull.3)
1 1] Lls+j—2
e 1 d:/ ds. 5.13
v; j!/o g(z +s)ds ; < ; s ( )

TAB. lI1.3: Coeficientspourlesméthodesd’Adamsimplicites

ilo 1 2 3 4 5 6 7 8
Ly L 1 1 19 3 83 275 33953
7 2 12 24 720 160 60480 24192 3628800

Descasparticulierssont:
k=0: Ynt1 = Yn + Pfni1 = Yn + Bf (tni1, Yns1)
k=1: Ynt+1 = Yn + h(%fnﬂ + %fn)
F=20 Y= yo+h(Sfuss + S fa— 15fac1)
F=3:  Yri = Yo+ h(shfuss + 51fa — oifact + 52 fa2):
Chacuneale cesformulesrepésentauneéquatiomonlinéairepoury,, .1, dela forme

Ynt1l = M + hﬁf(tn—i-lv yn+l) (514)

(parexemple,pourk = 2onapg = 5/12 etn, = y, + h(8f, — fn_1)/12). On peutrésoudrece
sysemeparles méthodeglu chapitreVl (méthodede Newton) ou simplemengparla méthodedes
approximationsuccessies.

M éthodespreédicteur-correcteur  La solutionde (5.14) estelle-mémeseulementine approx-
imationde y(t,4+1). Ainsi, il n’estpasimportantde résoudreg5.14) & unetrésgrandeprécision.
L'id éeestde calculerune premiere approximatiornpar une méthodeexplicite et de corrigercette
valeur (uneou plusieursfois) parla formule (5.14). Avec cetalgorithme,un pasde la méthode
prendla forme suivante:
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P: oncalculele prédicteurg, .1 = yn+h 7= v;V/ f, parlaméthoded’ Adamsexplicite; 7,1
estdéja uneapproximatiorde y(t,,+1);

E: evaluationdela fonction: oncalculef, ; = f(tns1s Una1);

C: l'approximationcorrigéeestalorsdonréepary, 1 = 1, + hB3 1]

E: calculerf, .1 = f(tns1, Ynt1)-

Cette proccdure,gu’on denote PECE, estla plus utilisée. D’autrespossibilits sont: de faire
plusieursttérations parexemplePECECE pu d’omettrela dernereévaluationde f (c.-a-d. PEC)
etdeprendref,,; alaplacede f,.; pourle passuiant.

M éthodesBDF (backward differ entiation formulas). Au lieu detravailler avecun polyndme
qui passeparles f;, on consicerele polyndmeg(t) dedegré k, défini par

Vo, t
a(t;) = y; 9(t) Yo v Yni
pour Yn—k+1

j=n+1ln,....n—k+1

etondéterminey,,.,; defagntelle que bo—kt1 - - ther tp o

q/(tn+1) = f(tng1. q(tns1))- (5.15)
Commedans(5.10),la formule de Newtondonne

E j—1

g(t) = 3 (TI(t = ta-i+1)) - 6Yltnststns - tnjisa]- (5.16)

§j=0 i=0

Chaquetermede cettesommecontientle facteur(t — t,,,1). Alors, on calculefacilementy’(¢,,.1)
eton obtient

k 7j—1 4
Z( [Tt - tn—z‘ﬂ)) Y[t tns st jia] = f(tara, Ynt)- (5.17)

j=1 i=1

Pourle caséquidistantcetteformule devient (utiliser (5.5))

k
1.
Z ;vjynle = hfn+1- (518)
Jj=1

Descasparticulierssont:

kE=1: Yn+1 — Yn = thH-l

3 1

k=2: iyn+l - Zyn + Eyn—l = hfn+l
11 3 1

k=3: 5 Y+l — 3Yn + 3Un-17 3Yn2= hfns1
25

4 1
k=4: Eyn+1 - 4yn + 3yn71 - gyn72 + Zyn73 = hfn+1

De nouweau,chaqudormule définitimplicitementl’approximationnumériquey,, . ; (lesméthodes
BDF sonttresimportantegpourla résolutionde problemeddits “raides”, voir le paragraphd1.9).

Expériencenumérique. Pourplusieursvaleursde k, nousavonsappligLé la méthoded’Adams
explicite (enpointillésdansla figurelll.7, k = 1,2, 3,4) ainsiquela méthoded’Adamsimplicite
(soudaformePECE traitcontinu,k = 0, 1, 2, 3, 4) auprobleme(2.9). Commedanda figurelll.4,
le travail numériqueestdessite enfonctiondel’erreur globaleala fin del'intervalle.
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FiG. lll.7: Erreurglobaleparrapportautravail numérique

On constateque cetteerreurse comportecommeh” pour les méthodesexplicites et comme
hE+! pourles méthodesmplicites. Pourpouwir expliquer ce comportementousallonsétudier
I'erreurlocale(ordre),la stabilit etla corvergencedesméthodesnultipas.

1.6 Etude del'err eur locale
Touteslesméthodesiu paragraph@récdentsontdela forme
k k
Z QiYnti = h Z Bi frti (6-1)
=0 =0

ou ay, # 0 et|ag| + |Go| > 0. Uneméthodeestexplicite si 5, = 0, sinonelle estimplicite.

Définition 6.1 Soity(t) unesolutiondey’ = f(t,y)
etsoity,,., la valeurobtenuepar la méthode(6.1)en y(t)

utilisanty; = y(¢;) pouri =n,...,n+k—1 (valeurs W
surla solutionexacte voir la figure). Alors, Yn+k

erreurlocale := y(tn1r) — Yntk-

On dit que la méthode(6.1) a I'ordre p si l'erreur L MR 1 S SR
localeestO(hP™).

Théoreme6.2 Uneméthodemultipasa I'or dre p, si et seulemensi sescoeficientssatisfont

k k k
Z a; =0 et Z a1t = qz/@-iq_l pour ¢g=1,...,p. (6.2)
=0 =0 =0
Démonstation. Le développemenensériede Taylor du défautde (6.1)donne
k . k . hd
Soay(t+ih) = by Byt +ih) =Y dyy' (1) — (6.3)
i=0 i=0 >0 ¢

oudy =3, etd, =3, il —qY,; B . Commey; = y(¢;) pouri =n,...,n+ k — 1 dans
la définition6.1,0na f; = f(t;,y(t;)) = ¥'(t;) pouri = n,...,n + k — 1, etensoustrayanta
formule(6.1)de (6.3) onobtient

h4
Qg <y(tn+k) - yn+k> — hfy (f(tn+k: Y(tnir)) = f(tnir, yn+k>> = > dy'(tn) =

a0 q!

etla conditionquel’erreurlocalesoit O(h?*!) devientdy = d; = ... = d, = 0. O
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Exemple (méthoded’Adamsexplicite a k£ pas).Pourq < k, consiceronsl’ équationdifférentielle
y' = qt7! aveccommesolutiony(t) = ¢?. Danscettesituation,le polyndbmep(t) de(5.2) estégal
af(t,y(t)) etlaméthoded’Adamsexplicite donnele résultatexact, c.-a-d.le défaut(6.3) estzéro.
Ceciimpliqued, = 0. Ainsi, I'ordre de cetteméthodeest> £ (on peuten fait montrerqu’il est
egalak).

De la mémemankere,on montrequela méthoded’Adamsimplicite al'ordrep = k + 1 etla
méthodeBDF l'ordre p = k.

1.7 Stabilité

La structuresimpledesconditionsd’ordre pourles méthodesnultipas(voir (6.2)) permetde con-
struiredesméthodesavecun ordremaximal. Mais, cesméthodessont-ellesutiles?

Exemple (Dahlquist1956).Posong: = 2 etconstruisonsineméthodeexplicite (3, = 0; normal-
isationa, = 1) avecun ordremaximal. Lesconditions(6.2) avecp = 3 nousdonnentia méthode
d’ordre 3 suvante

Ynt2 + AYnt1 — SYn = h(4fni1 + 2f0). (7.1)

Uneapplicational’ équationdifféerentielley’ = y, y(0) = 1 donnela formulederécurrence
Yn+2 +4(1 = R)yns1 — (5 + 2h)y, = 0. (7.2)
Pourrésoudrd7.2),nousinseronsy, = (™ etobtenond’ équationcaracéristique
C+4(1—h)C—(5+2n) =0 (7.3)
aveccommesolution(; = 1 + h 4+ O(h?), {; = =5+ O(h). La solutionde(7.2) estalors
Yn = C1¢7" + Caly (7.4)

ol lesconstantes’; et C, sontdétermiréespary, = 1 ety, = " (onachoisila valeury; surla
solutionexacte).Pourn grand,le termeCy(l' ~ Cy(—5)™ estdominanteton n’a aucunespoirque
la solutionnumériquecorverge versla solutionexactee® (figurelll.8).

0 | 5 | | 10
FiG. 1l.8: Instabilie dela méthode(7.1)

La raisonde la divergencede la solution numérique dansl’exemple précedentest que le
polyndme

k
p(C) =2 il (7.5)
i=0

pos®deuneracinequi estplusgrandequel envaleurabsolue.
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Pourtrouver une condition nécessairgour la corvergence,consiceronsle problemey’ = 0
avecdesvaleursinitialesyg, y1, . . . , yx—1 perturlees.La solutionnumeériquey,, satishit

QkYn+k + ...+ QOYn = 0 (76)

etestdonreeparunecombinaisorinéairede

G si ¢ estuneracinesimpledep(¢) = 0,
CrymnC™ e si ¢ estuneracinedoublede p(¢) = 0,
¢monCt .o nte si ¢ estuneracinede multiplicité /.

Pourque la solution numériqueresteborrée, il faut queles conditionsde la définition suivante
soientremplies.

Définition 7.1 Une méthodemultipaseststable,si lesracinesdu polyndbmep(() satisfont
i) sip(¢)=0alors|¢|] <1,
i) sip(C) =0et|C| =1 alors¢ estuneracinesimplede p(¢).

Pourlesméthodesl’Adams,on a

p(Q)=¢HC—1). (7.7)

Ellessontdoncstables.LesméthodeBDF sontstablesseulemenpourk < 6 (voir lesexercices
17et18).

Remaqgue Donnonsencoresansdémonstratiorun résultatintéressangui s’appelle‘la premere
barriere de Dahlquist”. Pourune méthodestable,l'ordre p satistit p < k + 2 (si k estpair),
p < k+ 1 (sik estimpair) etp < k (sila méthodeestexplicite).

111.8 Convergencedesméthodesmultipas

Pourl’ étudede la corvergencedesméthodeanultipas,nousnouscontentonsiu caséquidistant,
le casgéréral étanttrop technique.

Théoreme8.1 Supposongjue les & valeurs de départ satisfassent|y(t;) — vi|| < Coh? pour
1=0,1,...,k — 1. Sila méthodemultipas(6.1) estd’ordre p et stable alors elle estcorvemente
d’ordrep, c.-a-d. quel’err eur globalesatisfait

ly(tn) — ynl| < CRP pour  z, —xy =nh < Const (8.1)

Démonstation. Le point essentielde la démonstratiorestle suivant: on écrit formellement
la méthodemultipas(6.1) sousla forme d’'une méthodea un paset on appliquelesidéesde la
démonstratiordu paragraphdil.3.

Formulationcommeuneméthodea un pas. Aveco; = 1, la méthodemultipas(6.1) devient

k—1

yn+k = — Z aiyn—i-i + h\IJ(tn, Yny - - - ;yn—i-k—l; h) (82)
=0

Pouruneméthodeexplicite (5, = 0), I'expression¥ estdonre par

k—1
\D(tna Yns -+ Yntk—1, h) = Z ﬁlf(thrla yn+i):
1=0
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sinonelle estdéfinieimplicitement.Consiceronsmaintenantes supervecteurs
— T
Yn . (yn+k717 -y Ynt, yn)

et écrivonsla méthodeg(8.2) sousla forme

Y;L+1 = A}/IL + hc:[)(tn: }/'nv h) ou (83)
—f_1 —Qlf_2 Ce —Q — Q) \If(t, Y, h)
1 0 e 0 0 0
A= 1 0 et B(t,Y,h) = 0 (8.4)
1 0 0

(silesy, étaientdéja desvecteurs,l faudraitremplacerA dans(8.3) par A ® I, etc; cependant
nousn’utiliseronspascettenotationjugéetrop lourde).

Erreurlocale Consiceronsdesvaleursy,,, ..., y,.+x_ 1 Surla solutionexacte,notons
Y (tn) = U(tnsie1)s - - Y(tns1), y(ta))" (8.5)
etappliquonaunefois la méthodemultipas.Cecidonne
Vi1 = AY (tn) + h®(t,, Y (t,), h).

La premirecomposanteleY, . — Y (t,+1) estexactement’erreur locale (définition 6.1), tandis
guelesautrescomposantesontégalesa zeéro. Commela méthodeal'ordre p parhypothese nous
avons

Vi1 — Y (tnsr)|| < CLRPH! pour  t,.1 —ty=(n-+1)h<Const (8.6)

Propagationdel’err eur (stabilite). Consiceronsunedeuxiemesolutionnumérique,définie par
Tpi1 = AZy + h®(t,, Zp. h)

etestimonda différencey,,,; — Z,,1. Pourlesméthodesi’Adams,ona

Ynt+k — Pntk Ynt+k—1 — Pntk—1 U(t,, Yo, h) — V(tn, Zn, h)
Yntk—1 — Fntk-1 | | Ynthol — Zn4k—1 T 0
Yn4+1 — Zn+1 Ynt+1 = Zn+1 0
Y(ty)
E,=e€,
En_

to t1 iy i3 ce t,=1T
FiG. I11.9: Estimationdel'erreur globalepourdesméthodesnultipas
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Enutilisantla normeinfinie etuneconditiondeLipschitzpour¥ (qui estunecongquencelecelle
de f(t,y)), onobtient
||Yn+1 - Zn—i-l” < (1 + hA)HYn - Zn”- (8-7)

Pour une méthodegérerale,on estobligé de choisir une autrenorme pour arriver a (8.7). La
stabilitt de la méthodeimplique que ceci est possible(voir Hairer, Ngrsett& Wanner(1993),
paragraphdl.4).

Accumulatiordeserreurs propagées.Cettepartiedela démonstratiorestexactementa mémeque
pourlesméthodes un pas(voir le paragraphdil.3 etlafigurelll.9). Au lieu de(3.2)et(3.5),0n
utilise (8.6) et (8.7). O

111.9 Equations diff erentiellesraides (stiff)

The mostpragmaticabpinionis alsohistorically the first one (Curtiss& Hirschfelder1952):
stiff equationsare equationsvhele certainimplicit methodsin particular BDF, performbetter
usuallytremendousl¥petter thanexplicit ones. (Hairer& Wanner1991)

L'exemplel.2 d’'une équationdifferentielle,modelisantuneréactionchimique,a montié qu’une
méthodede Runge—HKitta explicite estobligée de prendredespasd’intégrationtres petits pour
obteniruneapproximatioracceptablelUne caracéristiquede cetteéquationdifferentielleestque
la solutionchercteeesttreslisseetlesautressolutionss’approchentapidementle celle-ci.
Pourmieuxcomprendrde phénonenedel’exemplel.2, consiceronsle problemeplussimple

ey’ = —y + cost, 0<exl (9.1)

qui pos®delesmémescaracéristiqueqvoir la figurelll.10).

Solution exacte. L'équationdifférentielle(9.1) estlinéaireinhomogene.Cherchonsinesolution

particulieredela forme y(t) = Acost + Bsint. Enintroduisantettefonctiondans(9.1)
—eAsint + eBcost = —Acost — Bsint + cost,

unecomparaisordescoeficientsdonneA = 1/(1 + %) et B = ¢/(1 + £%). Commela solution
géréralede (9.1) estla sommede la solutiongéréralede I' équationhomogeneet d’'une solution
particuliere,nousobtenons

y(t) = e V50 + cost + esint + O(e?). (9.2)
ﬁl TTTTT T T T I T I T I ITT] AEEARRRERRARRRBRAN TTTTTTITTTTTTTTT]
#> explicit Euler, h = 1.95/50 impl. midpoint, h = 0.25 implicit Euler, h=0.5
.0
i
| Q
| B
\ \\ ‘ ..
1im >7>§L\‘ J l 0. 1 1+
r ITTH \n e ,ok
! ‘ " ris»,*&h\o \.
“ " r?x’é\“ \ N
......Q..,.lrﬁ}t.. ',.\\\\ N \
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FiG. I11.10: Solutionsexactesetnumériquespourle probeme(9.1) de Curtiss& Hirschfeldeye = 1/50.
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Solution numérique (Euler explicite). La méthoded’Euler explicite y,.1 = yn + hf(tn, Yn),
appligieeauprobleme(9.1) avecdespasconstantsgonneavect,, = nh

h

€

h
Yn+1 = (1 >yn + - CoStp. (93)

Ceciestuneéquatiorauxdifferencesiniesqui estlinéaireetinhomogene.La solutionestobtenue
commepouruneéquationdifférentielle.On cherched’abordunesolutionparticulierede la forme
yn = Acost, + Bsint,. Onlintroduit dans(9.3) et, enutilisantt,,, = t,, + h etlestheoemes
d’additionpoursin(t,, + h) etcos(t,, + h), onobtientainsi

A(cos t, - cosh —sint,, - sin h) + B (sin t, - cos h + cost,, - sin h)

= (1 - ﬁ) (Acostn + Bsintn> + h cos ty,.
g g

En comparantes coeficientsde cos t,, etsin t,,, on obtientdeuxéquationdinéairespour A et B

dontla solutionestA = 1 + O(he) et B = ¢ + O(h*). En ajoutantla solutiongéréralede
I’ équatiorhomogenea la solutionparticuliere,on obtient(dessina gauchedela figure111.10)

Yp = (1 - g)nC + cost, + esint,, + O(he). (9.4)

Onvoit quela solutionnumériquey,, estprochedela solutionexacteseulemensi |1 — h/e| < 1,
c.-a-d.si h < 2¢. Sie esttréspetit (parexemples = 107%) unetelle restrictionestinacceptable.

Solution numérique (Euler implicite). Pourla méthoded’Eulerimplicite, le mémecalculdonne

h h
(1 + g)yn+1 = UYn + z COS tn+1: (95)

dontla solutionpeutétreécritesousla forme
Yn = (1 + g)_nC + cost, + esint, + O(he). (9.6)

Cettefois-ci nousn’avonspasde restrictionsurla longueurdu pas,car |(1 + h/e)™'| < 1 pour
touth > 0. Le dessinadroite dela figurelll.10 illustre bienla bonneapproximatiormémesi h
esttresgrand.

Le calculprécadenta montre quece n’estpasla solutionparticulierequi posedesdifficultésa

la méthodeexplicite, maisc’estl’'approximationdela solutiondel’ équatiorhomogne sy’ = —y.
Nousconsiceronsdoncle problemeun peuplusgéréral
Y =y (9.7)

commeéquationdetest(Dahlquist1963). Sasolutionexacteest y(t) = e} C etelle resteborrée
pourt > 0 si RA < 0. La solutionnumériqued’une méthodede Runge—HKittaou d’une méthode
multipas,appligleeavec despasconstant@auprobleme(9.7), nedépendquedu produith \. 1l est
alorsintéressantl’ étudierpourquellevaleurde h A la solutionnumériqueresteborrée.

Définition 9.1 (A-stabilité) Consiceronsune méthodedontla solutionnunerique {y,, },>o pour

I’ équationdetest(9.7) estunefonctionde z = h\. Alors,I'ensemble

S:={z¢€ C; {yn}tn>o estbornée} (9.8)
s’appelledomainede stabilitt dela méthode On dit quela méthodeestA-stablesi
SOC™ ou C™ ={ze; Rz <0}.

Pourla méthoded’Euler explicite le domainede stabilittest S = {z; |1 + z| < 1}, le disque
derayon1 et de centre—1. Pourla méthoded’Euler implicite il est S = {z; |1l — z| > 1},
I'extérieurdudisquederayon1 etdecentre+1. Seulementa méthodeimplicite estA-stable.
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mf mﬁ% |

FIG. ll.11: Domainegle stabilit pourlesméthodesie Runge—Kittaavec s étageetd’ordrep = s

Domaine de stabilité desméthodesa un pas. Pourune méthodede Runge—Kitta, la solution
numériqueestdela forme y,.; = R(h\)y,, ou la fonction R(z) s’appellefonctionde stabilité
(voir 'exercice2). Le domainede stabilité estalors

S={z: |R(=)| < 1}.

Si la méthodeexplicite a s étageqdéfinition 2. 1)a| ordre p = s, R(z) estle polyndbmededegré
s obtenupartroncaturedela seriee* = 1 + z + 3 22 + ... . Lesdomainedde stabilitc pources
méthoded’ordre 1 jusqua4 sontdessnesdansla flgure III.ll. CommeR(z) estun polyndbme,
S estborré etla conditiondestabilitt A\ € S imposeunerestrictionséverea h. Cesméthodese
sontdoncpasrecommandéespourla résolutiondeséquationglifféerentiellesaides.

Domaine de stabilité desméthodesmultipas. Sil'on appligueune méthodemultipas(6.1) au
probleme(9.7),on obtient!l’ équationauxdifférencesinies

k
Z h)‘ﬁ] Yn+j = 0. (99)

La solutionnumériqueestunecombinaisorinéairede (;(hA)", j = 1,...  k, ou (;(z) estun zéro
du polyndbmecaracéristique(ensupposantjueles zérossoientdistincts)

k k
p(Q) —z0(Q)=0.  p(Q)=>a;¢’.  o(§) =3 B¢ (9.10)
j=0 j=0

Le domainede stabilitt S d’'une méthodemultipasestalorsl’'ensembledesz € €', tel quetoutes
lesracinesde(9.10)sontmajoreesparl. PourétudieretdessinelS, il estplussimpledeconsicerer
le bord0S, car(parcontinuit de(;(z))

z €08 = p(e?) — zo(e”) =0 pourun € [0,2r).

Il suffit alorsdedessineta courbed — p(e”) /() (la“root locuscurve”) quisépard’ensemble
S dureste.Poursavoir, quellecomposanteonnee appartienta S, il suffit dele vérifier pourun
seulpoint.

Les méthodesd’Adamsexplicites et implicites (alI'exceptiondela méthoded’Euler implicite
etdela regledu trapeze)ont toutesun domainede stabilite borre et petit. Cesméthodese sont
doncpasutilisablespourdesproblemesraides.Pourles méthodsBDF, parcontre,le domainede
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FIG. 1.12: Domaineddestabilitt pourlesméthodeBDF a k pas.

stabilite contientunegrandepartiedu demi-plangauchevoir la figurelll.12). La méthodeBDF
aveck = 2 (ordrep = 2) estmémeA-stable.Ceciestunecongquencelu fait quela “root locus
curwe”
2 = p(e) Jo(e?) = g _9emi0 4 %e—m
satishit
Rz = g — 2cos + %(30529 = (1 —cosf)? > 0.

Les méthodesBDF sontbeaucouputiliseespour résoudredeséquationdifféerentiellesraides
mémesi elles sont A-stablesseulemenpour £ < 2 (voir la figure l1l.12). La célebrebarriere
de Dahlquist(1963)dit quel’ordre d’'une méthodemultipasA-stablene peutpasétre plus grand
que2. Cerésultainégatifa motivé la recherchel’autresméthodesd’intégrationqui permettente
combinerA-stabilité avecunordreélevé.

M éthodesde Runge—Kutta implicites (RadaullA)

Commepour la dérivation desméthodesde Runge—HKitta explicites, nouspartonsde la formule
integree(2.3)del’ équatiordifférentielle.Nousappliquonsuneformulede quadraturevecc, = 1
ayantl'ordre maximal2s — 1 (formulesde Radauacompareveclesexerciced.10 etl.16). Par
exemple,pours = 2 ona

y(to + ) = y(to) + g(iﬁf(to + g y(to + g)) + £ (to+ h.y(to + h))) +O(Y.  (9.11)

z

Pourapproximeda valeury(t, + h/3), nousintégrond’ équationdifférentielledet, at, + h/3 et
nousappliqguonaineformulede quadratureyui utilise lesmémesevaluationgde f quedans(9.11):

h h h h
y(to +3) = ylto) + E(5f(zeo + 2, ylto+3)) = f(to + by y(to + h))) +O(h%).  (9.12)
En supprimantestermesdu resteet ennotantk, et k, lesdeuxévaluationsde f, nousarrivonsa
h h
ki = f(to + 3%+ E(5k1 — k?2))
I
ko = f(to+hiyo + 7 (3k1 + ko)) (9.13)
h
Y1 = Yo+ 1(3131 + k2>
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TAB. lll.4: Coeficientsc;, a;; etb; pourlesméthodesRadaullA avecs = 2 ets = 3, ordrep = 2s — 1

4—+/6 88 — 76 296 — 169v6 —2+ 36
10 360 1800 225
115 -1 446 | 296 +169v6  88+7v6 2 -3V6
3112 12 10 1800 360 225
R . 16 — V6 16+ 6 1
4 4 36 36 9
3 1 16 — 6 16 + 6 1
4 4 36 36 9

qui estuneméthodede Runge—HKittacommedansla définition 2.1, maisou la matrice(a;;) n'est
plustriangulaireinférieurg(voir aussie tableaull.4). Lesdeuxpremeresequationgle(9.13)con-
stituentun sysemenonlinéairepourk; etk,, qu’il fautrésoudreveclestechniquesiu chapitreVi
(méthodede Newton simplifiée).

Lemme 9.2 La méthode(9.13)a l'ordre 3 et elle estA-stable

Démonstation. L’'ordre 3 estune congquencedesformules(9.11) et (9.12). Il sufiit quela
formule(9.12)soitd’ordre 2 carle termecorrespondardans(9.11)estmulitplié par h.
A-stabilite. Sil'on appliquela méthodeay’ = Ay, onobtientavecz = h\

hky = zyo + %(5hk1 —hki),  hky = zyo + Z(3hk1 + hky).
Onrésoudcesysemelinéairepourhk; et hk,, etonintroduitla solutiondansla troisiemeformule
de(9.13).Cecidonney, = R(z)y, aveccommefonctiondestabilite
P(z) 1+2/3
Q(z) 1—-2z/3+22/6

R(z) = (9.14)
Surl’axeimaginaire,ona
2

N2 N2 N2 4 9 >\ 1 4
QUy)P = Py)P = (1-L) + 2= (1+%) = v' >0,

Ceciimplique |Q(iwy)| > |P(iy)| etaussi|R(iy)| < 1. Lessingulariesde R(z) (leszérosde
Q(z)) sontz;, = 2 + i1/2 dansle demi-plandroit. Donc R(z) estanalytiquedansle demi-plan
gaucheet, parle principedu maximum,R(z) estmajoté par1 pourfz < 0. |

Cettecontructionpeutétre geréralisse pour obtenirdesméthodesde Runge-Kittaimplicites
qui sontA-stableset d’'ordre 2s — 1. Elles s’appellentméthodesRadaullA et sont,commeles
méthodeBDF, souventemployéespourrésoudraleséquationglifferentiellesaides.La méthode
RADAUS, utilisée pour le calcul de la figure 111.2, estcelleavecs = 3 etordrep = 5. Les
coeficientsdela méthode(9.13)etdecelleavecs = 3 sontdonreesdansle tableaulll.4.

Remarque. ApréslapublicationremarquableleDahlquisten1963,larecherchesurlarésolution
deséquationglifférentiellesaidesa rapidemenpris uneplaceimportanteen analysenumérique.
Desnouwllesméthodegl’intégration,desnou\ellesthéories(parexemple étoilesd’ordre) etdes
programmenformatiquegerformantont éte develope. Plusdedétailspeuwentétretrouveésdans
le livre “Solving Ordinary Differential Equationsll. Stiff and Differential-Algebraic Problems”
parHairer& Wanner(1996).

Beaucoupplusrécenteestl’ étudesurlesproprietesgeonetriguesdesintégrateursiumériques.
Caserale contenudu paragraphsuivant. Le livre “GeometricNumericallntegration” parHairer,
Lubich & Wanner(2002)estconsace a ce sujet.
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111.10 Int égration geométrique

Oncherchalesméthodegs!’intégrationpourdesproblemessimilairesal’exemplel.3 qui donnent
desbonnesapproximationgourun calculalongterme.Avecg; ala placedey; etavecp; = m;q.
I' équationdifferentielle(1.3) peutétreécritesousla forme (sysemeHamiltonien)

' =—-VU(q), ¢ =VT(p), (10.1)

ol T'(p) = $X,;m; 'plp; estl'énegie cinétiqueet U(q) = —G X, mim;/|lg;i — g; est
I’ énepie potentielledu syseme.Poursimplifier la présentationnoussupposongarla suitequep

etq sontdesfonctionsscalairegparcongquentVU(q) = U'(q) etVT(p) = T'(p)).

Un exempletypiqueetintéressangstl’ équationrdu pendulematrematique -+~
ou I’ énegie cinétiqueestT (p) = p?/2, I énemie potentielleU(¢) = —cosgq
etl’ énepietotale

1
H(p,q) = 5p° — cosq.

Le syseme(10.1) posededeuxproprietestresintéressantes:

Consewation del’ énergie. Un calculdirectmontrequel’ énegietotale H(p,q) = T'(p) +U(q)
resteconstantde long dessolutionsde (10.1);figurelll.13 (gauche) Cecidécouledufait que

— H(p(t),q(t)) = T'(p(1))p'(t) + U'(q())d'(t) = 0.

—————

—= g

a8 \

FIG. I11.13: Conserationdel’ énegie (gauchegtsymplecticié (droite)duflot pourl’ équationdu pendule.

Symplecticité (présewation de l'air e). Nousutilisonsla notation ¢, (po, qo) := (p(t), q(t))"
pourle flot del’ équationdifferentielle(10.1)et nousallonsdémontrerque,pourun sous-ensemble
A del'espace(p, q), I'aire de A resteinvarianteparrapportal'application ¢,, c.-a-d.

aire(p(A)) = aire(A) pourtoutt (10.2)

(voir lafigurelll.13, droite). Commeaire(A) = [, d(po, qo) et

aire( g, (A)) ://%(A) d(p, q) ://A det(w)’d(po,qo),

A(po, q)
2La formule de changemende variablespourlesintégralesdoublespeutétretrouveedansle livre “Analyseaufil
del’'histoire” deHairer& Wannerala page338.
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il sufiit de demontrerque le déterminantde la matrice Jacobiennale o, estégala 1 envaleur
absolue En dérivantl’ équationdifferentielle(10.1) parrapportala valeurinitiale py, on obtient
op'(1) dq(t) 9q'(¢) Ip(t)

b= U a) 2 =T ()

Une différentiationpar rapporta ¢, donnedesformulesanalogues.En changeant'ordre de la
différentiationpon endéduitque

d Ipi(po,qo)\ _ d (0p(t) 0q(t)  Ip(t) 0q(t)\ _
%dt< d(po; Q) >_ <8p0 dqo dq0 3290)_”'_0'

Il suitde vy (po, q0) = (po, qo)* quele déterminantela Jacobiennéle ¢, vaut1. Par congquent,
il vaut1 pourtoutt, cequi démontre(10.2).

Dansune simulationnumériqued’un syseéme(10.1) on aimeraitque les proprietes géone-
triquesdu flot exact soientpréseneesaussibien que possible. Regardonsce qui se passeavec
desméthodesclassiquesLesfigureslil.14 etlll.15 montrentle résultatpourla méthoded’Euler
explicite et pour la méthoded’Euler implicite. Pourla premere, la solution numériquetourne
versl'extérieut I énegie augmenteet I'aire d’'un ensembleroit. Pourla méthodeimplicite, c’est
exactement’inverse. Aucunede cesdeuxméthodesdonneuneapproximationde la solutionqui
estqualitatvementacceptable.

Méthoded’Euler symplectique. Noustraitonsune équationde (10.1) parla méthoded’Euler
explicite etl'autre parla méthodeimplicite. Cecidonne

1= — AVU(q, il =D — hVU(q,
Pni1 =P (qn) ou Pnt1 =D (qn+1) (10.3)

dn+1 = Q4n + hVT(pn—l—l) dn+1 = Q4n + hVT(pn)

La variante(A) estla méthodede gauchela variante(B) cellededroite.

\Eulersymplecthue(A) \Eulersymple ugB)

FiG. 1l1.14: lllustrationdu flot numériquepourl’ équationdu pendule s = /4.
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Les deuxméthodessontparfaitementexplicites. Pourla premireon calculed’abordp,,,; et
ensuitey, ,1; pourla deuximedang’ordre inverse.Lafigurelll.14 montreunenetteamélioration
pourcequi concernda conserationdel’aire.

Lemme10.1 Si &, : (pn,qn) — (Pnt1,@ns1) représenteunedesméthodedde (10.3),alors &y,
préservd’air g, c.-a-d. aire(P;,(A)) = airg(A). Ondit quecetteméthodeestsymplectique

Démonstation. Nouspartageonge membredroit du syseme(10.1)comme

=0 = -VU
P et 7 @ (10.4)
¢ =VT(p) ¢ =0.
Lesdeuxsysemespeuentétrerésolusde manireexacte.Leurssolutionssont
p(t) = po ot p(t) = po —tVU(qo)
q(t) = qo +tVT(po) q(t) = qo-

Lesflots goET) et goﬁU) desdeuxsysemeg10.4)présenentl’aire carils sontlesdeuxsousla forme
(10.1). L'affirmation du lemmeestalorsune congquencedu fait queles deux méthodeq10.3)

sontrespect’rementgogU) o soéT) et@f) © SOELU)- H

W\

=

explicite implicite symplectiqugA) symplectiqugB)

FiG. lI.15: Solution nunériquede differentesméthodesd’Euler appliqueesa I'oscillateur harmonique
(10.5)avech = 0.15. Lavaleurinitiale estle grandpoint noir.

Onvoit pardesexemplegressimplesqu’onn’a pasdeconservatiordel’ énegietotale ni pour
les méthodesclassiquegEuler explicite ou implicite) ni pourla méthoded’Euler symplectique.
L'expériencede la figure 111.15 montrela solutionnumériquepour I’ oscillateurharmoniquequi
estun sysemelinéairep’ = —q, ¢’ = p posdant

H(p,q) = %(p2 +¢°) (10.5)

commeénegie totale. Seulementes deuxvariantede la méthoded’Euler symplectiquedonnent
unesolutionnumériquequi resteprochedu cercle H (p, ¢) = Const (solutionexacte).

Lemme 10.2 Pour I'oscillateur harmoniqug(10.5),la solutionnunerique(p,, ¢,,) dela méthode
d’Euler symplectiqueestesur unecourbefermee(I'ellipse p? + ¢ + hpg = Const) pourtoutn.

Démonstation. Consicerons,par exemple,la premere méthodedans(10.3) et appliquons-laa
I'oscillateurharmoniqug10.5). On obtientainsi

) En) -G )G 108)
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Unemultiplicationpar (p,.+1, ¢g,+1) donnela premireégalié de

pi+1 + qv2z+1 - hp'rL+IQ'rL+1 = Pn+1Pn + Qn+19n — hpn+1¢]n - pi + qz - hpnqn-

et unemultiplication par (p,, ¢,) la deuxime. On endéduitque p? + ¢2 — hp,q, = Const , ce
qui signifie quela solutionnumérique(p,,, g,,) restesuruneellipsepourtoutn. |

La méthoded’Euler symplectiqueestmalheureusemeseulementineméthoded’ordrep = 1.
Peut-ontrouver des méthodesavec un ordre plus élevé qui posedentle méme comportement
concernanta conserationdel'aire etdel’ énepie totale?Voici uneméthoded’ordre deuxqui est
la plusimportantedansle contecte de I'int égrationgéonétrique. Elle estbeaucouputiliséedans
dessimulationsendynamiguemoléculaireet elle estla basepourplusieursgéréralisations.

La méthode“Stormer—\Verlet”.  Pourintroduire plus de symétrie dansla disciétisation,nous
consiceronda compositiond’un demi-pasi’'unedesvariantesiela méthoded’Euler symplectique
avecundemi-pasdel’autre. Ceciconduita

! h
Pny1/2 = Pn — §LVU(qn) dn+1/2 = Qn + ELVT(pn)
dn+1 = Qn + hVT(pn—f—l/Q) ou Prn+1 = Pn — hVU<Qn+1/2) (107)
h h
Pn+1 = Pn+1/2 — §VU(qTL+1) dn+1 = Qn+1/2 + §VT(pn+1)-

De nouweauon appellevariante(A) la méthodea gaucheet variante(B) cellededroite.

Lemme 10.3 Lesdeuxvariantes(10.7)dela méthode'Stormer\erlet” sontsymplectiques;.-a-
d., consiceréescommeapplication(p,, ¢,) — (Pn+1, ¢ut1) €llespréservent’air e.

Pour 'oscillateur harmonique(10.5), leur solution numérique (p,,, ¢,,) restesur une courbe
fermee(I'ellipse p? + (1 — h%/4)q* = Const) pourtoutn.

Démonstation. Avec la notationde la démonstratiordu lemme 10.1, nousobserwons que la
variante(A) correspond I'application gogj; o ! o g;% etla variante(B) agog; ol o 9027/2
Commelesflots desdeuxsysemeg10.4) préserentl’aire, c’estvrai aussipourla composition.

Pourle problemep’ = —q, ¢’ = p, lavariante(A) de (10.7)devient

1—h%/2 —h+h3/4
(pn+1> _ / h / (p) ' (10.8)
qn+1 h 1—~h /2 an
Un calculdirectmontreque p2 ., + (1 — h?/4)q2,, = p2 + (1 — h?/4)q3 . m

M éthodesde“splitting”.  Sil'on abesoind’unetrésgrandeprécision,l’ordre deuxdela méthode
“Stormer-Verlet” ne sufiit pas. Uneidéeéleégantepour obtenirdesméthodesavec un ordreélevé
estde consicerer(p,+1, ¢ut1) = Pu(pn, ¢,) , OU &, estunecompositionde flots (commedansla
démonstratiodulemme10.1)

b, = SOZ(;? o gp((fr]n) o goéfil 0...0 gp((g) o (pg) o 9051[1])- (10.9)
Pourm = 1 eta; = b; = 1 onobtientla variante(B) dela méthoded’Euler symplectiquepour
m=2,a;=1/2,b; =1, ay = 1/2, by = 0 on obtientunedesméthodesStbrmer-Verlet. De cette
manereon peutconstruiredesméthodesavecun ordrearbitrairemengrandet pourlesquelledes
affirmationsdulemme10.3restentvraies.
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[11.11 EXxercices

1.

Trouver uneméthodenumériquepourle probemey’ = f(t,y), y(to) = yo dansl’espritdecellede
Runge(voir le paragraphéll.2), maisbasesurla regledutrapeze.

Appliquerla méthoded’Euler, de Rungeet de Heunau probEme
y' = Ay, y(0) =y (11.2)
Montrerquela solutionnumériqueestdonreepar
Yn = R(hA)"yo,

etcalculerR(hA) pourlestrois méthodes.

. Ecrirel’ équationdifférentielle

2+ 2=0, 2(0)=1, 2'(0) =1,

sousla forme (11.1). Calculerla solutionexacteet la solutionnumériqueavecla méthodede Runge
surf0,1] avech = 1/2.

. Montrer que I'ordre d’une méthodede Runge-Kutta explicite ne peut pasétre plus grandque le

nombred’étagesc.-a-d.p < s.
Indication. Appliquerla méthodeay’ = v, y(0) = 1 etobserer quey; estun polyndbmeenh de
degré s.

Donnerla famille aun parangtredesméthodegle RK explicites,d’ordrep = 2 & s = 2 étageqavec
commeparangtre libre c;). Etudierle comportementle la solution numérique pour cettefamille
quandes — 0.

Pourle probEmede VVanderPol

= Y2, yl(o) - 27
=1 -9}y — 1, y2(0) = 1/2,

calculerle termedominantde I'erreur locale(i.e. le coeficient du termeh?*1) pourla méthodede
Runged’ordre 2.

. Calculerl’erreurlocaled’'une méthodede Runge-Kittapourl’ équationdifférentielle

yi=a""! y1(0) =0
yh=2ly1  12(0)=0
avecr etq desentierspositifs. En déduirela condition

s 1—1
1
E bicq_l E (],Z']‘CTT_1 = s r+qg<p
i=1 ' j=1 ’ r(q + T)

pouruneméthoded’ordrep.

(Runge1905). Consiceronsune méthodede Runge-Kitta a s étagesavecl'ordre p = s < 4 et
supposonguetouslescoeficientsa;; etb; soientnon-régatifs.Montrerquela constanteleLipschitz
A de®(z,y, h) (voir le lemmedu paragraphéll.3) satishit

(14 hA) < el

ou L estla constantele Lipschitz pourla fonction f(z,y). En déduirequel’estimation(3.4) reste
vraiesil'on remplaceA parL.
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9. Soiterr; uneestimationdel’erreur aui-€mepaset définissonsp; par
err; = ;- hj.

Sionafaitle calculjusqu’aun-emepas,c.-a-d.,si on connat lesvaleursde h; eterr; pour: < n, il
fauttrouver unevaleurraisonableour i, ;1.

(a) L’hypothesep,,+1 = ¢, nousconduitala formule courantedu cours.

(b) (Gustafssonl992). Montrer que I'hypothese Alny,, = Alng,—1 (C.-a-d., ppi1/on =
©n/n—1) NOusconduitala formule

i1 =0.9 -

h% ( Tol err,_1 ) 1/r

hn_1 \err, errp,

10. (“Denseoutput”). Soit{y, } la solutionnumériqueobtenugparuneméthodede Runge-kuttad’ordre
4 (avecdespasconstants)Pourun z € (z,,, z,+1), housconsiceronsle polyrdmeu(x) dedegré 3
qui satishit

U(In) = Yn, u/(In) = f(xn yn)a u(anrl) = Yn+1, u,(xn+1) = f($n+1a yn+1)
(interpolationd’Hermite,voir 11.7). Montrerque,pourtoutz € (x,, ,4+1), Ona
u(@) —y(z) = O(rY).

11. MontrerquelaformuledeMilne

h
Yn+1 = Yn—1 + g (fn—H +4fn + fn—l)

estuneméthodemultipasd’ordre4 qui eststable.Expliquerpourquoisescoeficientssontlesmémes
guepourla formule de quadraturede Simpson.

12. Calculerla solutiongéréralede
Yn+3 — 5yn+2 + 8yn+1 - 4yn = 07
puisdonneruneformule pourla solutionparticulérequi satishit yo = —1, y1 = 0, y2 = 4.

13. (a) Appliquerla méthoded’ Adamsexplicite

Ynt+1 = Yn + h(gfn - %fn—l)
avech = 1/8 auprobkmey’ = 2, y(0) = 1, y(1/2) =?
Poury, utiliserla valeurobtenueparla méthoded’Euler explicite.
(b) Appliguerla méthoded’Euler explicite aumémeprobkme,égalementvech = 1/8.
(c) Comparetesdeuxrésultatsmnumériquesavecla solutionexactey(1/2) = 2.
14. En utilisant le theome binomial gérérali€ (Analysel), montrerque pourles coeficientsy; des
méthodesl’Adamsexplicites, la fonctiongéreratrice G(t) := 3272, v;t’ devient
G(t) = —t/((1 = t)log(1 — 1)).
Endéduirela formule

1 1

m+1
Calculeral'aide de(1) les~y; pourj = 1,2, 3, 4.

Indication. Utiliser I' égali& (**/~) = (—1)7(7%).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

EquationsDifferentiellesOrdinaires

Vérifierquela méthodeBDF a k pasestd’ordrep = k.
Quelestle polyndmep(¢) dela méthoded’Adamsexplicite a k pas?
Montrerquele polyndmep(¢) dela méthodeBDF & i pasestdonre par
k 1 ) )
p(¢) =3 M-y
j=17J

En utilisantla transformation] = 1/(1 — z), montrerquela méthodeeststablesi touteslesracines
de

2 (11.2)

sontendehorsdudisque|z — 1| < 1; elle estinstablesi aumoinsuneracinede (11.2)setrouve dans
cedisque.

Remaque Le polyndme(11.2)estunesommepartielledela seriepour—log(1 — z).

En calculantnumériguementesracinesdu polyndme(11.2),montrerquela méthodeBDF eststable
pourl < k < 6, maisinstablepourk = 7.

Uneméthodemultipasestdite symétriquesi

Qp—; = —ay, Pr—i =0 pouri=20,1,... k.
Démontrerquel’ordre (maximal)d’une méthodesynmétriqueesttoujourspair.
Soit o(¢) un polyndmequelconqualedegré k satishisanto(1) = 0 eto(1)" # 0.

(a) Montrergu’il existeuneuniqueméthodemultipasimplicite d’'ordrep = k+1 dontle polyndbme
caracéristiqueesto(().

(b) Montrer gu'il existe une unique méthodemultipasexplicite d'ordrep = k dontle polynme
caracéristiqueesto(().

Le polynmecaracéristique
0(¢) = ¢F2(¢* - 1),

définit les méthodesde Nystrm ou de Milne-Simpson.Calculerpour £ = 2 la méthodeexplicite et
implicite I'aide del'exerciceprécédent.



